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Résumé

Cette thése de doctorat s’intéresse au groupe de stabilité,
Aut(My), qui est I’ensemble des automorphismes (ou biholomor-
phismes fixant un point) d’une hypersurface réelle et continue
M,. Pour étudier Aut(M,), il s’avere suffisant de classifier I’en-
semble des automorphismes infinitésimaux réels analytiques CR,
hol(M), d’une hypersurface, M, plus simple, polynomiale, ho-
mogene et modele. M est associ€e a M, dans le sens que son
équation définissante n’est constituée que des premiers termes
du développement de Taylor de celle qui définit M. Certains ré-
sultats généraux, dans C"*!, existent; des résultats plus précis
existent dans C3 ; et, nous apportons dans ce travail des résultats
pour C*. Les hypersurfaces qu’il s’avére pertinent d’étudier sont
réelles, holomorphiquement non dégénérées, de type fini et Levi
dégénérées.

Le chapitre 1 présente les notions élémentaires, une problé-

matique ainsi que 1’ensemble des résultats principaux.

Le chapitre 2 traite du cadre général, dans C™*!, Inspiré de
« Chern-Moser operators and polynomial models in CR geome-
try », ce chapitre présente la description complete de la démarche
générale qui a pour outil I’opérateur de Chern-Moser, appuyée

par des précisions ainsi que des exemples.

Le but du chapitre 3 est double. D’une part, il est a considérer
comme tremplin avant la généralisation dans C* et dans ce sens,
il reformule les résultats de « Infinitesimal CR automorphisms
for a class of polynomial models » et offre une description des
automorphismes infinitésimaux réels analytiques CR d’une hy-

persurface homogene et modele de C3, M, décrite par 1’équation
Imw = PQ + QP,

ol (z,w) = (z1,z22,w) € C3, et P et Q sont des polynémes en
z. D’autre part, ce chapitre apporte plusieurs précisions impor-
tantes pour ce cas, notamment concernant la décomposition des

rotations.






Le chapitre 4 présente les nouvelles contributions concernant

une hypersurface homogéne M de C* décrite par
Imw = PO + QP +RR,

ot (z,w) = (z1,22,23,w) € C* et P, Q et R sont 2 nouveau
des polynomes en z. Ce cas est appelé probleme PQOR. Un cas
modele est a considérer comme une introduction, un cas décou-
plé (pour lequel une variable est strictement réservée a R) donne
des résultats intéressants, mais c’est surtout le cas général, tou-
tefois monomial, qui semble important : le théoréeme qui décrit
une décomposition des rotations s’avere étre le résultat le plus
important, mais la dimension de I’ensemble de tous les automor-
phismes infinitésimaux réels analytiques CR de I’hypersurface

est détaillée.

Le chapitre 5 ouvre la porte aux perspectives nouvelles et
propose de nouvelles pistes, tout en rappelant le lien fondamen-
tal entre M et M,, entre les automorphismes infinitésimaux réels
analytiques CR décrits de 1’hypersurface modele et les automor-

phismes de I’hypersurface générale.
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Abstract

This dissertation is about the stability group Aut(M,), which
is the set of all the automorphisms (or biholomorphisms stabi-
lizing a point) of a real and smooth hypersurface M,. In order
to study Aut(M,), one can classify real-analytic infinitesimal
CR-automorphisms hol(M) of an easier homogeneous polyno-
mial and model hypersurface M. M is associated with M in the
sense that its defining equation is constituted only of the first
terms of Taylor’s development of the equation of M,. Some
general results exist in C"*!'; more detailed results appear in
C3; and this dissertation will provide new results in C* . Hy-
persurfaces that are relevant to study are real, holomorphically

nondegenerate, of finite type and Levi degenerate.

Chapter 1 introduces the elementary notions, the study ques-

tion as well as all the main results.

Chapter 2 is about the general framework in C"*!. Based on
"Chern-Moser operators and polynomial models in CR geome-
try", this chapter introduces the complete approach that uses the
Chern-Moser operator, supported by more precise explanations

and examples.

Chapter 3 has a dual purpose. To begin with, it serves as a
springboard before generalizing in C*. In this sense, it rephrases
the results of "Infinitesimal CR automorphisms for a class of
polynomial models" and offers a description of the real-analytic
infinitesimal CR-automorphisms of a homogeneous and model

hypersurface of C3, M, described by the following equation :
Imw = PQ + OP,

where (z,w) = (z1,22,w) € C3, and P and Q are polynomials in
z. In addition, this chapter provides important specifications on

this case, particularly regarding the decomposition of rotations.






Chapter 4 introduces the newest contributions on a homo-

geneous hypersurface M of C* described as follows :
Imw = PO + QP +RR,

where (z,w) = (z1,22,2z3,w) € C* and P, Q and R are poly-
nomials in z. This case is called the POR problem. A model
case serves as an introduction to this chapter in section 4.1. A
decoupled case (for which a variable is strictly reserved to R)
gives interesting results in 4.2. However, as presented in 4.3,
it is the general case, although monomial, that seems impor-
tant : the theorem that describes the decomposition of rotations
proves to be the most important result. The dimension of the
set of the real-analytic infinitesimal CR-automorphisms of the

hypersurface are detailed.

Chapter 5 broadens the perspectives and offers new leads,
while keeping in mind the fundamental link between M and M,,
that is between real-analytic infinitesimal CR-automorphisms
described from the model hypersurface, and the automorphisms

of the general hypersurface.
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Chapitre 1
Introduction

Ce chapitre rassemble les diverses notions fondamentales dont nous aurons besoin
tout au long de ce travail qui se situe dans 1’ Analyse complexe a plusieurs variables.
Nous allons en particulier définir la notion d’hypersurface ainsi que la notion de type
fini. Nous présentons également les questions que nous nous sommes posées ainsi que

les résultats principaux obtenus dans ce travail.

1.1 Préliminaires et contexte

Dans ce paragraphe, nous proposons une présentation d’objets mathématiques qui
vont nous intéresser et sur lesquels nous pouvons déja faire quelques considérations

introductives .

1.1.1 Notions de base

Définition 1.1.1.
Soit f : Q — C avec un ouvert Q C C. La fonction complexe f € C'(Q) est dite
holomorphe dans Q si, pour tout a € Q, f est holomorphe en a; et la fonction f est dite

holomorphe en a, si la limite suivante existe (pour & € C),

f@ = fim LSy, SO 2D

h|—0 h d-a a —a

1. Ce paragraphe est basé sur [2], pp.3-21.



La généralisation de la définition précédente a des applications f : Q — CM, avec

un ouvert Q C C, est la suivante.

Définition 1.1.2.
Soit Q ¢ CV un ouvert. La fonction f : Q — C est dite holomorphe si f € C'(Q) et f
est holomorphe en chaque variable. Nous notons

HQQ) :={f:Q — C| f holomorphe}.
De méme, f, une application, notée

S
f=: |- Q-

fu
ot Q c CV, est holomorphe si chaque f; est holomorphe 2.

Notation 1.1.3.
Dans CV, les variables sont z;, pour j = 1,...,N. Nous identifions C" avec R* en
posant

Zj = Xj + iyj,
avec x;,y; € R,pour j=1,...,N

Définition 1.1.4.

Une application est dite biholomorphe si elle est holomorphe, bijective avec une réci-
proque holomorphe. Nous notons qu’une telle application possede une méme dimension
pour les ensembles de départ et d’arrivée : f : Q — CV, avec Q c CV. Un auto-
morphisme est un biholomorphisme allant d’un ensemble vers lui-méme et qui fixe un
point3. De plus, I’ensemble des automorphismes d’un ensemble Q, noté Aut(£2), ou

Aut(Q, p) (avec p € Q le point fixe), est appelé le groupe de stabilité de Q.

2. Pour les définitions et théorémes de base, cf. [35], pp.1-4 et pp.22-28. En particulier, supposer que
la fonction soit C! n’est pas nécessaire, car cela peut étre vu comme une conséquence de la définition. Cf.
[35], p.4, corollaire 1.2.3 et p.26, corollaire 2.2.2.

3. Cf. [58], p.209 et [2], p.376. Le fait de considérer un point fixe ou non dans la définition est
discutable. Nous notons qu’il ne s’agit pas d’une restriction de la généralité et adoptons le point de vue
de [2].



1.1.2 Hypersurfaces dans CV

Définition 1.1.5.
Un sous-ensemble M C CV est une hypersurface réelle de classe C*™ si pour tout py € M

il existe U  CV, un voisinage de py, et p : U — R une fonction de classe C* tels que
MNU={zeU|p(z,2)=0, z=(21 = x1 +iy1,...,2n = Xy + iyn)}

et dp n’est jamais nulle dans U, i.e.
_ 0 _. 0 _ 0 G/ _
Y p e U dp(p,P) = [ o (p, D) o (D, Phr - » —(p, )y~ (0, B) | # 0,
0x; Oy, Oxy Oyn

La fonction p est appelée fonction localement définissante de M pres de py. Si la fonc-

tion p peut étre choisie analytique réelle, alors M est appelée analytique réelle.

Exemple 1.1.6.

Soit I’hypersurface donnée par I’équation Im zy = 0. Selon la définition, le voisinage de
pest U = CV et la fonction p : CV¥ — R est donnée par p(z,2) = p(z1,...,zy) = Imzy.
Vérifions que la différentielle de la fonction définissante est nulle en aucun point. Avec

Zj=x;+1iy;, j=1,...,N. Ainsi, pour tout p € M :

N
— 0 — 0 _ 0(Imz —
dp(p,P) = ) £ (p P dx; + = (p, P dy;| = g0ma) (p,p)dyy = 1dyy # 0.
‘= \0x, 9y; Oyn

Cet hyperplan est dit « plat». Si N = 2, alors M ~ R3.

Exemple 1.1.7.
L’hypersurface de Lewy est donnée par 1’équation
N-1

2 2 2 2
Imzy = D I, I = x2 + 7%
j=1

Montrons qu’il s’agit bien d’une hypersurface. Prenons donc un py = (z4,...,2y) € M

(avec le voisinage U = CV). Nous choisissons

p: U — R

- N-1
z P pz.2) = Imzy = 200 Izl

3



Pour tout p € M, p(p, p) = 0 par définition. Il faut encore que dp ne soit nulle en aucun

point :

— Al apk
dp(z,2) Z
=

- Ox;

5
o LR

(z,2)dx; + P, Z)dyj)
dy;

d
0x;j (@ 3y,

(z,2)dy j] + Odxy + ldyy

j=1
N-1
= Z (2x;dx; +2y;dy;) + 1dyy #0.

J=1 :to

Exemple 1.1.8.
Une autre hypersurface est la sphere

aBN:SN:{zeCN‘ilsz:l}.

=

Elle est compacte, car fermée bornée, un voisinage possible est U = CNM\{0}, et une

fonction définissante est p(z,7) = Z?’:l |z;* — 1. Comme 9

7 = 2x; (et de méme avec les
/ .

y;j), la dérivée dp # O (sauf pour 0 ¢ S y).

Remarque 1.1.9.
L’hypersurface de Lewy, Lew, s’avere étre holomorphiquement bijective a I’ensemble
Sy \{(O,...,0,1)}. En effet, a I’aide de 1’application

H: Sy\{@O,...,0,1)} — Lew
z — H(z) = (H(2),...,Hy(2),

ou Hj(z) := ll_Z—Z’N pour j=1,...,N—1et Hy(z) := ’(ZNH) . Pour un z € Sy, nous avons
d’une part,



Sher = Sl S
- iz = < 1— 2y _j:1 |1—ZN|2
1 “ 2
= |1_ZN|2;|ZJ|
_ 1 _ 2
T U—xn) + (o) (1= kP’
1
= —————(1-2,-3).

(1—xn)?+yy
et d’autre part,

izy+ 1) Im i(xy +iyy+1)
l—zyv I —xy—iyn

e — v 1 L
_ Im( by —yv i (=) {yN)

(I=xy)—iyy (1 —xy) +iyy
i.XN—yN+i—l'.X%]'FXNyN—l'XN—XNyN—l.y]ZV—yN
(I—XN)2+)’;2\/

1—x% —y? 1—x% —y?
= Imi NN NN
(I—xy?+yy  (—xn)?+yy

ImHy(z) = Im

= Im

Ainsi, z € Sy © H(z) € Lew.

Remarques 1.1.10.

a) Premierement, pour toute hypersurface M c CV et pour tout py € M, il existe des
coordonnées holomorphes telles que nous pouvons supposer que py = 0. En effet,
pour ce faire, il suffit de considérer 1’application ” — py” : p — p — po définissant de
nouvelles coordonnées. Ainsi, p, est envoyé sur O et la nouvelle fonction localement

définissante, tenant compte de ce changement, est p’ := po” + p,”, qui jette O sur 0.

b) Ensuite, nous allons monter que pour toute fonction localement définissante p, nous
pouvons supposer que 51(0) # 0. En effet, comme par hypothese, et toujours avec

X1

la notation z; = x; +iy;, j=1,...,N,

dp op op op
dp(0) = | =—(0), —(0), ..., —(0), —(O 0,
p(0) axl( ) 8y1() axN( ) ﬁyN() #



il existe un k € {1,..., N} tel que 0_p(0) # 0ou a—p(O) # 0. 11 suffit donc d’effectuer

Oxy Ok
la permutation holomorphe de coordonnées

o (21,22, ,28) P2 (2,22, -5 2N)s

dans le cas ou 3‘97‘1(0) # 0. Dans le cas ou g—;(O) # 0, nous prendrons comme permu-
tation

okt (21,22, -5 2n) = (12, 22, - -5 TN)-

Celle-ci permet en effet d’échanger les parties réelle et imaginaire, au signe pres, de
Tk = X + iy, qui deviendra izy = —yg +ix, =: z; = x| +iy] .

¢) Enfin, nous pourrions établir le fait que dans certaines coordonnées, toute hypersur-
face peut €tre décrite par x; = 0, ou encore que toutes les fonctions définissantes
sont équivalentes. Pour ces deux aspects, le changement de coordonnée n’est pas ho-
lomorphe et cela n’est pas intéressant de notre point de vue. Nous ne considérerons

effectivement que des invariants biholomorphes.

Nous verrons qu’il s’avere intéressant de décrire une hypersurface avec une équation
particuliere que nous pourrions appeler « normale ». Voici un exemple de résultat qui va

dans ce sens. La démonstration utilise le théoreme des fonctions implicites.

Proposition 1.1.11. ([2], p.4, proposition 1.1.6)

Soit M C C™! une hypersurface réelle avec py, € M. Alors il existe des coordonnées
holomorphes (z,w) € C**! prés de py, s’annulant en py , avec 7 € C" et w = s+it € C et
il existe une fonction continue ¢ : R¥*! - R définie pres de 0, avec $(0) = 0, dp(0) = 0
telle que, pres de py, M est donnée par

Imw = ¢(z,z, Rew).

Exemple 1.1.12.
Soient une hypersurface M c C? et py = (1,0) avec

p(z2) =2 +Z2) + iz — 7)) + (22 + ) + |z + |z2)* = 5.



Nous pouvons effectivement facilement vérifier que p(1,0) = 0 et que

2)C1 + 2ly1 + 2x1 - Zlyl + iX] -y — i)C] - yi+Xx+ ly2

p(z,2)
+X =iy + X+ Y x5+ -5

dx; =2y, + 20+ XT+ Y+ X5+ 5 =5

(4—=24+242x; + 2y, +2x2 + 2y2)1.0)
4-2+242=6%0.

= dp(x1, X2, 51, 2|10

Procédons au changement de variables 7| := z; — 1 et 2} := z,. Ainsi,

4+ 1) =20 + 2%+ (X + D+ Y+ X+ =5

p(z.2) = p'(7.7)
= Ax|+4 -2y + 22X+ xP A2+ 1+ Y+ XAy -5
= 6x] =2y, +2x, + XP + Y+ xS+
= 6Rez, —2Imz| +2Re 7, + |7}* + |57
= Im(6iz}) — Im(22}) + Im(2iz}) + |2} * + |24 *.

= Im(z}) + O(2),

ou un second changement de variables 7| := 6iz} -2z +2iz} et 77 := 7} a ét€ effectué. En
appliquant le théoréme des fonctions implicites pour résoudre p = 0 pour Imz{', nous

obtenons une fonction ¢ comme dans la proposition 1.1.11, avec w = 7} et z = 2.

1.1.3 Vecteurs holomorphes et antiholomorphes

Définition 1.1.13.
Soit p € CN¥ = R?N, L’espace tangent réel de CV en p est

N

) 0
N _ 2N _ —_ . .
T,C¥ =T, R ={X = (aj ot b; 6y.,-)

=1

‘aj,bjER .

p

Un vecteur X € T,C" est dit fangent & M en p € M si, pour une fonction localement

définissante p de M en p,



=0, (1.1)

p

N
op op
oy e
Z(ajaijr Jayj')

=

Définition 1.1.14.
L’espace tangent de M en p est I’espace des vecteurs tangents a M en p, noté T,M. Les
espaces tangents complexifiés, CT,C" et CT,M, sont définis de maniére similaire en

prenant des coefficients a; et b; complexes.

Remarque 1.1.15.
Pourun p € M,

dimg T)M = dimc CT,M = 2N — 1 =: dimg M.

En effet, I’équation (pour une fonction localement définissante p),

N
0 0
Z(Clj—p+bj—p) =0
=) ﬁxj ayj
p
est équivalente a I’équation
aj ag
N R a_pﬂ_p...a_p'.“N_
A b] T ( ox;  Oxy Oyn )p bl =0,
bN bN

olt A : R?M — R est une application linéaire. En appliquant le théoréme du rang, nous

obtenons dim R* = dimker A + dim Im A ou en d’autres termes,
2N =dimT,M + dimIm A.

De plus, le rang de A est trivialement de 1, dimIm A = 1, ce qui prouve I’affirmation.



Définition 1.1.16.
Les applications p — T,M et p — CT,M définissent respectivement le fibré tangent
TM et le fibré tangent complexifié CT M, pour lesquels T,M et CT,M sont les fibres

respectives.

Remarque 1.1.17.

Rappelons les notations usuelles

0 1({ 0 .0 ot 0 1({ 0 e 0
— ==——-i— — ==—+i—],
sz 2 ij (9yJ HZ_J 2 axj (9yJ
pour j = 1,..., N. Elles permettent effectivement de calculer que, pourtout j = 1,..., N,
% =1, 5_ﬁ =0, @ =0, et a—? =1.
6zj ézj (9zj 6zj

Avec ces notations et a I’aide d’un changement de variables C-linéaire, tout vecteur
X € CT,C" peut s’écrire, avec des a;, b; € C,

N8 )
x=3 (a, =+ az—,) (1.2)
j=1
En effet, toujours pour j = 1,..., N, par définition de % et ai*’ nous avons
0 0 0 0 0
— = 2—+i[— =2——-i—
0x; 0z; 0Oy, 0z; Oy
0 0 0 0 0
— = 22— —i— =-2i— +i—,
0y; 0z;  Ox;j 0z, Ox;j

donc, par substitution,

0 0 0
— = 22— 4+il-—/— i —
o, 252]+l( l@z_j—ﬂax])
0 0 0 0
A T A PR
(9)7]' l(')zj l( aZJ l(?yj)

systeme équivalent a



0 0 0

_ — _— 4 —
axj aZj aZ_]
9 _ 0 9
dy;  0z; 8%

De la sorte, tout vecteur X € CT,,CN , décrit par (1.1), avec a;, b; € C, peut effectivement

étre réécrit comme (1.2), avec d’autres a;, b; € C.

Définition 1.1.18.
Un vecteur X € CT,,CN est dit holomorphe si, pour tout j = 1,...,N, b; = 0 dans la

notation précédente, (1.2). Le vecteur est dit antiholomorphe siles a; = 0.

Remarque 1.1.19.

La précédente définition est indépendante du choix des coordonnées holomorphes. En

0
0z

gement de coordonnées holomorphe z — 7, la régle de la chaine implique que pour tout
j=1,...,N,

effet, si nous considérons le cas d’un vecteur holomorphe X = Zyzl aj>~ avec un chan-

0 o 07
— H . — ,
0z; az} 0z;

qui est holomorphe (les 2 étant holomorphes).

Définition 1.1.20.
L’espace des vecteurs holomorphes est noté T;’OCN et celui des vecteurs antiholo-

morphes est noté TS’ICN . Lespace des vecteurs holomorphes tangents a p est
vV .— 710
V,:=T,”NCT,M,

et celui des vecteurs antiholomorphes tangents a p est

V,:=T)' nCT,M.

10



Remarque 1.1.21.

Avec les précédentes définitions et en prenant une fonction localement définissante p,

dimcV, =N -1.
En effet, les vecteurs de V), sont caractérisés pas des b := (by,...,by), et satisfont
I’équation
Y9
2.5, =
= <ilp

c’est-a-dire, sous forme matricielle,

by
VTSR A

by

avec I’application linéaire A : C¥ — C sur laquelle nous appliquons le théoréme du
rang :
dimCY = dimkerA + dimIm A, donc N = dim V, +rank A,

avec rank A = 1 évidemment.

1.1.4 Sous-variétés CR et champs vectoriels CR

Définition 1.1.22.

Une sous-variété réelle* M c CV est une sous-variété CR si dimc V, est constante par
rapport a p € M, cette constante étant appelée la CR-dimension de M. Le fibré complexe
V ¢ CT M est appelé le fibré CR de M et le fibré réel T°M C T M est le fibré complexe
de M.

Remarque 1.1.23.
Dans ce travail, ce sont les hypersurfaces qui nous intéressent. Toute hypersurface est
une sous-variété CR. En effet, nous avons vu que dimc M = N—-1, évidemment constante.

La définition précédente reste importante pour généraliser le cas d’une hypersurface a

4. Nous rappelons qu’une sous-variété réelle est définie comme une hypersurface (cf. définition 1.1.5,
p-3), mais avec, au lieu de p, une application p = (py,...,p4) avec dpy,...,dp, linéairement indépen-
dants. Nous notons que d est appelé la codimension et elle vaut un pour une hypersurface. Cf. [2], p.6.

11



une sous-variété réelle M de dimension plus petite. Dans ce cas°, effectivement, dime V,,

n’est pas forcément constante par rapporta p € M.

Rappel 1.1.24.

Pour une fonction réelle f définie sur un ouvert U c CV,

- S(Of of  _
df(p) = af(p)+8f(p)= ) | 2= P)z; + ==(p. P);
=1 <j <j
(10 0 . 1(8 i) .
2 (5 (a—;;(p) - z%j_(m) (dax; + idy)) + 5 (a_i("’) + %}_@)) (dx; - zdy,->)

J=1

N (of of
21 ((’)_xj(p)dxj + %(P)d)’j)-

Définition 1.1.25.
Soitun ouvert U ¢ CV. Alors un champ vectoriel complexe C* sur U est une application
continue
X: U - Cr,cV
p — X,

Nous écrivons donc, avec des fonctions complexes continues ay, by définies sur U,

N
X= (ak(z, 5L+ byt z>i_).
e azk azk
Définition 1.1.26.
De maniére similaire, pour M C CV une hypersurface, un champ vectoriel sur M est une
application continue C*

X: M - CI,M

p = X,

et nous écrivons

al 0 9

X = a —+b —,
; ( {P)5 + bilp) azk)

1

ou a; et by sont des fonctions complexes continues définies sur M qui satisfont, pour

5. Cf. [2], p.9, définition 1.3.1 et exemple.

12



toute fonction localement définissante p,

u op op
2|35 + bip)=(p)| = 0.
Zj aZj

J=1

Remarques 1.1.27.

a) Un champ vectoriel X sur M est une section continue de M sur le fibré CTM :
X el'(M,CTM).

b) Pour C¥(M), I’ensemble des fonctions complexes k-fois continument différentiables

sur M et pour un champ X sur M,

X: C(M) — CH'(m)
f - Xf.

¢) Nous nous intéresserons® a de tels champs vectoriels, avec des coeflicients holo-

morphes : les automorphismes infinitésimaux réels analytiques CR.

Définition 1.1.28.
Soit M une sous-variété CR et V son fibré CR. Un champ vectoriel L sur M est un champ

vectoriel CR sur M. si, pour tout p € M, L, € V,,. Nous pouvons donc noter

al 0
L= Z:‘ Cj(P)a—Z_j,
]:

ou les c; sont des fonctions continues définies sur M avec

N

0,
D eiPya=(p) = 0.
j=1 Z/

pour une fonction localement définissante p.

Remarques 1.1.29.

a) Un champ vectoriel CR L peut étre vu comme une section continue sur M du fibré
V:Lel(M,V).

6. Cf. définition 2.1.4, p.27.
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b) Soit & une fonction holomorphe définie sur un voisinage ouvert d’une sous-variété
CR M et sa restriction a M, f := h|y. Alors pour tout champ vectoriel CR L sur M,
Lf=0.

En effet, 4 étant holomorphe, 2

» %
Ainsi, chaque combinaison linéaire des % tangente a M annule f.
"]

= 0 et donc toute combinaison linéaire des % =0.
-J

Définition 1.1.30.

Soit M une sous-variété CR de CR-dimension n, avec py € M. Un ensemble de n champs
vectoriels CR Ly,..., L, est une base locale du champ vectoriel CR sur M prés de py
si chaque L; est défini sur un voisinage U de p, et en tout point p € M, les L; sont

linéairement indépendants.

Remarque 1.1.31.
Pour chaque base locale Ly, .. ., L,, tout champ vectoriel CR L s’écrit de maniere unique,

dans un voisinage de py, comme

L = Z Cj(p)L]
Jj=1

ou les c; sont des fonctions continues de p définies pres de py € M.

1.1.5 Hypersurface de type fini

Définition 1.1.32.
Soient X et Y des champs vectoriels complexes définis sur une variété M, i.e. X,Y €
['(M,CT M). Nous dénotons par [X, Y] le commutateur de X et Y, défini par

[X, Y] f(p) := X(Y /)(p) = Y(X/)(P),

pour toute fonction continue f définie sur M. Ce commutateur est également un champ
vectoriel complexe. Pour un ensemble de champs vectoriels X, . .., Xy, un commutateur

itéré est, pour des indices 1 < i, <k,

X | X [ X X | ]

Un tel commutateur sera dit de longueur j, et [X, Y] de longueur 2.

14



Remarque 1.1.33.
Si X et Y sont des champs vectoriels réels, i.e. X, Y € I'(M, T M), alors [X, Y] est égale-

ment un champ vectoriel réel.

Rappel 1.1.34.
Rappelons que pour une sous-variété CR M c CV, T°M c TM et, pour tout p € M,

dimg T;M =2CRdim M < dimp M.

Définition 1.1.35.

Soit M c CV une sous-variété CR et py € M. M est dit de type fini (au sens de Kohn et
Bloom-Graham) au point p, s’il existe Xi,..., X, € I'(M, T°M) des champs vectoriels
continus tels que Xj, ..., X et leurs commutateurs de toutes les longueurs engendrent

I’espace tangent de M en pg, T, M.

Remarques 1.1.36.

a) Une sous-variété CR, M, est de type fini en py si et seulement s’il existe Ly, ..., L;
des champs vectoriels CR sur M telsque Ly, ..., L;, L_l, e, L_J et leurs commutateurs
de toutes les longueurs engendrent I’espace tangent complexifié de M en py, CT, M.
En effet, comme X; |,€ T,M = ReV,, il existe un L; € V), tel que X;|,= ReL;|,€
T,M. Or, les X |,= ReL;|,€ T,M ainsi que leurs commutateurs engendrent 7, M.
Ainsi’, les L ilp€ V, etles L|,€ V, sont dans CT;M =V, &V, et engendrent, avec
leurs commutateurs, CT,M.

b) En plus de M, une sous-variété CR et p, € M, considérons® L,,...,L,, une base
locale des champs vectoriels CR dans un voisinage de pj.
Alors M est de type fini en py & les champs vectoriels L, ... ,L..L,...,L,
et leurs commutateurs de toutes les longueurs engendrent CT M, en py, ce qui suit

clairement de la précédente remarque.

Cas particulier 1.1.37.

Si M est une hypersurface dans C**!, les Ly, ..., L,, L,....,L, engendrent un espace de
dimension 2#, (CT;OM = V,,OGBV_,,O). Comme M est de dimension 2n+1, nous avons donc
que M est de type finien py < les commutateursde Ly,...,L,,L,...,L, engendrent

une nouvelle direction, n’étant pas dans CT, M, appelée la direction manquante.

7. Cf.[18], p.179, pour une autre approche.
8. Cf. définition 1.1.30, p.14.
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Définition 1.1.38.
Soient M C C"*! une hypersurface de type fini en py et Li, ..., L, une base locale des
champs vectoriels CR dans un voisinage de p,. La longueur minimale d’'un commutateur

desLi,...,L,,Ly,...,L, qui, en py, n’est pas dans CT;OM, est le type de M en py.

Remarque 1.1.39.

Le type d’une hypersurface est indépendant du choix de la base locale des champs vec-
toriels CR et est donc un invariant par rapport a un changement holomorphe de coor-
données. Cela est clairement visible en effectuant des calculs de commutateurs, chaque

8 . .
3 apparaissant une fois.

Exemple 1.1.40.
Soit M = {z € CV | Imzy = 0}. Alors T°M est engendré, en tout point, par

9 0 0 0

dxy’ oy T Oxney é’)’N—lh

Donc I'(M, T°M) est fermé sous 1’opération du commutateur. Il n’existe pas de point de

type fini dans M, car la direction % est manquante en tout point.
XN

Exemple 1.1.41.
Soit ’hypersurface de Lewy M = Lew = {z € CV | Imzy = 27:_11 |z;I*} qui est holomor-
phiquement bijectif a S y\{0,...,0,1}. Comme

al 0 0
1p14€W— E aj71+bj7j
)4

=1

I 2

N-1 1 1
' Z(Cljz_j-l' b]Zj) - EaN + —le = 0
j=1

est de dimension impaire 2N — 1, T),Lew # T;Lew. Plus précisément,

‘ ay=by=0¢CT,Lew,

— (& o B
T;LEW = Vp (&) Vp = {Z (Clja—zj + b]a—z)

J=1 »

étant de dimension 2N — 2.
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Concernant les champs vectoriels CR, qui sont de la forme L = Z?jzl c j(')a% avec la
. J
condition Z?’z_ll cj(-)a% l, —5¢n(p) = 0, une base CR est formée des
0 0

L= — —2iz;—,
=% ZZJ(?E

ot 1 < j < N~ 1. De méme, toujours pour 1 < j < N —1,1les L; = ;- +2iZ;;-
_ _ J
forment une base de I'(M, V). Ainsi, les L; et les L; forment une base de I'(M, T°M).

Nous pouvons alors calculer la direction manquante

_ o d
LiL| = 2i [ + — | = 2i—
|2 L] ’(azNJraa) "oxy

qui, effectivement, ne peut étre engendrée par les L; et les L_] et qui remplit le critere
[L1 , L_l] lo(y=0. Cela étant vrai pour tout p € Lew, I’hypersurface de Lewy est de type 2

en tout point.

En revenant aux espaces vectoriels, nous pouvons considérer les bases, au point

p € Lew,
0 9 _9  _d c
e Bt By By de T}, Lew, et
il il il 0 0
Ox1? dy1” """ Oxn-1” Oyn-1’ Oxn de TpLeW’

avec la direction manquante en plus, les deux espaces vectoriels étant respectivement de
dimensions 2N —2 et 2N — 1.

Exemple 1.1.42.
La sous-variété M = {z € C* | Imz, = |z;1*,Imz3 = |z;|*} est de type fini en tout point.
En effet, nous pouvons calculer que deux directions manquantes sont obtenues par des

commutateurs de longueur 2 et 4.

Remarques 1.1.43.

a) Pour une hypersurface, au lieu de N, nous considérons n = N — 1 et z,..., 2, W.

Selon un réarrangement approprié de la base, la notation usuelle considere et note

0
ORew

comme la direction manquante.

b) Les exemples ci-avant proposent des sous-variétés décrites a 1’aide de polyndmes.

Nous verrons® que les hypersurfaces polynomiales homogenes, dite modele, sans

9. Cf. définition 2.2.1, p.40.
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1

termes plurtharmoniques, nous intéresserons. Dans ce cas, si nous considérons un
polyndme P de degré m, alors I’hypersurface est de type fini avec m le type. En effet,
si nous considérons une hypersurface M polynomiale et homogene de degré m dans
C! et a la lumiere de 1’exemple de 1’hypersurface de Lewy, nous observons qu’un
commutateur de longueur m sera nécessaire pour supprimer les n premieres variables
sur I’hypersurface. Un choix judicieux des champs vectoriels CR de base engendrera

la direction manquante.

Nous pouvons noter que [V, \_/] c V, c’est-a-dire que le commutateur de deux champs
vectoriels CR est un champ CR. En effet, nous pouvons calculer directement d’une
part que le commutateur de deux champs complexes continus et tangents a M est
tangent a M, et que, d’autre part, le commutateur de champs antiholomorphes est
antiholomorphe.

.2 Problématique

1.2.1 Point historique

et

Le but est de décrire les automorphismes, 4 € Aut(M, p), de sous-variétés M de CV,

en particulier d’hypersurfaces de C"*!.

Un automorphisme est un biholomorphisme allant de la sous-variété M sur elle-

méme et fixant p. Cette notion a été proposée par Poincaré '°, dans le cadre de la boule
unité de C2. Plusieurs résultats existent déja, notamment lorsque M est Levi non dégé-
nérée ''. Poincaré, E. Cartan '%, Tanaka '3, Chern et Moser ' ou encore Vitushkin !> ont

notamment étudié ce cas pour lequel les symétries '° sont trés rares. Notons que le cas

des hyperquadriques aura été le point de départ de cette démarche !”.

10. Cf. [66].

11. Cf. définition 2.1.22, p.36, pour la définition.

12. Cf. [19].

13. Cf. [72] ou [73].

14. Cf. [25].

15. Cf. [75].

16. Nous entendons par symétrie un champ vectoriel CR ou plus précisément un automorphisme

infinitésimal réel analytique CR, cf. plus loin.

17. Cf. [4], [38], [60], [74], [76] ou [79].
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Une question est donc de savoir s’il est possible de caractériser les automorphismes
d’une variété avec un nombre fini de dérivées partielles. En géométrie différentielle rie-
mannienne, nous savons que toute isométrie est déterminée uniquement par ses dérivées
d’ordre au plus un (en un point fixe). En analyse complexe a plusieurs variables, des ré-
sultats similaires sont proposés par H. Cartan avec ses théorémes d’unicités '* : entre
autres, tout automorphisme d’un domaine borné de CV est déterminé par ses dérivées
partielles d’ordre au plus un (en un point fixe). Des résultats similaires existent dans
le cadre de sous-variétés Levi non dégénérées ° : les automorphismes sont uniquement

déterminés par leurs dérivées partielles d’ordre deux au plus.

Dans ce cas, nous prenons donc une variété dans M C CV sur lesquelles les automor-
phismes vont nous intéresser, 1 € Aut(M, p). Le groupe de stabilité de M est Aut(M, p)
et il s’agit donc de I’ensemble des automorphismes ou biholomorphismes fixant un
point. D’ailleurs, Aut(M, p) est un invariant fondamental d’une variété. L’équation dé-
finissant la variété, dans laquelle intervient un polyndme £, apres transformation par
I’automorphisme h € Aut(M, p) et a I’aide du développement de Taylor, nous amenera
a une caractérisation technique sous forme de champ vectoriel : I’opérateur de Chern-
Moser. Cet opérateur a un noyau qui est donc un invariant CR de la variété, sans doute
le plus important. En effet, I’opérateur de Chern-Moser est un puissant outil algébrique
pour comprendre la géométrie CR locale de variétés Levi non dégénérées.

Nous nous intéressons au cas Levi dégénéré. Des résultats similaires sont impos-
sibles 2° pour une sous-variété M de CV. Bien que la question de généraliser cet outil au
cas Levi dégénéré ait longtemps été ouverte 2!, ce cas a été approfondi par Kohn 2 et il

a conduit a des avancées notables en analyse comme en géométrie 3.

L’extension de cette théorie est donc possible dans le carde naturel du cas Levi dégé-
néré, mais les adaptations sont les suivantes : il n’est plus possible de décrire concrete-
ment Aut(M,) pour une variété générale M,. Nous pouvons toutefois stipuler le nombre

de dérivées partielles nécessaires pour déterminer de manicre unique Aut(M,, p). En

18. Cf. [68], pp.23-24, théoremes 2.1.1 et 2.1.2. Cf. [20].

19. Cf. [19], [72] ou [25].

20. L’hypersurface « plate » de Levi, dans C?, décrite par Imw = 0, contient des automorphismes
h(z,w) = (z + f(w),w) qui ne sont pas déterminés par ses dérivées partielles d’un quelconque ordre.

21. Cf. [2], [5], [26], [271, [29], [31], [37] ou [76].

22. Cf. [43] ou [44], dans le contexte de la régularité au bord de I’opérateur d.

23. Cf. [2], [29] ou [78].
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outre, il est possible de caractériser Aut(M, p), le groupe de stabilité de la variété mo-
dele : M est associée a M, dans le sens que son équation définissante reprend les pre-
miers termes du développement de Taylor de celle qui définit M,. L’ opérateur de Chern-
Moser nous amene a considérer, au lieu des automorphismes de M,, I’ensemble des sy-
métries, § = hol(M, p), ou des automorphismes infinitésimaux réels analytiques CR de
M.

Nous ajoutons que notre variété est généralement supposée de type fini (dans le sens
de Kohn et Bloom-Graham) 2*. Ce type est un invariant CR, a cause des degrés pondérés,

qui sont essentiels pour appliquer la théorie de Chern-Moser.

En résumé, il s’agit d’adapter le contexte de la détermination de dérivées partielles
(Ies « jets », avec les techniques de Chern-Moser) a la classe des variétés de type fini.
Cela peut étre considéré comme une étape ayant pour but une approche plus générale,
qui permet de comprendre le probleme de la détermination des dérivées partielles ainsi

que le groupe de stabilité de variétés ou d’hypersurfaces >°.

1.2.2 Notre sujet

Dans ce travail, nous nous restreignons a des hypersurfaces réelles de C"*!. Nous les

supposons Levi dégénérées, holomorphiquement non dégénérées ?° et de type fini.

Les champs vectoriels, ou symétries, ou plutot ces automorphismes infinitésimaux
analytiques réels CR, sont classables (selon leurs degrés pondérés) et il y en a un nombre
fini (des rigides, qui sont intégrables quelques fois au plus 2’).

L’hypersurface homogene et modele est décrite par

Imw = P(z,2).

24. Cf. définition 1.1.35, p.15, et [17].

25. A propos des dérivées partielles et d’un procédé standard similaire, cf. [33]. Cf. [2], pp.377-378.

26. Sinon la dimension du groupe des symétries est infinie, cf. [71] et remarque 2.1.24, p.36. Cf. section
2.1.3, p.36, pour les définitions.

27. Cf. section 2.1.4, p.37.
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Par rapport a ce polyndme #, nous pouvons supposer qu’il s’exprime comme combinai-

son de plusieurs polynomes 28. Dans C°, le cas
P = PQ + QP

a déja été traité > (toujours pour décrire les automorphismes de I’hypersurface). Il s’ agit
du probleme PQ.

Pour généraliser ce résultat, nous nous plongeons dans C* et étudions 1’hypersurface
lorsque
P = PQ + QP +RR,

que nous appelons probleme PQR. Un cas particulier du probleme POR est le cas dé-
couplé, avec d’une part P et Q qui dépendent de deux variables et d’autre part R qui
dépend de la troisieme uniquement (la quatrieme variable étant réservée afin de lui ter

une dimension réelle).

1.3 Résultats principaux

Ce travail est organisé comme suit : le premier chapitre pose les bases de 1’analyse
complexe qui nous intéresse; le deuxieme chapitre donne I’'idée principale de travail,
ainsi que les outils complets, pour aborder et comprendre la démarche *°; le troisiéme
chapitre concerne la cas connu du probleme PQ avec quelques précisions importantes ;
et, le quatrieme et dernier chapitre expose les nouveaux résultats a propos du probleme
POR.

Les résultats importants et nouveaux de ce travail sont au nombre de six et concernent

les problemes PQ et PQR. Nous les présentons.

Premierement, un apport considérable a été apporté pour préciser un résultat du
probleme PQ. Il s’agit du lemme 3.3, p.259 de [49]. La preuve, qui comportait des

lacunes, a été largement complétée pour aboutir au résultat suivant.

28. Cf. proposition 2.2.2, p.40, par rapport au nombre de polyndmes en fonction de la dimension de
I’hypersurface.

29. Cf. [49].

30. 11 s’agit d’un condensé des résultats de [55].
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Lemme 3.2.13 (p.68)
Soit une hypersurface de type PQ, monomiale, holomorphiquement non dégénérée et
dans C°.

Alors toute rotation X € ¢, peut étre décomposée en une rotation purement diagonale,

X € gORe b g%)m, et une rotation sans diagonale qui elle, est nilpotente, X, € ggm' :

X=X+ X,.
Deuxiemement, ce dernier résultat a été généralisé pour le modele POR, ce qui a été

une tache considérable et totalement nouvelle.

Théoreme 4.3.1 (p.111)
Soit une hypersurface de type PQOR, monomiale, holomorphiquement non dégénérée et
dans C*.

Alors toute rotation X € ¢, peut étre décomposée en une rotation purement diagonale,
Nil. .

D = Dge + Dy, € 83° ® ", et en au plus deux rotations nilpotentes, Ny + N, € g}
X =D+ N = Dge + Dy, + N{ + N,.
De plus, dans ce cas monomial,

dimg g)™ € {0; 1;2; 3}.

Troisiemement, nous pouvons citer un résultat technique qui, dans ce travail, s’avere
étre détaillé et présenté de maniere complete pour la premiere fois : un critére pour vé-

rifier le fait qu’une hypersurface polynomiale soit holomorphiquement non dégénérée.
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Lemme 4.1.8 (p.90)
Soit M une hypersurface monomiale de type POR, dans C*, décrite par

Imw = PQ + QP + RR,

on P = 707270, Q = '8 et R = 2272, Alors M est holomorphiquement non
dégénérée si et seulement si

a i 7

@ B2 7|#0.

@ B3 3

Les résultats suivants, dans C*, exposent les possibilités concernant la dimension
des automorphismes infinitésimaux analytiques réels CR. Ainsi, ils synthétisent chacun
plusieurs résultats en un seul. Le quatrieme résultat important et nouveau de ce travail

concerne un cas modele.

Théoreme 4.1.6 (p.89)
Si € > 1 et si M est une hypersurface de C* monomiale, holomorphiquement non dégé-

nérée et donnée par I’équation
—t | _(— | pp
Imw =z12,” + 2,21 + RR,
avec R un monome dépendant de z3, alors dim g € {6; 11; 12}. De plus,

-1
dimg =12 & M est biholomorphe a une hypersurface avec R = z,* z3,
dimg =11 & M estdans les autres cas, mais avec avec R, = 0,

dimg=6 < M estdans les autres cas.

Cinquiemement, il y a le cas découplé du probleme PQOR, c’est-a-dire que P et Q ne

dépendent que de z; et 7, et R ne dépend que de z3.
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Théoreme 4.2.11 (p.109)
Soit M une hypersurface de type POR, découplée, holomorphiquement non dégénérée
et dans C*. Alors dimg € {2;3;4;5;6; 11}. Plus précisément,

dimg=11 & M est biholomorphe a Imw = 115{; + zga + z;%[z?%, { impair,
dimg=6 & M est biholomorphe a Tmw = iz* 277" — i 157" + 29154,
dimg=50u6 & M est une autre hypersurface monomiale balancée,
dimg=4o0u5 & M estune autre hypersurface non monomiale balancée,
dimg=2ou3 & M n’est pas balancée.

Le sixieme et dernier résultat important et nouveau est le suivant.

Théoreme 4.3.24 (p.158)
Soit M une hypersurface de type POR, monomiale, holomorphiquement non dégénérée
et dans C*. Alors

6 <dimg<11.
Plus précisément,
dimg_; = 1, dimg, € {0;1}, dimg, € {0;1},
dim ggm' e {0;1;2;3}, dim gge = 1, dim g{)m = 2,
dimg, € {0;1;2;3}, dimg, = 1.

Remarque 1.3.1.

Plusieurs autres résultats semblent également intéressants, comme 1’exemple 4.3.16,
p-148, qui répond a une question posée sous forme de probleme ouvert dans [54], p.18,
section 8.
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Chapitre 2
Cas général

Nous présentons dans ce chapitre la démarche générale pour décrire les automor-
phismes d’une hypersurface *'. L’ outil fondamental est I’opérateur de Chern-Moser, L,
dont le noyau fait le lien entre les automorphismes de I’hypersurface M, et une classe de
champs vectoriels sur une hypersurface polynomiale simplifiée, I’hypersurface modele
M. Nous présentons cette méthode dans C**!. Des précisions et des exemples viennent

ensuite appuyer cette présentation.

2.1 Considérations générales et démarche
2.1.1 L’opérateur de Chern-Moser généralisé
Soit M, c C™! une hypersurface réelle continue et p € M, un point de type fini

m > 2 dans le sens de Kohn et Bloom-Graham. Ainsi, par le théoréme des fonctions

implicites, M, est décrite, pres de p, par

Imw = y(z,Z, Rew), 2.1

oll ¥ est une fonction réelle dérivable ** (puisqu’il s’agit d’hypersurface réelle).

31. 1l s’agit de la méthode présentée et employée dans tous les articles traitant cette problématique.
Pour C**1, cf. [46] ou [50].
32. Cf. [58], p.113.
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Remarques 2.1.1.

a) Dans ce travail, nous utilisons la notation suivante : I’hypersurface générale est notée
M, (souvent M dans la littérature), et, celle sur laquelle les calculs seront établis,
comme nous le verrons, c’est-a-dire 1’hypersurface polynomiale modele, est notée

M (souvent My dans la littérature).

b) Nous pouvons supposer que p = 0. De telles cordonnées existent toujours 33, et ce a

un changement de variables biholomorphe pres.

Nous considérons des coordonnées locales holomorphes (z, w) = (z1,22, ..., 2, W),

s’annulant donc en p. Par un résultat de [2]**, M, peut étre décrite par
Imw = P(z,2) + o(Rew, [z|"), (2.2)

ou P est un polyndme réel, non nul, homogene, de degré m et sans termes harmoniques
(o(Rew, |z|™) représentant des termes dépendant de Re w et de z et 7 de degré plus grand
que m). Nous notons I’hypersurface modeéle, M, et nous la définissons par

M ={(z,w) € C"' | Imw = P(z,2)},

une telle hypersurface est également appelée polynomiale *.

Remarque 2.1.2.

Ce n’est pas une restriction de la généralité que de considérer £ sans terme harmonique.
En effet, si nous imaginons un tel $ avec des termes harmoniques du type ¢z" + ¢z, la
variété s’exprime par

Imw=c7"+c7"+...,

et il suffit de considérer le changement de variables w' = w — 2icz", c’est-a-dire w =
w’ + 2icz™ pour que les termes harmoniques disparaissent. Effectivement, Imw = ¢z” +

cz" + ... devient

W+ 2ic?" — (W = 2ic7")

- =c"+c"+....
2i

33. Cf. remarque 1.1.10.a), p.5.

34. Cf. p.99, théoreme 4.2.16. Nous notons que toute hypersurface est forcément une variété générique
selon la définition de [2], p.9. définition 1.3.4.

35. Cf. définition 2.2.1, p.40, ou une distinction est faite.
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Remarque 2.1.3.
Nous nous intéressons au groupe de stabilité de M,, Aut(M,, p). Nous rappelons qu’il
est défini comme I’ensemble des germes * en p des biholomorphismes de M, sur elle-

méme et fixant p.

Définition 2.1.4.
Nous définissons *” hol(M, p), ou g, comme I’ensemble des germes des automorphismes
infinitésimaux réels analytiques CR de M en p, ces champs vectoriels sont parfois éga-

lement appelés symétries.

Remarque 2.1.5.

Nous présentons un critere **, pour que X € hol(M, p). Un champ X appartient 2 hol(M, p)
si et seulement s’il existe un germe Z en p d’un champ vectoriel holomorphe dans C"*!
tel que Re Z est tangent a M et X = Re Z|),. Par abus de notation, nous dirons également
que Z € hol(M, p).

Soit h = (', w’) € Aut(M,, 0). Ainsi, nous pouvons écrire

Z’ = Z,(Z, W) = Z+f(Z, w)
w =wi(z,w) = w+glz,w),
ou plus précisément, avec f = (fi,..., fn),
7 =27iz,w) = z;+ filz,w), pour j=12,...,n,

w =w(z,w) w+ g(z,w),

ou, pour la partie fixant 0, f;(0) = g(0) = 0, et, selon I’équation (2.2), g%f(()) = 0 pour
k =1,...,m (donc la somme des puissances de z et z commence a m + 1 pour g). En

effet, cela évite que le polyndme ¥ ne dépende de w.

Nous assignons maintenant un poids aux variables. La variable w = u + iv (ou Imw

au lieu de v) a un poids de 1. Les autres variables, tangentielles, z;, ont un poids de %

36. Cf. [35], p.152 pour une définition.

37. Cf. [71] ou, [2], p.363, définition 12.4.16. Il ne faut pas confondre hol(M, p) avec aut(M, p). En
effet, aut(M, p) est I’ensemble des germes des automorphismes infinitésimaux CR de M en p, cf. [2], p.
363, définition 12.4.16. En particulier, hol(M, p) C aut(M, p) # Aut(M, p). Egalement, cf. [2], p.361,
définition 12.4.1.

38. Cf. [2], p.364, proposition 12.4.22.
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Ainsi, un mondme c,4:z°Z°u’ a pour degré pondéré
1 n
0+ = (a;+f).
m 4=

Comme ‘Zka(O) = Opourk = 1,...,m, g ne peut contenir de termes en z et z de degré plus
petit que m. Ces termes en z et 7 sont donc de degré pondéré au minimum 1. Finalement,
en plus, avec I’ajout de facteur en u, g est de degré pondéré au moins égal a 1. Par contre,
les f; contiennent des termes de degrés pondérés au moins égaux a % Nous notons que
le polyndme homogene P de degré m est toujours de degré pondéré 1. En outre, toute

dérivée partielle sera de poids négatif (-1 pour ow et —% pour 0z;).

Il est possible de réécrire simplement f et g comme sommes de polyndomes de de-
grés pondérés homogenes f, et g,, par leur développement de Taylor (qui existe si et

seulement si les fonctions sont holomorphes). Nous écrivons donc,

fj:ij,# et g:Zgu~

1
= uzl

Nous allons maintenant transformer 1’équation (2.1) avec I’automorphisme 4. Pour des

questions de lisibilité, nous effectuons ces calculs pour n = 1. Dans ces nouvelles coor-

données,
W(Z,7,Rew’) = Imw’
Substitution —
s Y(iz+ f,z+ f,u+Reg) = Imw+Img
Taylor et 2.1 _ ay T, Oy —
=3 T+ f+Ef+5,Reg+... = ylzzm) +1Img
y=P+... —
& Pf+Pf+... = Img
P:=P, car P est réel —_—
= P.f+P.f+... = Img
= 2ReP.(z,2)f(z,w) +... = Img(z,w)
w=u+i(P+...) _ . _ . —
& 2ReP.(z,2)f(z,u +iP(z,2)+... = Img(z,u+iP(z,7)
Par degr. pond. regroupés _ . _ . —
& 2ReP(2.Dfyp 1 (Gu+ P2 +... = Imgu(zu+iP(z,2),

ou la derniere équation est vraie pour tout u > 1, (le tout étant de degré pondéré u car

P. est de degré pondéré 1 — 1). Pour n quelconque, les calculs sont identiques et nous
m
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obtenons,

2Re ) P (@ Dfi(mu+ P + ...

=1

Im g(z, u + iP(z, 7))

& 2Re Z Po@Df i @Gu+iPED)+... = Imgu(z.u+iPE.3).
J=1
Définition 2.1.6.
Soient F;, pour j = 1,...,n, et G des fonctions holomorphes. Nous notons
Fy
F
F=| |
F,

L’opérateur de Chern-Moser généralisé, noté par L, est défini par

L(F,G) :=Re|iG(z, u + iP(z2) +2 ) | P, Fizu+ P 2)|,

j=1
ol nous notons que justement, par rapport aux équations ci-avant, Re(iG) = — Im(G).

Lemme 2.1.7.
Soit L I’opérateur de Chern-Moser généralisé et (F\,...,F,,G) des fonctions holo-

morphes. Alors

. 0 0
(F,G)ekerL & Y = Fi(z, w)a— + G(z, w)% € hol(M, p).
E . Z;

=1
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Démonstration. 11 suffit de contempler I’équation

2Re Y(P — Imw)|y

- _. 0 _. 0
Re [Z Fi(z,u+iP(z, Z))a_z + G(z,u + iP(z, Z))% Q2P - 2Imw)

j=1 j

Re {2 Z P Fi(z,u+iP(z,2) + iG(z, u + iP(z, Z)))
=1

L(F, G),

puisque lorsque nulle, elle vérifie le lemme. O

Proposition 2.1.8.
Soient h = (z + f,w + g) € Aut(M,, p) comme ci-dessus,

(£9)= D (£ 0 (= rprrs s Fuporits 8

u=1

et uo minimal tel que (f, g),, # 0. Alors,
. 0 0
Y = ; fj’m_%a_Z + 8y 75— € hoI(M, p).

Définition 2.1.9.

Le champ vectoriel

- 0 0
Y = ; Filew)g-+Gzw—,

a un poids homogene de u > —1 si, par définition, les F'; sont des polyndmes de degré

pondéré homogene u + i et G est un polyndme de degré pondéré homogene u + 1.

Remarque 2.1.10.

Ces poids introduisent une décomposition naturelle de hol(M, p),
hol(M, p) = 6 = P 9,
U

ou g, est I’ensemble des champs vectoriels de g de poids u. En effet, soit un champ

vectoriel X € g. Alors chacune de ces composantes X,, € g, est €galement dans g. En
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effet, comme # — Im w est toujours de poids homogene, avec X € g,

0 =ReX(P - Imw) =Re ) X,(P—Imw) = > ReX,(P - Imw),
u

K tous de degrés différents

donc X, € g¢.

Théoreme 2.1.11. ([46], p.6, théoreme 3.10)

Soient une hypersurface continue M, de type fini et son hypersurface modele M. Sup-

posons qu’il existe un p tel que

hol(M, p) =g = @ 9,

—1<u<uo

Alors tout h = (z + f,w + g) € Aut(M,, p) construit comme ci-dessus, avec (f,g), = 0

pour tout i < W, est I’application identité.

Remarques 2.1.12.

a)

b)

c)

Ce résultat * établit le fait de passer de hol(M, p) a Aut(M ¢, ). Pour la preuve, nous
considérons deux automorphismes différents qui ne dépendent, dans leur développe-
ment de Taylor, que de I’identité et de dérivées partielles. Une simple comparaison
en formant la composition d’une application avec la réciproque de 1’autre donne
I’identité.

Le fait de passer de Aut(M,, p) a hol(M, p) se voit dans la construction ci-dessus,

notamment par la proposition 2.1.8, p.30.

Plus précisément, si M est décrite a I’aide d’un polyndome # homogene, sans terme
pluriharmonique et de degré m, alors Aut(M,) est uniquement déterminée par ces
dérivées partielles d’ordre plus petit ou égal a m.

Pour décrire ou classifier g, nous verrons qu’il suffit d’étudier les champs vectoriels
dits rigides, puis de les « intégrer » *° pour obtenir la totalité de g. La remarque précé-
dente nous invite a traiter les éléments de la décomposition de g et nous verrons qu’il
y en a un nombre fini. Comme a chaque automorphisme infinitésimal CR correspond
un automorphisme de 1’hypersurface (et vice versa), nous décrirons Aut(M,, p) de

cette facon *!.

39. Cf. [46], p.6, théoreme 3.10.
40. Cf. définition 2.1.19, p.35.
41. Cf. [46], p.6, théoreme 3.10 pour une conséquence directe sur ces automorphismes.
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2.1.2 Champs vectoriels rigides et intégrations

Définition 2.1.13.

Un champ vectoriel
- 0 0
X = (z,w)— + g(z,w)— €
j; Jizw) oz, 8zw)o— €9

est dit rigide si les f; et g ne dépendent pas de w. Forcément, s’il est de poids homogene

et non nul, un tel champ est de poids u € [—1; 1[. Le résultat suivant nous le montre.

Théoreme 2.1.14. ([55], p.334, théoreme 3.3)
Soient M une hypersurface polynomiale holomorphiquement non dégénérée et X €
hol(M, p) un champ non nul et rigide. Alors toutes les composantes de poids homogénes

ont un poids strictement plus petit qu’un.

Exemple 2.1.15.
Le champ vectoriel rigide contenant une seule dérivée partielle en w, de poids —1 est

0
W=a—e€g, acekR.
ow

En effet, toujours pour a € R,

2Re W(P —Imw)

—2Re W(Imw)

0 (w—w
—2Reaa—w( 2 )

—Rec—,l =Reai =0.
l

Exemple 2.1.16.

Il existe toujours un champ non rigide dans g, le champ vectoriel d’Euler,

1l 8 d
E=— Z Zj7— tw—.
m & 0z; ow
j=1
Nous pouvons vérifier que E € g de la maniere suivante. Commencons par noter

-0 — =k
P = Z (aké’ZkZ + akué]Z ),
k.l

ou nous avons la notation
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k _ ki ko k,
Z —Z1Z2 '--"Znna

pour k, et de maniere similaire pour ¢ et pour les conjugués. Nous spécifions que les &
et £ parcourent le nombre de mondmes présents dans #. Nous notons que nous écrivons
les termes de la somme directement avec leurs conjugués, car P est réel. Nous calculons
donc

E®P-Imw)+ EP —Imw)
[N st —p iy
m Z - (awck2'? + @t 2) + Sw

I © e _r i_
+— E E (akgka‘;z + akgijkZ ) - =w
m i 4= 2

Jj=1

2Re E(P — Imw)

1 - L ~ i B
= l’)_’l Z Z (akf(kj + fj)Zng + akg(kj + gj)Zgzk) + E(W — W)

ke j=1

- n% > Z (k; + ;) (02T + @gd'?') + %(u +iP —u+ iP)
ke j=1

=m

= > (awd? + @) + éZiSD
k,t

= P-P

= 0.

Le prochain résultat est donné a titre informatif.

Théoreme 2.1.17. ([46], p.7, théoréme 4.6)
Soit une hypersurface polynomiale holomorphiquement non dégénérée. Soit un champ

vectoriel non nul et rigide
< 0
X = (21, 2)— €8,
;fJ( B €

ou les f; sont des fonctions holomorphes (autour de p). Alors les coefficients f; sont des

sommes de monomes de degrés pondérés toujours strictement plus petits que 1.
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Lemme 2.1.18.
Pour un champ vectoriel de poids homogene X € g, il existe un entier € > 1 et un champ
vectoriel rigide Y € g tels que

[([...[[X;W];W];...], W] =Y,

ou sont présents € crochets de Lie ou commutateurs **

Démonstration. Soit X = Z?:l fiz, w)a% + g(z, W)% € ¢. Nous calculons tout d’abord,
pour toute fonction continue f définie sur M,,

af o

LEWI) = XW(D) - W) = X=m — == X(f)
3 0 (9f 62]‘ of; of a of\ aogof Of
B Zf]az aw  Sgwr Z(awaz] i j@zj 8w)+%%+gW]

Z ofiof ogof
ow 8zj C Owow’

donc par itération,

n af . 4
21191, 6—g‘9—f) = Y(f),

. . . . =(=1)¢
(L. . [[X; WE WL W) = (=D (j:l owl 0z;  ow' ow

et nous voyons clairement que Y est rigide pour un ¢ suffisamment grand. Il faut encore
s’assurer que Y € g. Nous calculons *?

2Re[X; W](P — Imw) 2Re[X; WI(P — Imw)
= 2Re(X(W(P - Imw)) - W(X(P — Imw)))
= 2Re X(W(-Imw)) - W(X(P)))

= 0,

car P ne dépend que des z et Imw que de w. Ainsi, [X; W] € hol(M, p), et par itération,
Y € hol(M, p). O

42. Cf. définition 1.1.32, p.14.
43. Nous notons qu’il est méme possible de montrer que 2 Re[X; W] = [2Re X;2Re W].
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Définition 2.1.19.
Un champ X € g est une ¢{-intégration d’un champ rigide Y € ¢ si le crochet de Lie est
appliqué ¢ fois dans le lemme précédant.

Exemple 2.1.20.
Le champ W possede toujours une 1-intégration qui est E. En effet, une 1-intégration de

W =a2, a eR,estdelaforme

6 b
“ 0 0
= ; 82050 + @0+ 6G) 5,

qui satisfait, pour appartenir a g,

0 = 2ReW!'(P —Imw)

= D 6P, + baw+ Loy + S, ,0P5 — Law - 466
j=1
= ) (6P, +9,0P5) + salu+iP) — La G~ iP)

=1
n

= > (6P, + #,0P5) - aP,

=

ou les annulations de la deuxieme ligne sont dues au fait que ces termes sont purement
holomorphes (et respectivement antiholomorphes), tandis que tous les autres termes
sont mixtes. L’annulation de I’équation est possible uniquement si ¢; = ac;z;, avec une

constante c; facilement choisie 4 comme ¢ = % Nous obtenons

'=gE=— Zz +aw— acR.
™ 0z ow’
Remarque 2.1.21.
Comme déja mentionner plus haut, nous constatons qu’il suffit d’étudier les champs
rigides, puis de les intégrer autant de fois qu’il le faut pour obtenir absolument tous les

éléments de g.

44. Cf. exemple 2.1.16, p.32.
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2.1.3 Propriétés des hypersurfaces intéressantes

Nous nous intéresserons donc aux hypersurfaces réelles, Levi dégénérées, de types
finis et holomorphiquement non dégénérées. En effet, le cas des hypersurfaces Levi non
dégénérée a déja été traité * ; il implique d’ailleurs forcément que I’hypersurface soit
holomorphiquement non dégénérée. En outre, une hypersurface holomorphiquement dé-
générée est inintéressante dans notre contexte, tandis que le type fini est nécessaire pour

notre théorie.

Définition 2.1.22.

Une hypersurface réelle continue M, de C"*! donnée autour de 0 par
Imw = ¢(z,Z,Rew),

avec ¢ une fonction réelle continue telle que ¢(0) = 0 et dp(0) = 04, est dite Levi non

2
( ¢ ((),0,0))

0z ,65

dégénérée si la matrice

Jk=1,...n
est inversible. Il s’agit d’une définition qui découle d’une réflexion autour d’une base
locale CR des champs vectoriels CR %’ et d’une définition plus générale *. Un cas par-

ticulier *, plus simple, apparait lorsque le degré du polynome vaut 2.

Définition 2.1.23.

Une hypersurface réelle analytique >° M de C"*! est holomorphiquement non dégénérée
s’il n’existe pas de champ vectoriel holomorphe X tangent a M tel que X [,,# 0. Pour
une hypersurface connexe, si elle est holomorphiquement non dégénérée en un point,

elle I’est en tout point>'.

Remarque 2.1.24.
Concernant le fait que I’hypersurface soit holomorphiquement dégénérée ou non, comme

nous nous intéressons a dim ¢, nous observons que cette dimension ne fait sens que si

45. Notamment par Chern et Moser, cf. [25].

46. Cf. [2], p.10, proposition 1.3.6.

47. Cf. définition 1.1.30, p.14.

48. Cf. [2], pp.40-42, définition 2.2.6, proposition 2.2.10 et application pour les hypersurfaces et p.247.

49. Cf. section 2.2.2, p.43.

50. Cf.[2], p-322, définition 11.3.2. La notation est d’ailleurs abusive : il faudrait plus précisément dire
que I’action de X sur la fonction définissante de M se s’annule pas (au lieu de X|y# 0).

51. Cf. [2], p.323, théoreme 11.3.3, et les hypotheses rentreront dans notre contexte.
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I’hypersurface est holomorphiquement non dégénérée. En effet >2,
I’hypersurface est holomorphiquement dégénérée < dimg = +co.

Par exemple, dans C*, I’hypersurface Imw = z,z;, holomorphiquement dégénérée, a
pour automorphisme infinitésimal CR X = H(z)aiZ2 quelle que soit la fonction H. Nous
voyons ainsi que la dimension de g d’une telle hypersurface est infinie.

2.1.4 Description de g

Nous rassemblons les résultats généraux, dus a [55], toujours pour une hypersurface
réelle, Levi dégénérée, holomorphiquement non dégénérée et de type fini. Nous connais-
sons la décomposition suivante de 1’algebre de Lie des automorphismes infinitésimaux
CR,

§=919609,98.99,99,

avect=—u = —i €]-1;0[,etcetn e ]0;1[. Les champs vectoriels appartenant a un

g,, avec j < 0 sont forcément réguliers (c’est-a-dire avec coefficients constants), et ceux

de g, sont forcément linéaires .

Détaillons chaque partie de cette décomposition. Tout d’abord,
g, ={aW | ae R}, avec dimpg_, =1,

est formé uniquement de W = ai’ et ce, quelle que soit I’hypersurface. Une fois de
w
plus, les poids nous montrent que d’autres champs sont impossibles. Ces éléments ne

possédent pas de 3-intégrations 3*. Ensuite,

n 8 a . n . _
g = {Z ajaj +g(z)% aj€C, geC,[z], le (aj‘PZ_/. + aj‘PZ—_/.) =g- g} ,

J=1 J=1

est formé de champs rigides. Ils s’intégrent au plus qu’une fois °>. Ensuite,

52. Cf. [82], p.4.
53. Cf. [55], p.336, proposition 3.9.
54. Cf. [55], p.344, théoreme 4.7.
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n 9 P ; B
9 = {Z; fj(Z)a—Zj + aw% fi€Cilzl, aeR, Z; (fﬂ)z,- + fﬂD?j) — a?’}
j= =

est composé de I'intégration de W, le champ d’Euler % E. et des rotations, linéaires

et rigides, qu’il est possible de décomposer encore en rotations nilpotentes et rotations

)57

diagonales (complexes et réelles) 3. Une rotation n’est pas intégrable 3. Les rotations

amenent a I’ algebre linéaire . Ensuite,

m=2 n
gc:@g;_@{zm [fecmta 337, )= }
=1 =1 j=1

est formé des rotations généralisées, ou rotations exotiques, toujours rigides, c’est-a-dire
qu’elles commutent avec W ([Y; W] = 0, d’ou le ¢). Une rotation généralisée n’est pas

intégrable *°. Ensuite,

g, = {Z (£ +aw) i + g(Z)W% |ajC. fieCula). g € Cprilzl.

= 9z,

Zajaa +g(w)—egt, 22 [P, + [P+ P (0P, + TGP )):;o(g+§),},
J=

avecn = 1 — % = mT_l est formé des intégrations de g¢;. Non rigides (d’ou le n), ces

champs ne commutent pas avec W. Enfin,

{Zf](z)w—+aw fi€Cilz], aeR, Zf] Z,—aﬂD}

est formé des 2-intégrations de W, qui existe si 1’hypersurface est balancée ®', c’est-

55. Cf. [55], p-351, théoreme 6.2.

56. Cf. exemple 2.1.20, p.35.

57. Cf.lemmes 3.2.13, p.68 et 4.2.3, p.96, ainsi que théoreme 4.3.1, p.111.
58. Cf. [55], p.348, théoreme 5.5.

59. Cf. section 2.2.3, p.44.

60. Cf. [55], p-348, théoreme 5.5.
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a-dire s’il existe un champ complexe reproducteur. Nous formulons le résultat comme
suit 2.,

Théoreme 2.1.25. ([55], p.323, théoréme 1.1)
Soit M une hypersurface de C"*!, réelle, holomorphiquement non dégénérée et dont les
éléments, (z,w) € C™*!, satisfont

Imw =P,

out P est un polynome homogene sans termes pluriharmoniques. Alors I’algebre de Lie
g des germes des automorphismes infinitésimaux réels analytiques CR admet la décom-
position

§=9.19639,98. 99,99,

avect = —u = —i €] —-1;0[ cet n €]0;1[, et out les composantes possedent la

description explicite suivante :

g1 = {aW | aeR},
g = { aja +8@)5- |aj€C,g€Cm_1[Z], 2i;(aj¢>z,+a—j¢>zj)=g—§},
8 = {Zf,(z) +aw—'f,e<cl[z a€eR, Zfﬂ{,+f, )_aso},

j=1

m-2 n
g @g;—@{zjs(z) | £y e Cenlel, Y (£, + 7P5) = }
=1

=1 | j=1 j=1

n P P
gn = {; (fj(Z)‘f‘ajW)a—Zj +g(Z)W% 'Cljec, f}ecm[z], gecm—l[Z],
Zn: 'i"-g(w)iem ZZ [P, + [P +1P(a¢’ +a,P= ))=P(g+§)
= (9 > J bi g r i
g9 = zn:f»(z)wi+aw2i’f.ecl[z] acR Zn:f.p —aP
1 S0y aw 17 . PP :

61. Cf. définition 3.2.7, p.65.
62. Cf. également [54], p.557, théoréme 6.1.
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Corollaire 2.1.26.
Soit une hypersurface réelle holomorphiquement non dégénérée. Alors le degré de tout

automorphisme infinitésimal réel analytique CR, X, satisfait
-1 <degX<1.

Remarque 2.1.27.
La preuve du corollaire est une conséquence directe de [55]. En effet, les champs rigides
ne possédent que des degrés strictement plus petits qu’un®® et ils sont intégrables de

maniére limitée ®. Aucune intégration n’a, en particulier, un degré plus grand qu’un.

2.2 Précisions importantes

2.2.1 Nombre de polynomes pour £

Nous verrons que le cas ou seul £ intervient (comme hypersurface modele) s’avérera
intéressant. En effet, dans C?, le probleme PQ sera P = PO+QP etdans C*, le probléme
POR sera® = PQ + QP + RR, ou P, Q et R sont des polyndmes holomorphes . Nous
nous posons maintenant la question du nombre de ces polyndmes holomorphes a choisir

dans C"!,

Définition 2.2.1.

Une hypersurface est dite polynomiale si Imw = ¥ avec un # un polyndme en z et z.
Si P est homogene, alors I’hypersurface est dite modele. Notons que % est toujours réel
et que nous pouvons supposer que £ ne contient pas de termes pluriharmoniques, en

effectuant un changement de variables local et holomorphe .

Proposition 2.2.2.
Soit une hypersurface polynomiale M de C**' que nous supposons holomorphiquement

non dégénérée. Nous notons

Imw = (P, P%,....P" P P,... . P"),

63. Cf. [55], p.334, théoreme 3.3.

64. Cf. [55], p.337, p.346 et p.349.

65. Dans ces cas, la dépendance linéaire des polyndmes sera intéressante, cf. lemme 4.1.8, p.90.
66. Cf. remarque 2.1.2, p.26.
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oules P/, j=1,...,m sont des polyndmes holomorphes. Alors

n<m.

Démonstration. Soient m polyndmes holomorphes
I SR

qui dépendent de z = (21,22, ...,2,) et dont dépend P. Ainsi, et selon la définition ci-

dGSSllS, nous pouvons noter :

P = iCjkPjﬁ,

k=1

oules cj € Cet P estréel.

Nous allons étudier le ou les champs vectoriels

- 0
X = Z f’(Z)G_Zj
j=1
qui satisfont, pour toutk = 1,...,m,
X(PY = 0.

Il est donc clair que dans ce cas, X(#) = 0 et nous savons également que comme 1’hy-

persurface est holomorphiquement non dégénérée, X = 0.

Nous allons prouver I’affirmation par 1’absurde, en supposant que n > m. Dans ce

cas, pour étudier X, nous étudions le systeme d’équation

X(P5H=0, k=1,...,m,
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qui n’est autre que

[@PL + L(PL + £@PL + ...+ [P
H@P2 + QP+ @PL +...+ P2 = 0

A@P! + HQP! + QP! + ...+ [QP" = 0,

ou sous forme matricielle
M;f =0,

avec M; la matrice jacobienne des polyndmes P et f le vecteur inconnu des f;. Comme

; S n>m, r i ;
ar I’absurde, nous avons supposé que n > m, en notant r le rang de la matrice M,
r<m.

Or, nous savons %’ que I’espace des solutions f du systeéme d’équation posseéde n — r

solutions, nous pouvons conclure que

r<m n>m

dimg X:ij(z)i | Myf=0=n-r>n-m> m-—m=0.
o (9Zj

Cette dimension étant au moins égale a un, il existe toujours un X non nul pour lequel
X(P) = 0, ce qui est une contradiction avec le fait que 1I’hypersurface est holomorphi-

quement non dégénérée. O

2.2.2 Cas particulier, # de degré 2
Forme hermitienne

Nous savons que le polynome P(z,7) est réel, car I’hypersurface 1’est. Supposons que

P(z,7) soit de degré homogene 2. Ainsi, nous pouvons noter I’hypersurface modele

Imw = 'ZAz,

67. Cf. [34], p.148, Proposition 5.4.
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et P est réel implique que
P =7Az= '(7A7) = Z'AT et P =17ZAz= ZAZ,

doivent étre égaux. Ainsi A = ‘A, qui est donc hermitienne. # correspond donc a une
forme hermitienne (sesquilinéaire, antilinéaire par rapport au premier argument et li-
néaire par rapport au second argument) avec méme premier et second arguments, z. (Si
P est toujours positif et s’il est nul si et seulement si z = 0 (si P est défini positif), nous
pouvons méme parler de produit scalaire hermitien ainsi que d’hypersurface strictement

convexe.)

Hypersurface Levi non dégénérée

Reprenons Imw = "ZAz, avec A hermitienne et  de degré 2. Nous disons que 1’hyper-
surface est Levi non dégénérée ® si det A # 0. Par exemple, Imw = (z; + 25)(Z; + Z2) est

Levi dégénérée, car sa matrice A a un déterminant nul :

o)

L’hypersurface Imw = 37, z;z; est Levi non dégénérée. Pour une hypersurface, étre

Levi non dégénérée implique €tre holomorphiquement non dégénérée.

Hyperquadrique

Une hyperquadrique est une hypersurface modele Levi non dégénérée avec un polyndme
homogene de degré 2. Notons que Imw = A|z;|* + ... Il s’agit d’une généralisation de
Imw = zz dans C2. Une hyperquadrique n’est pas forcément définie positive. En effet,
I’exemple Imw = z;Z7; — z,Z; nous le montre. Le cas des hyperquadriques est bien

connu % et n’est pas traité dans ce travail.

68. Cf. définition 2.1.22, p.36, pour le cas général.
69. Cf. section 1.2.1 pour le point historique, p.18.
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2.2.3 Algebre linéaire sur les rotations
Lien

Nous appelons une rotation un champ vectoriel linéaire de degré pondéré O et rigide

(sans méme de %, pour des raisons de degré et par rigidité). Notons un tel champ

0
X=(anzu +tan+...+anz)—+...+(@uzi + ap + ...+ G2y —.
07, 02,

Formons donc la matrice A = (aji)i<j k<n» complexe et de dimension n X n. L’élément

il

o Nous réécrivons donc
J

a i de la matrice correspond au coefficient devant z;

< 0
X = Z iy = '7'A0z (= '07A2),

J. k=1

ou z et 0z sont les vecteurs colonnes composés respectivement des z; et des %_. Plus
*J

précisément,

0

apy az te aj te an1 || oz

d

app dxp ap - an2 || oz,

ay Ay aj - Ak az;

- . - il

ain arx Aaijn Ann 32,

Changement de variables

La matrice A correspondant a un champ vectoriel linéaire est complexe donc diagona-
lisable ou trigonalisable. En effet, le polyndme caractéristique s’avere toujours scindé.
Rappelons que A est diagonalisable si et seulement si chaque sous-espace propre a une
dimension maximale (c’est le cas en particulier si toutes les valeurs propres sont dif-
férentes), mais également si et seulement si le polyndbme minimal n’a que des racines
simples (les valeurs propres). Si ce n’est pas le cas, A est trigonalisable. Dans tous les

cas, la décomposition de Dunford nous indique que la matrice peut étre décomposée en
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la somme d’une matrice diagonalisable et d’une matrice nilpotente ’°. Pour étre encore
plus précis, pensons, évidemment, 2 la réduction de Jordan’!, méme si ni celle-ci, ni
celle de Jordan seront celles que nous emploierons. Nous aurons effectivement besoin

d’en imaginer une autre ’2.

Préparons donc la formule générale d’un changement de variable. Nous avons donc,
comme vu ci-dessus, X = z'A 0z, ou A donne, avec une matrice de passage P, une
nouvelle matrice A’ = P~'AP, le changement de variable étant, z = Pz’ (ou 7 = P17).
Sur les dérivées partielles, dz = '‘P~'9z’ (ou 07’ = 'Pdz). En effet, si nous notons P~! =
(P jk)1<j k<n» NOUS VOyONS que (comme 7' = P '2),

0 i % i % i oz, . o . 0 0

— = + +...+ = + +...+ Py ,
Oz 07} 0z 0z, 0z oz, 00 Moz P ag, Pz

=~

ce qui implique effectivement que

0 ~ ~ ~ d
4 Pu Pt Pni|| e
< D Pyy o+ D i
o7 = o | _ P12 P2 P2l oz
J 7 By, cer D 9
7 Pin DPon Pnn 070
n

Ainsi, en appliquant ces changements sur X,
X = t %az — I(PZ/)%IP—laZI — tZ/ IP%IP_IaZ, — IZI t(P—lAP)azl.

Justement, A’ = P~'AP peut étre une certaine décomposition. S’il s’agit de la décompo-
sition de Jordan, avec, A’ = D + N, D diagonale, encore décomposable en deux parties
réelle et complexe, et N triangulaire supérieure, nous obtenons, par exemple dans C2,

les deux configurations suivantes possibles :

70. Cf. [34], p.188, théoreme 6.32. Nous créerons une décomposition similaire. En effet, tout automor-
phisme infinitésimal CR qui est une rotation peut €tre décomposé en deux ou trois champs, un diagonal
et un ou deux nilpotents, tous étant également des automorphismes infinitésimaux CR. Cf. [55], p.341,
lemme 4.6.

71. Cf. [34], p.193, théoreme 6.35.

72. Cf. théoreme 4.3.1, p.111.
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, (40 , (41 A 0 01
A = ou A = = + .
0 A, 0 A 0 2 00
Les champs correspondants sont respectivement A;z; % +A22o a% et (Az; + Zg)% + Az a%'

Exemple diagonalisable

Dans C?, soit la matrice

Elle correspond au champ vectoriel

0 0
X=-n—+u7—,
0z 02,
qui peut étre une rotation d’une certaine hypersurface de C*. Diagonalisons la matrice

A. Son polyndme caractéristique est P4(1) = 4> + 1. Il y a donc deux valeurs propres

Ay =ietd, = —i. La matrice A sera donc similaire, a un changement de variables pres,
i 0
D= 1,
0 —i
qui correspond au champ,
0 0
X =iz — —ith—.
0z, 0z,

Effectuons les détails en commencant par calculer une matrice de passage P. Les

colonnes de cette derniére sont les vecteurs propres des valeurs propres. Pour 4; = i,

21 : . 1
cherchons z; = ( ), tel que Az = iz. Posant z; = 1, nous choisissons z; = | |. Pour
22 -1
Ay = —i, nous obtenons par exemple z_; = ( ] . Une matrice de passage est donc ’
i

73. Cf. [34], pp.75-76. Une matrice 2x2 est inversible si et seulement si son déterminant n’est pas nul.

Dans ce cas,
a b\ 1 (d -b
c dl  detA\-c a
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P

11 R 12 /2
|, avec P = comP = “ 1
-t 1 det P 1/2 —i/2

elle satisfait effectivement P'AP = D et implique le changement de variables

7, = u-in

4 71 + i25.

Enfin, rappelons les calculs sur le champ, qui sont

0 N 0
Zz@zl ZlaZz

- IZ%GZ: tZ/tP%IP—IaZI

e ,)1—1' o 1\(1/2 1727
-2 i e o)l i

A
(9Z§
. J
_ (Z, Z,) i 1)(1/2 1/2)(az
VR — 2 =i)2

9
9z

X

. 0
— ( / l) l O @ 1 /l‘Da ’

i
0z,

L0 ., 0
I — — 1T .
oz, oz,

Exemple non diagonalisable

Dans C?, soit la matrice

Elle correspond au champ vectoriel

0 0
X = —izy=— + (izy + 2iz0)—.
lZzaZl + (lZl + lZz)aZZ

Le polyndme caractéristique est P4(1) = det(A — AId) = (4 — i)%. Il y a donc une seule

) 1 )
valeur propre 4 = i. Notons qu’un vecteur propre possible est z; = [ . Pour savoir

si la matrice est diagonalisable, calculons le polyndme minimal m,(1), c’est-a-dire le
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polyndme normalisé, annulateur, de plus petit degré et ayant les valeurs propres pour
racines. Comme Py () = (4 —i)?, my(A) = (1—i) ou (A —i)*. La premiére possibilité est
impossible, car A — ild # 0 (ce polyndome n’est donc pas annulateur de A). Par contre,
(A —ild)? = 0, toujours du point de vue matriciel. Nous en déduisons que le sous-espace
propre de A = i n’est pas de dimension 2 et que A n’est pas diagonalisable. Elle est

toutefois trigonalisable. La matrice A sera donc similaire, a un changement de variables
A i1
0 i)

. 7 ’ a . /7 a
X = (iz} + zz)g + lZZ@z"
1 2

pres, a

qui correspond au champ,

Pour trouver la matrice de passage, et donc le changement de variables, nous cherchons
les quatre éléments d’une matrice P telle que AP = PA’. Nous obtenons

1 1 - - =i
P= , avec P = .
-1 i-1 i 1+

Le changement de variables est donc

’

Zl = 21— 22
= u+ - Dz,
qui donne
A~A"=D+N,

0 0 1
ouD = ((l) _|, purement imaginaire (avec diagonale réelle nulle), et N = [ 0], cette
i

décomposition étant valable pour X également.
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Autre exemple

Prenons un dernier exemple, dans C*. Soit la matrice

0 i 00

A 1 1-i 0 O

0 0 0 —i

0 0 i 2

Elle correspond au champ vectoriel
0 0 0

X=inp—+ @+ -D2)— —izg— + (izz + 2izg) —,
o (z1+ (1 —=19) 2)3Z2 s (iz3 4)3Z4

qui peut &tre une rotation d’une certaine hypersurface de C°. La sous-matrice C>* en

haut a gauche est diagonalisable en

car le polyndme caractéristique se factorise en —A(1 —i — ) —i = (1 — 1)(1 + i). Celle
qui est en bas a droite est, comme vu dans ’exemple précédent, trigonalisable. Ainsi,

nous pouvons réécrire le champ X dans des nouvelles coordonnées telles que

1000
o -io0o0
A = ,
00 il
00 0 i
. p 9 p
X=0——-it,b—+U5+7)— +ig,—.
Ugg ~Tagy TG TG g,
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2.3 Exemples

Il y a de multiples exemples que nous pouvons présenter '#, les cas modeles qui
suivent dans le travail pouvant étre vus comme des exemples également. Nous en pro-

posons ici deux.

Exemple 2.3.1.
Le cas de C? est bien particulier . Tous les champs vectoriels rigides de poids nul ou

positif donné par X = f (Z)a% sont forcément de la forme

X =cz—,
0z

ou ¢ € C. De plus, chacun de ces champs n’est pas intégrable. W ne s’integre que deux

fois. Une translation non transversale 2 ne s’intégre pas .

Prenons comme exemple concret, I”hypersurface de C?> donnée par
Imw = P(z,7) = 27"
N’importe quel champ vectoriel rigide (qu’il s’agira d’intégrer plus tard) s’écrit comme
0 0
X = —+ —,
f(@) 7 87—
et ce dernier est un automorphisme infinitésimal CR si

0

2Re X(P — Imw)
2f(2)27 + 18(2) + 222 f(2)Z - Lg(2),

ce qui est possible seulement si g est non nul avec X = W (les autres coefficients étant

nuls) ou si, avec g nul, f(z) = iz, c’est-a-dire,

X =iz—.
Z@z

74. Cf. [55], p.354, exemple 6.4.
75. Cf. [50].
76. Pour aller plus loin, cf. [55], p.209, proposition 4.4.
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Il s’agit du seul champ rigide, avec W, a intégrer. Nous rappelons 7 que W s’intégre en
E. X est une rotation et ne peut étre intégrée ’8. Effectuons les calculs d’une intégration
de E (il n’est pas nécessaire ici de combiner E avec X, ce sera le cas plus tard). Ainsi,
une intégration de E est

E'= (%zw + ¢(z)) 8% + (%w2 + ¢g(z)) ai

qui est un automorphisme infinitésimal CR si

0 2Re EN(P — Imw)

2(Law + ¢(2) 2 + (In? + o)) £
#2477 + 90)) 22 - (17 + 30§
= Lu+iP)PT + 20T + Lu+iPy + ()
= L +i?P7 +20()7 + 1P + 2T - 7Y+ (L)
= llpzz’z/[+§zz + 20(2)27 +Zu — 1y27 —1 27+
= 127+ 20T+t

—177 +22%%(2) — i +

= 20(2)77 + 22°29(2).

i _4=4
_ LZ4Z

I~

4
Fabd

I

Dans ce développement, ¢,(z) a été€ supprimé pour des raisons de mixités. En effet, tous
les autres termes sont mixtes, ¢’est-a-dire avec parties holomorphe et antiholomorphe,
tandis que ¢, (z)% est uniquement homomorphe (et m% uniquement antiholomorphe).
A part si nous prenons W comme champ, nous avons toujours ¢, = 0. Cette €quation
n’est vérifiée que lorsque ¢ = 0. L’intégration de E est donc

1 o 1,0

W2=E' = —gpl 4 o2 L
4o T2 aw

Pour résumer cet exemple en termes de dimension, si P(z,7) = 727,

dimgp g =4, avec

77. Cf. exemple 2.1.20, p.35.
78. Cf. [55], p.348, théoreme 5.5.
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0 0 0
6., ={aW | aeR"}, gy = aiz—oubE‘a,beR* , 8 = azw—+2aw2—‘aeR* ,
0z 0z ow

etg; =0, avec j=t,cn

Exemple 2.3.2.
Dans C3, prenons I’hypersurface holomorphiquement non dégénérée ” donnée par %

- 2—2-—2 22 —2-2 — 0
P(2,2) = —Re(x{z1 22) + lKjzal’ = =322 22 — 5212521 + 232021 Za-

Supposons un champ vectoriel rigide X = f; (z)%+ fz(z)a% +g(2)£ € hol. Par définition,
nous avons

0 = 2ReX(P-Imw)
= —fi@uzrz - @Qush +2fi@uni 2
~h@) dna + HR) 75 + Lg)
(@227 - Q205 + 2@ 2ann

~-L@ AT m+ R AR~ 18@).

Le but est de déterminer les coefficients de X pour que cette équation soit valide. Par
rapport a g, nous voyons soit que g est une constante réelle avec tous les autres coeffi-
cients nuls, soit que g doit étre nul, car les sixieme et douzieme termes de la derniere
expression ne sont pas mixtes (purement holomorphe et respectivement purement anti-
holomorphe). IIs ne peuvent s’annuler avec d’autres termes. Dans le premier cas, nous

obtenons le champ
0

=
Le premier terme, en comparant avec les parties antiholomorphes, ne peut s’annuler
ni avec le deuxieme, ni avec le troisieme, le quatrieme ou le cinquieme. Si le premier
terme s’annulait avec le septieme, nous aurions fi(z) = izlzg, ce qui engendrerait une

contradiction pour les autres termes. En effet, dans ce cas, il faudrait a la fois que f,(z) =

79. La vérification est simple. En supposant un champ X = fi(zj, 12)% + fr(z1, 12)0%, nous travaillons
sur I’équation X(#) = 0 pour conclure que X = 0.
80. Cf.[55], p.349, exemple 5.6.
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izg et /2(2) = —2izg. Nous le voyons en contemplant 1’équation (avec fi(z) = iz z%)

.2 2=2—2 .2 4—2 . 2 3=2—
0 = —ifina 2 — B + 28520 5
2_ =2 2—2—
-H@ 712221 + f(2) 7121 22
. —2—2 . 2—2—4 . —2—73
DT 7 it s — 2i23 2071 22

T /N 2=—2— I, N2 =2
-h@ 7712 + L) 50"

Par contre, le premier terme peut s’annuler avec le huitieme et le dixieme, nous avons

dans ce cas fi(z) = z; et f2(z) = —2z;. En effet, dans ce cas, I’équation devient

0 = 2275 - 355+ Bt
+ 22255 — 2ozt
L - LE T + g
+2271 % — 2 o

ce qui donne la rotation

0 0
X=71——-22—.
821 (922
Si le premier terme s’annule avec le neuvieme ou avec le onzieme, alors f1(z) = 2122,

avec f>(z) = —z; pour compenser. Dans ce cas, I’équation devient

S -} —2 ——
0 = -7 22 — 382 + 2212321 2
232 2 2-2—
+Z1Z3Z] — 1331 22
2 2=2— 223 2 —2-2
—022°0 2~ 4 2 200U 2
—2—3 —2—2
+Z%Zl 2 — 2%2221 2.
Nous obtenons le champ
0 0
Y=2——5—
2
0z 9z’
qui est une rotation généralisée. Cet exemple est donc plus riche que le précédent avec
cette rotation généralisée Y qui complete les champs rigides de notre hypersurface, aux

cOtés de W et X.
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Pour compléter la liste des champs vectoriels CR, il s’agit maintenant d’intégrer ces
trois champs rigides. Nous savons que W s’integre en E, que Y ne s’integre pas tout
comme X s’il est pris seul. Intégrons donc E en le combinant éventuellement avec un

facteur de X. Une intégration de (61E + aX) peut s’écrire, W2, ou

(6AE +aX)! = Agw+azw+ ¢1(Z))% + (Azow —2az,w + ¢2(Z)) 0 + Ban? + ¢(Z))—
1

qui, pour étre un champ vectoriel CR, doit satisfaire (nous rappelons que sur I’hypersur-
face, w = u + iP)

0 = 2Re(6AE + aX) (P —Imw)

= (A+a)zw+ $1@)P1 + (A = 2a)z2w + $2())P2 + Lin? + 1(2)
+ (. o)

= (A+@zw+ 1) (2T 2 — 1Bz + 221271 2)
+H(A = 2a) 22w + G2 (DN~Z2271 + 221 22)
+3iw? + i) + (...)

= $1@(..)+h@C.) +ul...)+ i@ - Lo(2)
+HA+ (-1 % — 0B + 20200 )P
+i(d - 2a)0(-z20% + 17 )P
+32i(P + (...) =

= ¢1<z)(...)+¢z(z)(...)+u(...>+§¢(z>—§ﬁ

. —— —4 —4—3 —4 4
+i(d + a) (324" + 3Z4z§zl % - %on'n + dddnt - 2480 ')
. —4 _
+i(1 — 2a) (3z4z§z1 % — 22 L+ 2z4z§Z1 2227 Zz)

—4—4 —4 —4—
—3—”z(lz4zl o+ 32T n - dann + 1ddnt - AT 12)

+(...).

La premiere ligne (conjugué compris) ne contiendra jamais de variables holomorphes et
antiholomorphes de degré 4 en méme temps. Elle est donc incompatible avec les trois
suivantes. Pour celles-ci, nous remarquons que la ligne du milieu (troisieme ligne) pose
probléme pour les termes en 2?5454 et en z‘l‘ZZZ“z_f (le terme en zﬁzgﬁaz s’annule

automatiquement avec son conjugué). En effet, pour ces deux derniers termes,
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1 1 1 31 34
- —_— [ — —2 —_—— _— =
2(/l+a) 2(/l+a) 2(/1 a) 2 + 2 0, et

1 3 340 34
-2 2 - =(1-2 —(1-2 —-—=—=0.
A+a)+2(1+a) 2(/1 a)+2(/l a) + > >
Ainsi, il est nécessaire que A = 2a. De plus, la partie contenant u s’annule d’elle-méme :
31 31 —

7u~2@+7u2i—3/lu79+ (...)=0.

Nous obtenons donc le champ

0 0 0
(6AE +aX)! = Qazw + azyw)=— + Qazw — 2az,w)— + 6aw* —
(921 322 ow
0 0
= 3azw— + 6aw’—,
azlwaz1 aw "
0
ouplutdt W? = azyw— + 2aw*—.
(921 ow

Pour résumer cet exemple en termes de degré, si
= 1222 1222 2 —2—
P(2,2) = —32121 22 — 52415521 + 212221 225
alors dimg g = 5, avec
g ={aW | aeR},

0 0 0 0
=8ai1— — 2aZ — 0Ou bE Cl,b € R* . c=8a51— — azz_ a € R* ,
90 { 1(9Z1 2(9Z2 ' } g { 1 2(9Z1 . ' }

0 , 0 .
90—{az1wa—m+2aw%|aeR},

g, =0, pour j=tn
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Chapitre 3
Cas connus

Dans ce chapitre, nous rappelons les récents résultats a propos des hypersurfaces de
C3. Le but est maintenant d’entrer plus spécifiquement dans les détails d’une sorte de
méthode pour classifier ’algebre de Lie des automorphismes infinitésimaux CR d’hy-
persurfaces de C*. En outre, ce chapitre tire son importance d’un apport considérable
effectué dans ce travail par rapport au lemme 3.3 de [49]. Il s’agit de décomposer les
rotations (en une partie diagonale et une partie nilpotente sans diagonale) et en effet, un
contrexemple de ce lemme est donnée et un ajustement du lemme est proposé€ dans ce

chapitre 8!,

3.1 Cas modele

t82

Cette section traite d’un premier exemple important °~. Nous considérons 1’hyper-

surface définie par
_ 3 [
M ={(z1,22,w) €C | Imw = 2125 + 2,21},

pour un ¢ > 1, que nous appelons hypersurface modele. Une certaine symétrie est appa-
rente, mais il s’agit maintenant de classifier g, selon ses composantes. Nous notons que
M est de type fini®% m = £ + 1. Cette hypersurface est également holomorphiquement

non dégénérée si £ > 0 et Levi dégénérée si £ > 1. Intéressons-nous d’abord aux champs

81. Cf. contrexemple 3.2.12, p.66 et lemme 3.2.13, p.68.
82. Cf. [46], pp.8-13, section 5, mais reformulée.
83. Cf. remarque 1.1.43.b), p.17.
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vectoriels CR qui sont rigides.

Proposition 3.1.1.

Les seuls automorphismes infinitésimaux CR rigides et homogénes de M sont,

i) X;=aW = a%, a € R*, de degré —1;

(9

.. _ 0 — % 5
i) X; = agz-+ 2iaz, -, a € C*, de degré

1.
71’
9 a. 0 cN .
i) Xy = azig- — %ZZE’ a € C* dedegré(;

iV) Xiv Ul

+1°

iazﬁ%, a € R*, de degré

Démonstration. Notons que ces quatre champs vectoriels sont bien rigides et homo-
genes. Considérons un champ qui est un automorphisme infinitésimal CR, de maniére
générale. Il s’écrit

X—if-<)i+ ()
_j:1 Jzazj 8@

et il faut donc que, par définition,

0 2Re X(P — Imw)

@D +h@D L T +ie@ + R+ ARDD 7 - Lg(2).

Nous observons I’annulation de chacun des six termes, I’un apres 1’ autre, avec les autres.
Notons que le champ trivial nul ne nous intéresse pas, c’est pourquoi 1I’annulation d’un
terme avec lui-méme est écartée.

Le premier terme ne peut s’annuler ni avec le deuxieme, ni avec le troisieme terme,
en comparant les parties antiholomorphes. Une annulation est possible avec le qua-
tridme terme, son conjugué, avec fi(z) = iz5. Avec un coefficient réel ajouté (et avec
> = g = 0), nous obtenons X;,. L’annulation avec le cinquieme terme, avec fi(z) = z;
et f>(z) = —%Zz, donne Xj; (avec I’ajout d’un coeflicient complexe). Par conjugaison, il
s’agit également de I’annulation du deuxieme terme avec le quatrieme. Enfin, I’annu-
lation du premier terme avec le dernier terme, avec fi(z) = % constante et g(z) = izg,
donne Xj;.

Concernant le deuxieme terme, son annulation avec le terme précédent ainsi qu’avec
le quatrieme terme ont déja été observées (donnant en particulier X;;) et une annulation

est impossible avec les troisieme, cinquieme et sixieme termes.
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Pour le troisieme terme, seule 1’annulation avec son conjugué nous intéresse (les
autres sont impossibles ou donnent X;;). Elle nous amene, avec g une constante réelle

(et fi = f» =0), a X;. Tous les cas de figures ont été traités. O
Pour compléter la liste des champs CR, intégrons ces quatre champs.

Proposition 3.1.2.

Le champ X; possede une 1-intégration, une 2-intégration, mais pas de 3-intégration.

Démonstration. La premiere intégration de W est bien connue, il s’agit du champ d’Eu-

ler 8,
oo | o 9\, 9
= — —_ w—.
c+1\"0z T 20, ow

Intégrant E, nous obtenons

— (010 + 2]+ [020) + 2w =+ 002) + 22|
S\ T T o, T\ T ) 6, T\P T2 ) aw
et pour que ce champ appartienne a hol(M, p), nous posons

0 2Re EY(P — Imw)

01D + mwaz + ()T
+7=wZhZ + S + tw? + ...
= 0T + U+ iPn + LT
m(u + 1P)z2z1 + 2qﬁ(z) + (u +iP?+ (...)
= 0%+ + 1) + ¢ @D + (DD - 16@)
€+1(” + Pz + £+1(” + Pz + (}//+ 2iuP — P?)
o (u = iP)2 7 + 75— Pz — L - 2iuP - PP)
= ¢1(Z)Z_z + (D) 25T + 31D 22' + (D) 1z
+1P + 5iPuZ + 5P M— LiPn'T - LiPuz’ —M
= ¢1(Z)Zz +($() 25T+ $1D) 2" + hrD) 1T

—2
+mz(z2z2 + a1 - un'7nn - 2¥a )

_ 2—2( 20—2
= €+1 (ZZ — 22 Z1)

84. Cf. exemple 2.1.20, p.35, une constante réelle est d’ailleurs présente.
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ot les ¢(z) = ¢1(z) = ¢2(z) = ¢3(z) = 0. En effet, les différents ¢; pourraient éven-
tuellement s’annuler, mais ne seraient pas de degré £ + 2 (pour que le champ soit de

degré pondéré 1). Nous observons donc que E ne peut s’intégrer seul. Par contre, il est

d

possible de combiner E avec une rotation X;; = az; % — 9225,

,a € C*, avant d’intégrer.
Une 1-intégration de X;; s’écrit

0 0 0
Xi; = (¢1(2) + azyw) . + (¢2(Z) - %Zzw) e + ¢(Z)%

et satisfait

0 = 2ReX},(P-Imw)
= 5T +awnm + ()T
—awzbz + 1@+ ()
= a(u+iP)uzn -au+ P+ ()
= auzizp’ —audlz + iaPuz — iaPlz
+auzhzy — auzz' — iaPziz + iaPz17"
= (3R +un'7T) - id(anTn + 27 %)
—ia (zlszz_zf + @”Zz) +ia (Z%ZM + Z1Zz€Z_12_2€)
2ila — D20 +2ialn > - 2iaz% 7

. 2=—20 20==2 .
2ia (Z1Z2 -2277 ) sia € R,

ol les ¢;, ¢, et ¢ sont nuls pour les mémes raisons que précédemment pour E'. Nous
imposons que a € R pour que les intégrations simultanées de E' et X puissent se

compenser. En comparant ces deux équations respectives, nous obtenons

-1
ey

Le champ correspondant, dans g;, qui est I'intégration de E + AX;; est

W2 = ! + (-1 wi+ L =1 wi+lwzi
“N\ev1 T2+ )Mo T\ev1 T 2ee+ )Mo, T 2" ow

t+1 6+ t+1 w‘9+1W2‘9
= Wt ————— W — + =W —.
20+ ) ™oz T2ece+ 1oz, T 2" ow
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1 0 N 1 0 +1 , 0
= W— + —Ww— + —w —.
2o T 26z, T 2" ow
Il est évident qu’une constante réelle est envisageable et il s’avere impossible d’intégrer

ce dernier champ, car le degré de son intégration serait trop grand . O

Remarque 3.1.3.
Le caractere indispensable de la rotation X;; employée dans la démonstration précédente

peut également étre abordée comme suit. Nous savons %¢ que toute 1-intégration

2 d d
w' = @D+ ()
;‘pjzazj ow

de W satisfait le critere

=P.

2
2Re [ ¢ (2P,
=1

J
Si nous supposons deux de ces 1-intégrations, en soustrayant les deux équations corres-

pondantes au critere, nous obtenons une rotation.

Proposition 3.1.4.
Le champ X;; posséde une I-intégration, mais pas de 2-intégration. Aucun des champs

Xiii et X;, ne possedent d’l-intégration.

Démonstration. Une 1-intégration de X;; est de type

0 0 0
1 _ — V4
Xi = (1) + aw)('?_z] + ¢2(Z)5_Zz + (f/’(Z) + Zlawzz) I’
et pour que ce champ appartienne a hol(M, p), nous posons

0 = 2ReXi (P -Imw)

—¢ —¢ 11— ; i ._
= (1% +awZy +r(2) 25T + L) + EZzawzg

+(...)
= 01T + ()27 + a(u + PR — alu + iP)Z,
+01(2) 22" + (hr D) 217" + au — iP)2! — alu — iP)T

85. Cf. corollaire 2.1.26, p.40.
86. Cf. [46], p.10, équation (5.9).
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= QT + DU+ 31 2" + Dz
+2aiP7’ - 2aiPz,"
= 0T + DT+ 3@ 2" + (D

N ——t - = =
+2ai (z1z2 + ZgZIZZ ) — 2ai (21Z§Z2 + zﬁle)

ce qui est valide dans un seul cas, avec ¢(z) = 0 (déja enlevé au début), ¢(z) = ZEizlzg
et ¢o(z) = &5+, Cela nous donne

0
1 —. ¢ = ot *
X; = (26112122 + aw) 0_Z1 + 7 2, 8_Z2 + 2zawz2%, aeC.

Nous pouvons maintenant observer que X;; ne possede pas d’intégration. En ef-
fet, une rotation ne possede jamais d’intégration. Nous pouvons également nous en

convaincre en considérant une telle 1-intégration qui s’écrirait

0 a 0 0
X = + — + — W] — + ¢(2)—.
i = (91(2) + azyw) P (¢z(z) £ZzW) P A
Nous arriverions a une contradiction (ou a une solution nulle) en développant I’équation

0=2ReXL(P - Imw).

iii

Le dernier champ, X;, ne peut étre intégré dans hol a cause d’un degré qui serait trop
grand 7. O

Nous pouvons formuler le résultat final de ce cas modele comme suit.

Théoreme 3.1.5.

Soit M une hypersurface décrite par Imw = un + zgz_l, avec € > 1. Alors dimg = 10.
Plus précisément, dimg_, = 1, dim g 1 = 2, dimg, = 3, dim ge1 = 1, dim g = 2 et
dimg; = 1.

87. Cf. corollaire 2.1.26, p.40.
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3.2 Probleme PQ

Cette section propose une généralisation du cas modele précédant ®

. Toujours dans
C3, nous nous intéressons a I’hypersurface modele M réelle, Levi dégénérée, holomor-

phiquement non dégénérée, de type fini et dont les éléments (z;, z, w) satisfont
Imw = PQ + QP,

ou P et Q sont des polyndmes homogenes et holomorphes qui dépendent de la variable
z = (21,22) € C%. Une telle hypersurface est dite de type PQ. Nous notons qu’il faut au
minimum deux polyndmes dans C* pour obtenir une hypersurface holomorphiquement

non dégénérée &.

Cette section s’organise un peu différemment que précédemment, car les champs
vectoriels ne peuvent pas €tre donnés explicitement. De fait, ils dépendent des particu-
larités de I’hypersurface. Celle-ci peut étre monomiale, peut contenir une paire symé-
trique d’une chaine d’un champ vectoriel, peut étre balancée — autant de notions qu’il

faut définir. Nous rappelons que le lemme 3.2.13, p.68, est un apport nouveau.

3.2.1 Préliminaires

Notons qu’une telle variété est forcément holomorphiquement dégénérée dans C*

ou plus *°.

Lemme 3.2.1.
Toute hypersurface de type PQ est holomorphiquement dégénérée dans C*,

Démonstration. Formons le champ

0 0 0
X = (PzzQZ3 - PZ3QZ2) -t (PZ3QZI - le ng)_ + (Pm sz - Pzsz)_-
07, 02, 023

Nous remarquons que X(P) = 0, car

88. Cf. [49]. Remarquons que seul le cas d’une hypersurface de type fini sera pris en compte et non
celui de multitype de Catlin fini. Plusieurs détails et compléments sont également ajoutés pour faciliter la
lecture.

89. Cf. proposition 2.2.2, p.40.

90. Cf. proposition 2.2.2, p.40.
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X®P) = (P,0Q, - P.,0.,)(P. 0+ 0,P)

+(Pz3 QZ] - PZ] ng) (Pzzé + szﬁ)
+(P,Q., - P,0.)(P.,0 + Q.,P)

= P11PZ2 QZ3§ - PZ1PZ3 sz@ + PZzQZ1 QZ3ﬁ - Pzz QZ1 szﬁ
P12PZ3 Qzlé - P11P12Q13§ + PZ3 QZl szﬁ - PZ1 QZzQZz,ﬁ
PZ] PZ3 szé - PzzPZ3 Qm@ + Pz| szngﬁ - Pzsz stﬁ

= 0.

O
Remarque 3.2.2.

Nous pouvons affirmer que, comme % est homogene, P et Q le sont également (ces
polyndmes n’ont toutefois pas forcément le méme degré). Effectivement, les éventuels

doubles produits de PQ + QP doivent donner un polyndme homogéne.

Définition 3.2.3.
Soit Y un champ vectoriel homogene. Une paire de suites de polyndmes holomorphes

homogenes {U!, ..., U"} et {V!,... V") est une paire symétrique de Y-chaines si,

Y(Un) — 0, Y(U/) — CjUj+l, pour ] = 1’ o, n— 1’
Y(V") =0, Y(V)) = d;V7™*!, pour j=1,...,n~1,

ou les c; et d; sont des constantes non nulles complexes, satisfaisant

Ccj = _dn—j-

Si les deux suites sont identiques, nous pouvons parler d’une Y-chaine symétrique.

Théoreme 3.2.4. ([49], p.258, théoreme 2.3)
Soit une hypersurface modele M qui est holomorphiquement non dégénérée et qui

contient un champ vectoriel non nul Y € g.. Alors, P se décompose en

M
P=>T,

J=1



ou chaque T; est donné par

Tj:Re

ki k+1
k_NJ_ +
> v

k=1

. N; N; . . .
ol {Ujl., el Uj '} et {V}, e Vj '} forment une paire symétrique de Y-chaines. Inverse-

ment, si un Y et un P satisfont toutes ces conditions, alors Y € g,.

Exemple 3.2.5.

Soit le champ vectoriel *!

9
071

Alors U' = z; et U? = 7} forment une Y-chaine symétrique. En effet, Y(U?) = 0,

Y =iz}

Y(U') = ik, donc ¢, = i = —d, = —ietP = T\ = Re U' U2, ce qui donne I’hypersurface

modele.

Remarque 3.2.6.

Le dernier théoréme est valable *? pour toute hypersurface polynomiale dans C>.

Définition 3.2.7.

Un polynéme % est dit balancé si nous pouvons 1’écrire comme

PED= ), Awa?'T

lala=lala=1

pour une paire de réels non nuls A = (4;, 4,), ou
IalA = /7.1(1’1 + ﬂza’z.

L’hypersurface associée est également dite balancée.

Remarque 3.2.8.
Une hypersurface est balancée si et seulement si le champ
0 0

Y=NWa— +b—,
11511 223Z2

91. Cf. [48], p.48009.
92. Cf. [54], pp.14-15, définition 7.1 et théoreme 7.2.
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avec les notations ci-dessus, est un champ complexe reproducteur, i.e. Y(P) = P, avec
A1 et A, € R. Les calculs découlent de la définition

Théoreme 3.2.9. ([49], p.259, théoreme 2.5)
L’hypersurface de type PQ est balancée (dans certaines coordonnées) si et seulement si
dim g, = 1. Sinon, dimg, = 0.

Définition 3.2.10.
Une hypersurface est dite monomiale s’il existe des coordonnées biholomorphes pour
lesquels P et Q sont des mondmes.

3.2.2 Lemmes auxiliaires
Propriétés de g,

Lemme 3.2.11. ([49], p.261, lemme 3.6)
Soit une hypersurface M de type PQ. Si M admet une symétrie tubulaire, alors M est
biholomorphe a
Imw = z,%," + 2471,
oua
Imw = zlzgﬁg + zgzl_zf.

De plus, la dimension réelle des symétries tubulaires de la seconde hypersurface est 1.

Propriétés de g,

Contrexemple 3.2.12.

Voici un exemple qui précise le lemme 3.3, p.259 de [49]. Il semble effectivement que
la distinction et la comparaison entre rotations diagonale et diagonalisable doivent étre
précisées. Pour le probleme PQ dans C°, soit P = z;z; et Q = z; monomiaux. L’hyper-

surface est donc déterminée par 1I’équation

2—3 —2
Imw =212 + 22122 »
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et elle est holomorphiquement non dégénéré *. La rotation

0 0
X=55u—+in——-20—
"oz, 20z oz,

est diagonalisable, car sa matrice correspondante est

5 i
Ax = :

qui a pour valeurs propres 5 et —1. Cette matrice n’est pourtant pas diagonale. Par contre,
en controlant que X est bien un automorphisme infinitésimal CR, nous voyons que ses

parties diagonale et non diagonale n’interferent pas. En effet,

2ReX (1332 +501%)) = Suns +ing
~2023% - 3n%
+527%17 — 520
—2Z§EZ2 - 3zlz§z_23
= 0.

0 _ ., 0
071 2 02

et X; = iz2£ également. X est donc décomposable en partie diagonale et partie non

Le champ X; = 5z est donc un automorphisme infinitésimale CR a lui seul

diagonale (qui est ici en particulier nilpotente), X = X; + X,. Du point de vue matriciel,

wels )60

Nous remarquons qu’il s’agit de la décomposition qui nous intéresse et qu’il ne s’agit
ni de la décomposition de Jordan, clairement, ni de celle de Dunford (qui décompose

toute matrice en une matrice diagonalisable et une nilpotente *4).

93. Elle vérifie le lemme 4.1.8, p.90, qui est facilement adaptable au cas PQ.
94. Cf. [34], p.188, théoreme 6.32. La décomposition de Dunford de Ay est Ax elle-mé&me, déja diago-
nalisable.
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Lemme 3.2.13.
Soit une hypersurface monomiale de type PQ.

Alors toute rotation X € ¢, peut étre décomposée en une rotation purement diagonale,

X € gge b gg)m, et une rotation sans diagonale qui elle, est nilpotente, X, € gg’”' :

X=X +X,.

Remarque 3.2.14.

Ce lemme nous permet de séparer les rotations en plusieurs sous-groupes. Les rotations
diagonales sont séparées en deux : les rotations réelles, purement réelles, et les rotations
imaginaires, purement imaginaire *°. Enfin, pour les rotations non diagonales, le lemme

nous indiquent qu’elles sont nilpotentes dans le cas monomial.

Démonstration. X € g,. Soit une rotation

X —+ _6 + —6 + _é‘
=a axis apni a2y
0z, 02 07 0z’

ou du point de vue matriciel %,

apip an
Ax = ,
a an
et nous considérons les mondmes P = ch?zg et Q = cpz]25, ol cp et cg sont des

constantes complexes. Alors,

0 = 2ReX(cpegeidhaam’ +cotri)5a"ad)

=4

95. Pour plus de précision sur cette décomposition, cf. théoreme 4.3.1, p.111, m&me s’il s’agit d’un cas
plus général.
96. Cf. section 2.2.3, p.44.
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0 = anCp@xz‘fzﬁzT%‘s + allCQEVZTZgaaaﬁ
+apcpigedy ' BT + ancotryz) SN T D
vanepeghei LT +anegerss)” T D
+axc P@GZ?Z/;EVE‘S + azch@&?l’Zgaazﬁ
gl A + sy A
raregerad BT TP + ancsgyida

—6-1

—_— = —at+l—p-1 | —  — —y+1
+6121CQCPﬂZ¥Zgzla+ Zzﬁ + 6121CPCQ52E1125217+ 22
— — f—a=—f | —  — —
+6122CQCPﬁZ]YZ221“Z2ﬁ + azchcQézfzgﬁzZ

_ — T T — s
= (ancpCoa + axpcpcof + ajicpCqy + arcpcod) ZCfZng 2

+(@11¢oCpY + ancoCrd + AncoCpe + ancocef) @z, 5°%"
—_— —1_B+1 —0 — -1 1—a—
+apcpCoazy z§ 2n + 6112€QCP7/ZT Zg+ %

— o+l _f-l—y=—s5 — oyt - l—a—y
+6121€PCQﬁZCf+Z§ 2122 + axicocpdz) 25 0

+ancoeraz 5T T + ancregyidn 'R
+aicotrBel5m T + @arepegoz 'R
Les deux premieres lignes de la derniere expression doivent s’annuler seules. En effet,
il suffit de controler les degrés des mondmes pour s’en convaincre. Nous rappelons
également qu’il n’est pas possible que @ = y et § = 6, car 'hypersurface doit étre
holomorphiquement non dégénérée °’. Ainsi, le champ diagonal

0 0 0
X, =anzi— +anza— €hol. Il s’agitde la matrice A, = an
8Z1 8Z2 0 ann
Nous en concluons que le champ
0 0 0
X, =X-X| =apzn— +anzi— €hol, quicorresponda A, = an
aZl aZZ a 0

97. Cf.lemme 4.1.8, p.90. Le cas PQ est une simplification claire de ce dernier énoncé.
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Nous allons montrer que X, est nilpotent. Comme X, est une rotation, cela signifie en
particulier que
— a1 _ptl=—y=—6 — 5+1=—
0 =  apcpcgazi ' 47 0%° + anceeryz) 57T

a4l fel—y—s — l—a—y
+aycpcoPzy” Zﬁ 1'% +az1CQCP(5ZT 270

— — Y 1=—6+1
+¢112€QCPCYZT2221 = "'alchCQYleﬁZly 22

— Y S—atl—y b1
+aycocpBl 7! +021€PCQ5212§Z17 2,

ce qui n’est valide que si au moins a;, ou ay; est nul. En effet, trivialement, a;, = a;; =0

fonctionne, mais il est également possible d’avoir

appcpCoa + apcocpa = 0
a-1 = vy
B+1 = 9,

mais dans ce cas, le terme alchchzl z‘mzl 225 ne peut s’annuler. Il pose probleme a
cause des degrés (avec aj, # 0) et la seule possibilité est que y = 0. Donc @ = 1. Nous
avons aussi que ajpcpCq est purement imaginaire et ap; = 0. Il est également possible

d’avoir, pour les mémes raisons,

axicpCof + ancocpf = 0
a+l = vy
S

B=1 et 6=0,

et dans ce cas, c’est ap;cpcp qui est purement imaginaire et a;; = 0. Nous notons égale-
ment que si aj, et ap; sont tous deux non nuls, alors 5 = 1,0 =0,y =0et @ = 1. Nous

obtenons dans ce cas une hypersurface qui est une hyperquadrique, cas déja traité. En

résumé, la matrice correspondante a X, a les trois configurations suivantes possibles :

00 0 apn 0 0
, Ou

0 0) 0 0 ay 0
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Or, clairement, nous voyons que ces matrices sont nilpotentes. Nous venons méme de
montrer que, pour i # Jj,
aij #0 = a ji = 0.

Exemple 3.2.15.
L hypersurface non monomiale de type PQ avec P = 7,23 + 323 et Q = z3, donnée par
I’équation

Imw =212 + 2212 + 5% »

ne satisfait pas le lemme. En effet, les parties diagonale et non diagonale de la rotation

0 0 0
X=5—+3p— —2—
“ 0z 2 0z, 2 02

interferent et demeurent donc inséparables. En effet,

—3 | 3——2 , 3—3
0 = 2ReX(Z1Z§Zz + 5212 + 50 )
—3 —3
= Supn +352
—3 — —3
221552 = 35012 — 30%
——2 —3
+52°717 + 3232
32 2—3 33
—22,2122° — 3212522 — 32,22
Lemme 3.2.16. ([49], p.259, lemme 3.2)

Soit une hypersurface monomiale de type PQ. Alors I’hypersurface est balancée.

Propriétés de g;°

Lemme 3.2.17. ([49], p.260, lemme 3.5)
Soit une hypersurface M de type PQ. M admet une rotation réelle si et seulement si M

est monomiale. De plus, dans ce cas, dimg gge =1
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IV I
Propriétés de g,"

Remarque 3.2.18.
Il n’est pas possible d’étudier g;" en adaptant une situation de g¢°. En effet, en par-
tant d’un certaine hypersurface polynomiale Imw = %, ’hypersurface Imw = iP est

inimaginable, car non réelle.

Lemme 3.2.19. ([49], p.259, lemme 3.4)

Soit une hypersurface M de type PQ.

Alors M admet une rotation imaginaire si et seulement si M est une hypersurface balan-
cée. De plus, X est une rotation imaginaire si et seulement si ciX, c € R*, est un champ
complexe reproducteur.

oy Nil.
Propriétés de g,

Lemme 3.2.20. ([49], p.261, lemme 3.6)
Soit une hypersurface M de type PQ. Si M admet une rotation nilpotente, alors M est

biholomorphe a

S T Ly O
Imw = izizz — iz 21 2.

De plus, la dimension réelle des rotations nilpotentes est 1.

Théoreme 3.2.21. ([49], p.263, théoreme 4.4)
Soit une hypersurface M de type PQ. Alors 1 < dim g, < 4. De plus,

dimgy, =4 & M est biholomorphe a Imw = izlf+lakz_2 - iZIfZ2Z_1k+1,
dimgy =3 & M n’est pas biholomorphe a ’hypersurface précédente et
M est monomiale,

dimgy, =2 & M est balancée et non monomiale,

Démonstration. Premierement, notons que dim gg“ € {0; 1} et que dim g§e € {1;2}. En

effet, si nous considérons deux rotations diagonales,

X 0 +b 0
= az,— J—
Z10Z1 ZZ@Zz

0 0

X = — +dzp—,
CZ]azl Zzazz
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alors les combinaisons linéaires de ces rotations

i _ (dX - bX") . i _ (X —aX')
“ 0z ad-ch Z28z2 ~ ch-ad

sont elles-mémes des rotations. Toutefois, si au champ d’Euler, qui est formellement
une rotation, nous soustrayons les combinaisons linéaires ci-dessus, nous obtenons que
w% est un champ CR, ce qui est absurde! Cette réflexion vaut pour des constantes
complexes, mais nous pouvons les imaginer purement réelles ou purement imaginaires.
Ainsi, en dimensions réelles, dimg;" < 1 et dimgg® < 1. Or, il faut ajouter le champ

d’Euler, E € gﬁe, que nous ajoutons, bien que non rigide, formellement a gge.

Considérons maintenant la seule hypersurface (au biholomorphisme pres) contenant
une et une seule rotation nilpotente : Imw = iZ"*'7;*z; — izk2,77"*" (cf. lemme 3.2.20).
Cette derniére est monomiale donc contient une rotation réelle (lemme 3.2.17) et est
en particulier balancée (lemme 3.2.16), donc contient une rotation imaginaire (lemme

3.2.19). Ainsi, pour cette hypersurface, la dimension des rotations est maximale,
dimg, = dim g5 + dimg{" + dimg)" =2+ 1 + 1 = 4.

Pour une hypersurface monomiale, mais non biholomorphe a la précédente, le raison-
nement est le méme, rotation nilpotente omise : dim g, = 3. Pour une hypersurface non
monomiale (sans rotation réelle) et balancée (avec une rotation imaginaire), dim g, = 2,

et pour une hypersurface non balancée, dimg, = 1. O

Propriétés de g,

Lemme 3.2.22. ([49], p.261, lemme 3.8)
Soit une hypersurface M de type PQ. M admet une rotation généralisée si et seulement
si le jacobien J(P, Q) divise QQ., et QQ.,.
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Propriétés de g,

Théoreéme 3.2.23. ([49], p.257, théoreme 2.1)
Soit P(z,7) un polynome homogéne de degré 1 tel que I’hypersurface

M := {Imw = P(z,2) | (zw) € C* x C}
soit holomorphiquement non dégénérée et avec
dimg, > 0.
Alors®® M est biholomorphe a
Imw = 2,2, + 2521

oud

Imw = |z * + |z2/*.

3.2.3 Résultats

Théoreme 3.2.24.
Soit une hypersurface M de type PQ avec dimg. = 1. Alors dimg € {10;7;6;3}. De
plus,

dimg =10 & M est biholomorphe a Imw = 7,25' + 271,
dimg=7 <& M est biholomorphe a Imw = zlzng + zﬁzl_zf,
dimg =6 & M n’est pas biholomorphe aux deux hypersurfaces précédentes et
M est monomiale,

dimg=3 & M n’est pas monomiale.

98. Cf. [51], p.3, théoréme 1.4.
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Démonstration. La premiere équivalence est prouvée dans le cas modele de la section
précédente. Pour tous les autres cas, nous avons dimg, = 0, par le théoreme 3.2.23
(la seconde hypersurface de ce théoreme est Levi non dégénérée). Supposons donc que
M ne soit pas biholomorphe a 1’hypersurface modele pour la fin de la preuve (donc
dimg, = 0).

Supposons que dimg, # 0, dans ce cas, par le lemme 3.2.11, dimg, = 1 et M est
biholomorphe a Imw = zlzng + zﬁZEf. M est donc monomiale et, par le théoreme
3.2.21, dimg, = 3. M est également balancée (car monomiale, lemme 3.2.16), donc
dimg; = 1 par le théoreme 3.2.9. De plus, par hypothese, dimg,. = 0. Ainsi, dimg = 7
car

dimg_; + dimg, + dimg, + dimg, + dimg. +dimg;, =1 +1+3+0+1+1=7.

Supposons que dimg, = 0 et que M soit monomiale, alors le raisonnement est le

méme et dim g = 6 (en ayant enlevé la symétrie tubulaire).

0

(lemme 3.2.11), dimgf¢ = 1 (lemme 3.2.17 avec le champ d’Euler) et dimg)” = 0

(lemmes 3.2.11 et 3.2.20). Nous pouvons également prouver que, comme dimg,. = 1,

Supposons enfin que M soit non monomiale. Nous savons donc que dim g,

M n’est pas balancée ”’, donc dimg)" = 0 (lemme 3.2.19) et dimg, = O (théoreme
3.2.4). O
Théoreme 3.2.25.

Soit une hypersurface M de type PQ avec dimg,. = 0. Alors dim g € {6; 5;4; 2}. De plus,

1

b

dimg =6 & M est biholomorphe a Imw = izlflﬁkz_z - iz'fZZaH

dimg =4 & M n’est pas biholomorphe a I’hypersurface précédente et
M est monomiale,
dimg=5 & M estbalancée et non monomiale,

dimg =2 & M estdans les autres cas.

99. Cf. corollaire 2.1.26, p.40
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Démonstration. Nous avons dimg_; = 1 comme toujours, dim g. = 0 par hypothese, et
dimg, = 0 par le lemme 3.2.11, et donc dim g,, = 0.

Si M est biholomorphe a Imw = iz’l‘“z_lki - iZ'szak“, par le théoreme 3.2.21,

dimg, = 4. De plus, dimg; = 1, car M est balancée (car monomiale, lemme 3.2.16).
Ainsi, dim g = 6. La réflexion est la méme pour une hypersurface monomiale non biho-
lomorphe a I’hypersurface précédente, en enlevant la symétrie nilpotente, dim g = 5. De
méme, avec une hypersurface non monomiale, mais balancée, toujours avec le théoreme
3.2.21 etdimg; = 1, dim g = 4. Pour tous les autres cas, dimg, = 1 et dimg; = 0, donc
dimg = 2. O

Théoreme 3.2.26. ([49], p.263, théoreme 4.3)

1l existe un modele non monomial M tel que dim g, > 0.

Démonstration. Prenons les polyndmes non monomiaux

.23
P(z1,22) = i52(21 — 22)

0(z1,2) = 32355(z1 — 22)

avec le champ vectoriel

0 0
X = 2125(521 - 622)5 - 23(421 - 322)5.
1 2

Nous calculons aisément que X(P) = iQ et X(Q) = 0. Ainsi, par le théoreme 3.2.4 (et
M=1,P=T, = ReP@, et dans la définition 3.2.3,n =2, U' = V! =P, U>=V?>=Q
etc=d=1i),Xeg,. O

Corollaire 3.2.27.
Soit M une hypersurface de type PQ. Alors

dimg € {2;3;4;5;6;7;10}.
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Chapitre 4
Nouveaux cas

Ce chapitre est le coeur de ce travail. La premiere section, avec le cas modele, est
a considérer comme une introduction. Un résultat important de cette partie, pour la
généralisation a suivre, est le lemme 4.1.8, p.90, qui donne un outil pratique pour vérifier

qu’une hypersurface homogene est holomorphiquement dégénérée ou non.

Le deuxieme section, au sujet du probleme PQOR découplé (une variable est réservée

a R) généralise le probleme PQ et donne un résultat complet, le théoreme 4.2.11, p.109.

La derniere section traite du probleme PQOR monomial, et requiert des outils al-
gébriques développés. L’algebre linéaire s’avere effectivement nécessaire, notamment
pour décrire les rotations généralisées, mais le résultat le plus important reste le théo-
reme 4.3.1, p.111, qui présente une décomposition originale des rotations et ouvre la
voie a de nouveaux horizons. La dimension de I’ensemble des automorphismes infinité-
simaux réels analytiques CR de toute hypersurface monomiale de type POR est décrite
dans le théoreme 4.3.24, p.158.
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4.1 Cas modele

Dans C3, le cas modele ob P = 7,25 + 2521 a déja été étudié et il se révele riche .

Dans C*, une généralisation possible de ce cas est I’hypersurface modele M de C* dont
les éléments (z;, 22, 23, w) satisfont

— — —
Imw = z:2;' + 271 + RR,

ou R est un mondme qui dépend de z;, z, et obligatoirement de z3 (pour que I’hyper-
surface soit holomorphiquement non dégénérée) et qui est homogene de degré “71, avec
¢ > 1 impair. Nous observons que le fait que R soit un mondme restreint considé-
rablement la généralité. Notons également que ce cas modele nous servira de trem-
plin pour aborder une généralisation du probléeme Imw = PQ + QP de C3, a savoir
Imw = PQ + QP + RR dans C*. Nous rappelons enfin les conditions nécessaires que
I’hypersurface réelle soit Levi dégénérée, holomorphiquement non dégénérée et de type

fini.

Pour le type fini '"!, le degré du polyndome est £ + 1, cette hypersurface est donc de
type fini £+ 1. Le cas £ = 1 n’est que relativement intéressant, car tres particulier - I’hy-
persurface est Levi non dégénérée 192, D’autre part, il faut s assurer que 1’hypersurface
soit bel et bien holomorphiquement non dégénérée.

Proposition 4.1.1.
Soit € > 1. L’hypersurface M de C* dont les éléments (z1, 22,23, W) satisfont Imw =
nz + 27+ RR, avec R qui dépend obligatoirement de z3, est holomorphiquement non

dégénérée.

Démonstration. Selon la définition ' supposons qu’il existe un champ vectoriel X ho-

lomorphe qui est tangent a M. Un tel champ s’écrit

> 9 3
X = ; a;(z, W)a_zj + bz W),

100. Avec dimg = 10, cf. théoréme 3.1.5, p.62.

101. Cf.remarque 1.1.43.b), p.17.

102. Dans ce cas, nous pouvons calculer que, pour Imw = z1Z; + 2271 + 2323, alors dimg = 24. Plus
précisément, dimg_; = 1, dim 8.1 = 6, dimgy = 10, dim g1 = 6,etdimg; = 1.

103. Cf. définition 2.1.23, p.36.
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ou les fonctions a; et b sont holomorphes. Supposé tangent, ce champ satisfait donc

0

X|y= X - Imw)
= X(z2122' + 2521 + RR — Imw)

= aiz, W% + Lar(z, w)zh'Z1 + as(z, WIR R + Lb(z, w),

ce qui est impossible si X n’est pas nul. En effet, avec le fait que R dépend de z3, les
parties antiholomorphes de tous ces termes sont incompatibles. Aucun terme ne peut

donc se compenser et X = 0. O

Déterminons tout d’abord tous les champs vectoriels homogenes et rigides qui sont

des automorphismes infinitésimaux CR.

Proposition 4.1.2.
Les seuls automorphismes infinitésimaux CR rigides et homogenes de M sont, de ma-
niere générale,

) XI:aW—a -, a € R", de degré —1;

X, = lfaa?— + laZQ— a € R*, dedegré0;

. € laz3— a € R*, de degré 0,

[+1—2deg,/¢(€+1)—2deg.§
_ _ 9 2 24 9 % )
) X4 = fazl—azl azyg- + Ydee R az35, 4 € R*, de degré 0.

£+1
En particulier, si R = z;* , nous trouvons un cas particulier de X,,

0 0 * ~
) Xy = &lzla—Zl — A%y, A€ R*, de degré 0.
Si, de plus, R ne dépend pas de z,, nous pouvons ajouter

D X5 = 1ai +az§m a € R*, de degré — [+1 ;

D Xy = —a— + laz29 ,a € R*, de degré

071 - m ,

) Xg = lazza ,a €R" de degre —.

[ O
D’autre part si RR = az,’ 7322 ? 73, NOUS avons
[’+l
1 ¥
+ 22, a ,a € R*, de degré -

) X7 = —6122 Z3

19Z1 2(t’+ 1)°

Démonstration. Comme de coutume, nous écrivons un automorphisme infinitésimal CR

homogene et rigide

X = me g@—.
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11 satisfait

0 = 2ReX(P-Imw)

1 2 3 4 5 _ 6
= fi@Q% + A@QRR+ (L@ + L@RLR + @ RLR + 18(2)
7 8 9 10 11 12

+ /i@ + AQORR, + (LD T2 + AR RR,, + AR RR;, - 52(2) -

Pour étre certain de ne pas oublier toutes les annulations possibles des 12 termes
numérotés ci-dessus, nous articulons notre réflexion en prenant chacun des coeflicients,
£f1(2), f(2), f3(2) et g(z) I'un apres I’autre, puis, pour chaque coeflicient, nous prenons
un terme apres 1’autre et regardons avec quel autre des douze termes il peut s’annuler.
Nous remarquons également qu’une annulation qui fait intervenir trois termes ou plus,
tous dépendants, est impossible. En effet, si tel était le cas, il ne serait pas difficile de

déduire une contradiction %4,

Par rapport au premier coefficient de X, f,(z). Premiere partie.

Le premier terme, fi(z) %', ne peut s’annuler avec le deuxieme terme, car par rapport
aux parties antiholomorphes, R ne peut étre égal a %' 11 doit effectivement dépendre de
z3. Pour la méme raison, toujours du point de vue des parties antiholomorphes, ce pre-
mier terme ne peut s’annuler avec les quatre termes qui suivent (€ f>(z) zg‘IZ, H@R,R,

@R, Ret Lg(2)).

Une annulation, toujours du premier terme, est possible avec le septieme terme, son
conjugué, mxg, prenant uniquement f;(z) = iz5. Toutefois, dans ce cas, le deuxieéme
terme, f;(z) R, R, pose probléme. En effet, sa partie antiholomorphe implique qu’elle ne
pourrait s’annuler qu’avec des termes en R, mais sa partie holomorphe est trop pauvre
en z; (a la fois R,,, R, et R ont un exposant correspondant a z; plus élevé). Nous en
concluons que R;, = 0. Nous obtenons X (f> est indépendant donc remis a plus tard).

L’annulation est impossible avec f;(z) RR_Zl, huitieme terme. En effet, comme R dé-
pend de z3, en regardant les parties antiholomorphes, f(z)R;, dépend également de z; et
ne peut annuler z5. Le méme argument est valable avec le dixieéme terme, f>(z) R R., qui

n’a aucune chance d’annulation.

104. Nous pouvons également considérer que I’annulation de trois termes consiste en deux annulations
imbriquées de deux termes. En parcourant la démonstration, il est possible de conclure que cela est
impossible.
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Concernant le neuviéme terme, {’]%Z[_lzl, il peut s’annuler avec le premier si
fi(z) = €z1 et fr(z) = —zp ou si fi(z) = ilz; et f>(z) = izp,. Mais dans ces deux cas, a
cause des autres termes touchés par fi(z) et f5(z), il faut également que les deuxieme,
quatrieme, huitieme et dixieme termes s’annulent (avec g(z) = 0 et nous notons que, par
conjugaison, I’annulation du troisieme avec le neuvieme terme est une simple consé-

quence). Les cinquieme et onzieme termes peuvent également intervenir.

Séparons les deux possibilités de cette annulation des premier et neuvieme termes.

Pour la premiére possibilité, f(z) = €z; et f>(z) = —z2, et nous avons
€z1R., R — 75R,R + (RZR., — RZR., + f3(2) R,R + f3(x) RR., = 0. 4.1)

La partie avec f; peut €tre nulle, mais elle peut également intervenir avec f3(z) = czs,

¢ € C*. En outre, le mondme R a une grande importance ici. Nous le notons
R = 2{2)7},
avec y # 0. Ainsi, I’équation (4.1) devient
ta—B+cy=0, 4.2)
si f3(z) = czz ou
ta—p =0, 4.3)
si f3(z) = 0. Dans tous les cas, pour des raisons d’homogénéité de P,

1
a+ﬁ+y:£%—. 4.4)

Nous distinguons donc les deux cas ou f; est nul ou non. Si f3(z) = 0 alors, 8 = {a, par
41
I’équation (4.3). D’une part, si @ = § = 0, autrement dit si R ne dépend que de z,* , nous
obtenons
0 0

Xy =lz1— —20—.
4 16Z1 2522
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D’autre part, si 8 = fa # 0, nous observons I’équation (4.4), qui devient

at+la+y = %
o 20(1+0)+2y = €+1
S 2al+1)+2y = €+1
(+1-2a(+1)
(= Yy =
2
< C+1-2(0+1) €+1
o>l 2 2
1+1
< - =-1<0.
£>1 2 <

Cela n’est pas possible, car il s’agit d’une contradiction. Pour conclure avec cette pre-

miere possibilité sous-jacente a I’annulation des premier et neuvieme termes, supposons

que f3 n’est pas nul, avec ¢ # 0. Additionnant les équations (4.2) et (4.4), nous avons
+1 0+ 1-2a(l+1) -2y

a/(€+1)+y(c+1):T &S ¢ >
Y

Nous obtenons X,;. Nous remarquons également que ¢ est toutefois nul lorsque R ne
dépend que de z3. En effet, « = O et £ + 1 = 2. Nous observons donc que X, est une

généralisation de Xy .

Pour la seconde possibilité de I’annulation des premier et neuvieme termes, nous

rappelons que fi(z) = iz et f>(z) = iz, et nous avons,
iziR. R + izpR,R — itRZR,, — iRZ;R,, + f3(z) R,.R + fs(z) RR,, = 0
ce qui est le cas puisque
itziR, R —itRZR, =0 et izR,R—iRZR,, =0,

(ce qui ne pose jamais de probleme). La partie avec f; est laissée indépendante (avec
X3). Nous obtenons X, et venons donc d’étudier I’annulation du deuxi¢me terme avec
le huitieme, celle du troisieme avec le septieme, et celle du quatrieme avec le dixieme

terme.
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Une annulation, toujours du premier terme, est possible avec le onzieme terme,
f£:(2) RR_z;’ si R = —f; (parties holomorphes) et z,° = f3(z)R,, (parties antiholomorphes).
R ne peut dépendre de z; et a pour facteur z3. Vu son degré,

=1
R=2zz3=—fi(2).

+

+1
Ainsi, pour compenser, f3(z) = z,” . En ajoutant un coefficient réel a, nous obtenons X;.

Le coefficient ne peut étre que réel, car il est celui de RR et de f.

Une autre annulation est possible avec —%gﬂ), douzieme terme, en prenant fi(z) = é
et g(2) =_z§ ou fi(z) = % etg(z) = izg. Toutefois, dans ces deux cas, le deuxieéme terme,
fi@ R, R, pose probleme. En effet, comme ci-dessus, sa partie holomorphe est trop

pauvre en z;. Ainsi, R;, = 0. Nous obtenons donc X, et Xs,.

Par rapport au premier coefficient de X, f,(z). Seconde partie.

Il faut maintenant étudier les annulations possibles par rapport au deuxieéme terme,
f1(2) R.,R. L annulation entre le premier et le deuxiéme terme a déja été traitée (nous ne

reviendrons désormais plus sur ce genre de redite).

L’annulation avec le troisieme terme est impossible (en comparant les parties an-
tiholomorphes). Avec le quatrieme terme, I’annulation serait possible avec fi(z) = z;
et f>(z) = —z», mais cela est incompatible avec les autres termes (cf. le champ X, ci-

dessus, avec fi(z) = {z; et f2(2) = —22).

Par rapport au cinquieme terme, il faudrait, que fi(z) = iz;, f3(z) = —izz avec les
mémes degrés de R par rapport a z; et zz. Le i est nécessaire pour I’annulation de pre-
mier et du septieme terme. Mais fi(z) = iz; implique déja une annulation (du deuxieme
avec le huitieme termes) qui est plus simple (sans la condition sur R). En parallele,
f3(z) = —izz implique une annulation du cinquieme et du onzieme terme que nous trai-
tons plus loin (annulations croisées). La réflexion est la méme quant a I’annulation avec

le dixieme ou le onzieme terme.

[’annulation est impossible avec les sixieme, douzieme (pour des raisons de mixité),

septieme et neuvieme termes (cf. parties holomorphes).

[ annulation avec le huitieme terme est possible avec fi(z) = iz;, ce qui est inclus
dans X,.
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Par rapport au deuxieme coefficient de X, f>(2).

Le troisieme terme, € f>(z) zg‘la, ne peut s’annuler avec le quatrieme, le cinquieme
et le dixieme terme pour des raisons de terme en zz; manquant dans la partie antiho-
lomorphe. C’est aussi le cas avec le neuvieme terme (pour des raisons de terme en z;
manquant dans la partie antiholomorphe). Par rapport aux premier, deuxi¢me, septieme
et huiticme termes, la démarche a déja été faite plus haut (a une conjugaison pres si be-
soin). En écartant les cas triviaux du troisieme terme (lui-méme), du sixieme et du dou-
zieme terme (avec £ > 1), il reste le onziéme terme, ]%RR_ZS, qui n’est pas concluant
non plus. En effet, les parties holomorphes impliquent en particulier que R dépende de

2, ce qui est contradictoire avec les parties antiholomorphes.

Le quatrieme terme, f>(z) RZZI_Q, n’a pas de chance d’annulation avec le sixieme, le
septieme, le neuvieme et le douzieme terme. Pour les cinquieme, dixieme et onzieme
termes, nous arrivons forcément a f,(z) = z, ou iz, en plus d’autres contraintes, mais
celle-ci est déja contenue dans le cas général de X, (méme réflexion que ci-dessus) '%.

Les autres termes ont déja été traités ci-dessus.

Par rapport au troisieme coefficient de X, f5(2).

11 suffit de traiter les annulations du cinquieme terme, f3(z) R, R, mais elles ont toutes
déja été effectuées plus haut (2 une conjugaison pres si besoin, ce qui est également
valable par rapport au onzieme terme), sauf celle avec le onzieéme terme, son conjugué.

Dans ce cas, nous prenons f3(z) = izz et nous obtenons ainsi Xj.

Par rapport au dernier coefficient de X, g(2).

Nous avons déja analysé les annulations de ég(z) avec les termes précédents. Il ne

reste que X; = W, qui, dans I’équation, annule %g(z) avec son conjugué. O

Nous connaissons maintenant tous les champs vectoriels rigides et nous les inté-

grons.

Proposition 4.1.3.
Le champ W possede une I-intégration ainsi qu’une 2-intégration pour I’hypersurface
M.

105. L’annulation du quatrieme et du cinquieme terme revient a combiner X; et X3, en plus compliqué;
I’annulation du quatrieme avec le dixieme terme est comprise dans X, ; enfin, celle des quatrieme et
onzieme termes est également une combinaison de X, et X3.
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Démonstration. Nous savons déja que W possede une intégration qui est le champ d’Eu-

06 p— 1L y3 .0 9
lor'%, E = 2; 53,57 + wi.
Concernant la 2-intégration, il suffit de prouver que I’hypersurface est balancée '%7,

c’est-a-dire qu’il existe un champ reproducteur. Construisons ce champ. Soit
3
0
S
fj 0z j

J=1

un champ reproducteur, c’est-a-dire que, pour un a € R,

X®P) = aP
& [T+ ARR+LHT'T + HRR+ iRR = a(nZ’ +2% +RR)
& en observant les termes en R : fiR;, + AR, + f3R., = aR
en observant les termes en 5{5 : fi =az
en observant les termes en 7; : tf, = az.
Ce systeme d’équation est clairement résoluble. O
Proposition 4.1.4.
Les champs Xs et X5 ne posseéde pas de 2-intégrations et ont une seule I-intégration
chacun,
Xi= (s + %w)% + %zgﬂa% + 2w,
Xi = (iz25 + %w)% + ézﬁ”% + izgw%.
Démonstration. Nous rappelons que R, = 0, qui est un critere pour I’existence des

deux champs a intégrer. Nous commengons par fusionner les deux champs en un seul,
0 0
Ys = a— + 2iazt—, aeC".
071 Zow’

Une 1-intégration de Y5 est donc de type

0 0 0 _ 0
Y= (g1(2) + aw) g+ Q)5+ @5+ Qiazyw + §(2) o,

106. Cf. exemple 2.1.20, p.35.
107. Cf. théoreme 3.2.9, p.66. Cf. également définition 3.2.7, p.65, remarque 4.2.4, p.98 et théoreme
2.1.25, p.39. Citer le lemme 4.2.5, p.99, serait d’ailleurs suffisant pour cette démonstration.
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et pour que ce champ appartienne a hol(M, p), nous posons

0 2Re Yi(P —Imw)
$1(D %" +awz’ + (h2(2) 2577 + 2D R, R + ¢3(2) R, R + 2iazsws + L)
+(...)
= 012 + )7 T+ R@RLR + g RR
+$1(0) 22" + D) 112" + p2(2) RR., + $3(2) RR.,
+a(f + P+ a( — iP)z — as(U + iP) — az' (U — iP)
= $1@Q% + ()57 + 62D R,R + ¢3(2) R,R
+012) 2L + €22 2175 + $2(2) RR., + ¢3(2) RR., + 2iaP%’ — 2iaP 2"
= 1% + 2257 + $2(D R,R + ¢3(2) R,R
+¢1(2) 22" + €d(2) 2122 + ¢2(2) RR., + ¢3(2) RR.,

+2iaz1zy " + 2iazhzizy’ + 2iaRz, R — 2iaziz5z' — 2iazazi — 2iazsRR.

Nous rappelons que le ¢ disparait pour des questions de mixité. La derniere ligne de

I’équation ci-dessus s’avere intéressante.

Le terme 2iaz,Z; ne peut s annuler qu’avec £¢»(z) 212" . Ainsi, ¢o(z) = Hazlel,
Le terme 2iaz§55€ ne peut s’annuler qu’avec ¢;(z) 22", Ainsi, ¢1(z) = 2iaziz5. Par

conjugaison, d’autres termes s’annulent également et il reste, a cette étape,

0 =  ¢(DR,R+3)R,R+ $:(2) RR,, + ¢3(2) RR.,

+2iaR7,'R — 2iaz'RR.

Une comparaison des parties antitholomorphes, en partant du terme 2iaR7:'R par exemple,

permet d’affirmer que
0 = ¢2(2) RR,, + ¢3(2) RR,, + 2iaR%;'R,
2ia (+1

autrement dit, avec ¢(z) = °z;",

0 = Za7HR + ¢3(2) R, — 2iaz: R.
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Ainsi,

hiz {—deg R,
a4 ————2523.
$3(2) = fdeg R 223
Le champ intégré est donc
1 — ¢ 9 o1 degR ¢ .
Ys = (2iaziz, + aw)a + L e 2ia Taeg R Z2Z3 -+ 2zaz2 7 a€C
1

Notons qu’intégrer Y3 ne fait pas sens pour des raisons de degré '*®. m

Proposition 4.1.5.
Aucun des champs Xy, X, X3, X et X7 ne possede d’I-intégration.

Démonstration. Nous savons que Xy, X, et X3 ne peuvent étre intégrés. 11 s’agit de ro-

tations qui ne s’intégrent donc pas '?. 1l est également possible d’arriver a cette conclu-
+1
2

sion avec les calculs. Nous les effectuons donc uniquement pour Xy, avec R = z,°,

comme exemple. Une 1-intégration de Xy = €z, % — @% est de type

Xy = ($1(2) + £’Z1W) + (2(2) - Zzw) o+ ¢>3(z) -t ¢(z)—
Pour que ce champ appartienne a hol(M, p), nous posons

0 2Re X}, (P — Imw)
$1(2) 7 + () 2577 + Bl s(2) 2

+(...).

1 ey
2 2

73?2 + lezz w— €z2z1w + 2¢(z)

Pour des questions de mixité, ¢(z) = O et cette équation doit en particulier &tre vraie

pour u = 0. Posons donc w = i#. L’équation devient

108. Cf. corollaire 2.1.26, p.40.
109. Cf. [55], p.348, théoreme 5.5.
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0 = $1DT + (@)L la+ @rpa(z)z%zﬁ
+61D) 2" + (D2 + Bles) z; 52
wmz%nw%ap—wﬁm+&m@P
= 01 + () 25T + Llen(2) z3 5t
101 2 + D) “¢3<z)z§
»

e, G4l g
120027 + 11250 +z1z3 55 ) - 26T + 37 + 2 UG ),

+

1 5—1
23?2

ce qui est impossible, les termes étant incompatibles. Par exemple, le terme szZf ne
peut s’annuler avec aucun autre terme (toujours en comparant les parties holomorphes
et antiholomorphes).

Il reste a traiter de X4 et X7. Leur intégration n’est pas possible pour des raisons
de degrés ''°. X} aurait un degré de

-1 30+ 1
——+1l=—"">1, etX! d +1=
+1 rv1 - e 2+ 1)

Effectivement, comme ¢ > 1,

20=C+¢>€C+1 et 3+1=20+C+1>20+2.

Nous pouvons formuler le résultat final comme suit.

110. Cf. corollaire 2.1.26, p.40.
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Théoreme 4.1.6.

Si € > 1 et si M est donnée par I’équation
=, (=, pp
Imw =712, + 2,21 + RR,

avec R un monoéme dépendant de z3, alors dim g € {6; 11; 12}. De plus,

-1
dimg =12 & M est biholomorphe a une hypersurface avec R = z,* z3,
dimg =11 & M estdans les autres cas, mais avec avec R, =0,

dimg=6 & M estdans les autres cas.

Démonstration. Toutes les hypersurfaces contiennent X; (et donc E et W?), X,, X; et
X,. Ces champs ont un coeflicient réel, donc nous avons les six dimensions réelles. Si

R., = 0,nous ajoutons Ys et Y., toutes deux avec coefficient complexe, ainsi que X, avec

-1
coefficient réel. Cinq dimensions sont donc ajoutées. Enfin, le cas R = z,° z3 permet X

(une dimension réelle supplémentaire). O

Proposition 4.1.7.

Si € > 1 et si M est donnée par I’équation
Ll p4l
— i 1
Imw =22 +252 + 773 %,
alors dimg = 11. Plus précisément, nous avons dimg_; = 1, dim g 1 = 2, dimg, = 4,
+

dimgﬁ;: =1, dimg(i1 =2etdimg; = 1.

4.1.1 Remarque de généralisation

Le probleme PQOR consiste a considérer 1’hypersurface modele réelle M de C* Levi
dégénérée, holomorphiquement non dégénérée, de type fini et dont les éléments, notés
(21, 22, 23, W) € C*, satisfont

Imw = PQ + QP + RR,

ou P, Q et R sont des polyndmes dépendant de (z;, 25, z3). Nous verrons que le cas mo-

nomial - ¢’est-a-dire avec les trois polyndmes qui sont des mondmes - nous intéressera.
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Dans ce cas, nous pouvons spécifier le fait que I’hypersurface soit holomorphiquement

non dégénérée en fonction des degrés de chaque variable des mondomes.

Lemme 4.1.8.
Soit M une hypersurface monomiale de type PQR, décrite par

Imw = PQ + QP + RR,

on P = 7202270, Q = ' et R = 2272, Alors M est holomorphiquement non
dégénérée si et seulement si

a i 7N

@ B 7n|#0.

@ B3 73

Démonstration. Par le lemme suivant, I’hypersurface POR est holomorphiquement non

dégénérée si et seulement si le jacobien de P, Q et R est non nul. Dans notre cas mono-

mial,
PZ[ QZ] RZI
0 7& J(Pa Q, R) = PZz sz RZZ
PZ3 QZ3 RZ3

a1—1_ar _a 1—-1_B2 B3 yi—-1l_v2_v3
@iz 2% IBIZf Zgzg YiZp L4

a) _an—1_a h—1_f3 1. y2-1_v3
®7,'%" 25 IBZZ?ZZ; Zg Y22)'2y %

a) _ay _az—1 3—1 v y2 y3—1
Q3leZ22Z33 B3Zflz,§2z§3 ’}’3Z11Z22233

1. B2-1_ps3 y1,72-1_v3

a,lztll—lzdzzfm 22?25 Zg Y221 %y L3

1 2 %3 1 B2 p3-1 Y1 y2 v3—1
14'Z Z/33 RESTIRORA!

ayp _ax-1_as i v2—1_y3
B @2 % L3 MY 4G
1< 2 3 ay _ay _a3—1 yi_v2_v3—1

-1 -1
+,y1Z71—1Z)’2Z73 QQZ(IY]Z;” Z(SZ3 IBZZ?Z[;Z Z§3
Z 21

1 2 %3 a,3Z61¥1Z;¥2Z<3Y31 ,BSZ?Z?ZZ?

@ Bi1 7
_ a1 +B1+y1—1 _ax+fo+y2—1_az+B3+y3—1
- (0%) ﬁZ Y2 Z] Zg Z3 .
@ B3 73
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Grace aux variables z;, 7, et z3, qui sont en particulier non nulles, I’ affirmation est dé-

montrée. O

Lemme 4.1.9.
Soit M une hypersurface de type POR. Alors M est holomorphiquement non dégénérée

si et seulement si le jacobien de P, Q et R est non nul.

Démonstration. Nous prouvons le premier sens de la double implication par contrapo-
sée. Supposons donc que le jacobien de P, Q et R soit nul. Nous volons montrer que M

est holomorphiquement dégénérée.

Notons M, la matrice jacobienne dont le déterminant est le jacobien de P, Q et R,

noté J(P, O, R). Alors, nous étudions le champ vectoriel

> d
X = Z} fj(z)a—zj
=

qui satisfait
X(P)=0, X(Q)=0, et X(R)=0,

et il est clair que dans ce cas, X(#) = 0. Les trois équations forment le systeme

H@P, + L(P, + (0P, = 0
fl(Z)Qzl + fZ(Z)sz + f3(Z)QZ3 =0
@R, + LR, + (DR, = O,

ou sous forme matricielle,
M_]f =0.

Dans ce cas, J(P, Q,R) = 0 implique que le systeme d’équation homogene n’a pas un
rang maximal. Il existe donc au moins une solution non nulle pour f, ¢’est-a-dire pour

X. L’hypersurface est par conséquent holomorphiquement dégénérée.

Pour I’autre direction de la double implication, supposons que J(P,Q,R) # 0 et
montrons que I’hypersurface est holomorphiquement non dégénérée. Soit un champ

vectoriel

3
X=> fj(z)ai tel que X(P) = 0.
=1 %
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Or,
XP)=0 & X(P)O+X(Q)P+XRR =0.

Il est des lors important de constater que les trois termes de cette derniere équation ne
peuvent se compenser. En effet, si cela était le cas, en comparant les parties antiholo-
morphes par exemple, nous aurions, a des constantes pres, P = Q (avec X(R) = 0),
P = R (avec X(Q) = 0), Q = R (avec X(P) = 0) ou P = Q = R. Cela serait une
contradiction avec J(P, Q,R) # 0.
Ainsi,
XP)=0 & XP)=0, X(Q)=0, et X(R)=0.

Cette derniere équation revient a I’équation matricielle M; f = 0 décrite ci-avant. Comme
J(P,Q,R) # 0, ce systeme d’équations homogene a un rang maximal et il existe une

seule solution, X = 0. L’hypersurface est par conséquent holomorphiquement non dé-

générée. O

4.2 Probleme POR découplé

Définition 4.2.1.
Un polyndme P est dit découplé s’il s’écrit comme deux polyndmes ne dépendant pas

des mémes variables.

Nous traitons le cas découplé ou I’équation définissant I’hypersurface (réelle, Levi
dégénérée, holomorphiquement non dégénérée et de type fini) pour le probleme PQOR
admet deux polyndmes, P et Q, qui ne dépendent que de (z1, 2), et un polyndme, R, qui
ne dépend que de z3 :

Imw = P(z1,22)0@1,22) + Q(z1, 22)P(21, 22) + R(z3)R(23).

Une telle hypersurface est dite de type PQR découplée. Pour des questions d’homogé-
néité, R est monomial. En effet, deux mondmes homogenes, diftérents et ne dépendant
qu’uniquement d’une variable, z3 ici, sont forcément regroupables en un mondme. Nous

notons également que le degré de R

deg P + deg QO

degR =
eg >

(e NY).
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En toute logique, nous prenons la décomposition de g en commencant par les degrés
pondérés les plus petits. Nous rappelons qu’évidemment, dimg_; = 1, avec W comme
élément. Nous notons également que ce cas généralise relativement aisément le pro-

bleme PQ précédent.

4.2.1 Propriétés de g,

Lemme 4.2.2.
Soit M une hypersurface de type PQR découplée. Si M admet une symétrie tubulaire,

alors M est biholomorphiquement équivalente a

1+ 14
— — 1t
Imw =222 + 2521 +2;° 23 2

ou € est impair.

Démonstration. Pour des questions de degré pondéré, une symétrie tubulaire s’écrit
comme 5 5 P 5
X=a—+b—+c—+g(21,2,23) 5,
0z 0z, 03 ow
ol a, b et ¢ sont des constantes complexes. Nous voyons premierement que ¢ = 0, car

I’hypersurface est découplée. En effet, si nous calculons

2ReX(PQ+ QP +RR) = a(P, 0+ Q. P)+a(QP, +PQ,)
+b(P,Q + Q.,P) + b(QP,, + PQ,)
+cR,R+CRR, + ig - ig,

nous constatons, a cause du découplage (et en écartant la possibilité d’hyperquadrique),

que ¢ = 0 et que g ne dépend pas de z3.

Nous détaillons ensuite deux changements de variables qui ont pour but 1’aplatisse-

ment de I’hypersurface. Le premier changement de variables est le suivant :

21 = aZ’la
22 = bz +2,
= 73 (=cz) +25).
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Cela implique en particulier, par la regle de la chaine, que

i_iazl+i@+iaZ3 0 0
87, 02107, 0207,  z3 07, 0z1 0z

0 0 0 0
., = — et i = —.
0z, 0z 0z,  0z3
Nous pouvons donc réécrire X = Biz’l + g(z}, z’z)%, mais g ne dépend que de 7). En effet,
si g dépendait de z|, alors, dans les nouvelles coordonnées, X € g donnerait

0 = Pz/1§+ Qz/lﬁ+%+ égz;
+QP; + PO +BR - iz,

ce qui est impossible. Dans ce cas, nous aurions effectivement, sans restriction de la
geénéralité, P, O+ QPy = 0et Oy P+ 58 + POy — 38, donc Py =iQet O, =c € C.
Or,siQ =czj,alors P = 3 iz}?, et 'hypersurface serait holomorphiquement dégénérée.

Nous écrivons donc g = g(z)).
Le second changement de variables est le suivant :

zf,’ = z;-, pour j=1,2,3,

"= ow-Zg@).

w

I implique en particulier que ;% = -, et que

o 602’1+ 60z’2+ 6ﬁzg+iaw_i+ (z')i
oz " oz, 07 " a0z oz,07  owozy oz S Paw

Nous obtenons un champ qui s’écrit comme

¥ 0
ﬁz’l”

et qui agit sur une hypersurface modifiée, ou le terme —z;g(z5) de w” a ajouté un terme

pluriharmonique dans 1’équation. En effet,

94



w-w _ w +7g@) - w” =7 g(2)

Imw =

2i 2i

v, 28E) | (218)
=Imw"” + + ,
VT T 2i
et si nous posons

. 7,8(z5)

H(z},25) = —#,

I’équation définissant I’hypersurface s’écrit
Imw” = PO+ QP +RR+ H + H.

Nous observons finalement que ce modele reste découplé apres les changements de

1 ' reste applicable pour le champ X = % avec simplement
1

un polyndme muet R, car il est découplé et ne dépend pas de z}'. Cependant, dans ce

variables, et le lemme 3.2.1

dernier lemme, I’hypersurface définie par Imw = zlzgif + 257172 + RR est impossible,

20+1
2

Imw = 7,2, + 2+ RR, avec { impair. Le fait que R ne dépende que de z3 implique

car degR = ¢ N. Nous ne gardons donc que I’hypersurface particuliere donnée par

qu’il est monomial par homogénéité et I’affirmation est prouvée.

£ 9 £ 5e1 s s 214
Prenons également X = 57 pour vérifier qu’il n’y a pas d’autre élément de g,.
Appliqué a I’équation définissante, 0 = R,,R — RR_,, nous voyons immédiatement que

ce champ n’a pas de sens une fois de plus pour des raisons de découplage. O

4.2.2 Propriétés de g,

Le lemme suivant, qui permet la décomposition des rotations en trois sous-groupes

(les nilpotentes, les diagonales réelles et imaginaires) reste valable.

111. Dans la démonstration de ce lemme, le champ X = i a%l apparait. Nous pouvons voir cela comme

17

un troisieme changement de variable, z{ = iz}”,

lemme 3.6.

qui transforme X = %,1, en X = i%,l,,. Cf. [49], p.261,
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Lemme 4.2.3.
Soit M une hypersurface monomiale de type POR découplée 2.

Alors toute rotation X € ¢, peut étre décomposée en une rotation purement diagonale,

X € gge b gg)m, et une rotation sans diagonale qui elle, est nilpotente, X, € gg’”' :

X=X +X.
Démonstration. Soit une rotation

0 0
X =(anz1 +anz +a3zz)— + (a2121 + anzy + ax3zz)7— + (3121 + a + a3i)—,
821 622 623

ou du point de vue matriciel '3,

ay ap ap ar 0 0 ap ap
Ax =|ay axp axn|=Ax, +Ax, = axn +lan 0 axl,
asz; dzp asz 0 ass ay; axn 0

avec X; diagonale. Nous considérons les mondmes P = cpz25, Q = 72} et R = cgzs,

ou cp, cp et cg sont des constantes complexes et ou nous notons que

+B+vy+0o
_atpry+o

1.
2

Alors, en laissant de c6té les constantes pour 1’instant,

112. Cf.lemme 3.2.13, p.68, pour le probleme PQ.
113. Cf. section 2.2.3, p.44.
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—5 —a— —
0 = 2ReX (2% +2250"% +5%)

= (ana+apf+any + and) ZHa' %’ + @na + app + any + and) 255°%°
+€(as; + a33) 2523° 4.5)
tapaezy' BN TR + anyd AN 0D
+021ﬁZ1+IZﬁ 0w+ 021521 22 177"
+anez)’ 2’0 D Fanyn P '
+a_21ﬁ21y226Z_1&+ zﬂ_ + a21021" 22 57+156_1 (4.6)

-1 —6 -1 _6_ —a—
+013CYZT Z§Z3Z_17Z2 +a13)’ZT 22Z3Z1QZ25

-1 —0 5—1_ —a—y
+6123/3€¥Z?Z§ 532122 + ax302,25 Nk

N 1—B—  —
+6113C¥Z1y22550 Z2'BZ3 + a13yz7; Zzﬁay Zz 3

I ——B-1—  — —5—
+afaz 2°7°% T + 0302120 % 4.7)
tazi€n1z§ T3¢ + an€enss %

S I —
+a31€237125° + U32€237223° - (4.8)

Etudions ce membre de droite de I’équation. La premiére partie, (4.5), ne peut se sim-
plifier avec le reste. En effet, nous le voyons en comparant les degrés des parties ho-
lomorphes ou antiholomorphes et nous savons également que P et Q ne peuvent étre
égaux. Nous avons donc que le champ diagonal

0

X\ =anzi— +ani— +ani—

hol(M, p).
2 P € hol(M, p)

923
Nous en concluons que le champ X, = X — X; € hol(M, p). Montrons que X, est une
rotation nilpotente.

Comme rotation, cela signifie en particulier que les parties (4.6), (4.7) et (4.8) s’an-
nulent. Pour la partie (4.8), en contemplant les degrés, nous voyons que ces termes ne
peuvent s’annuler sans que a3; = as; = 0. Il en va de méme pour la partie (4.7). En effet,
cette partie contient toujours un zz mal placé qui ne peut aider I’annulation en regardant
les degrés des différentes variables. Chaque terme de cette partie s’annule donc seul.
Pour I'instant,

apz =ax =az =az =0.
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La partie (4.6) est similaire au cas du modele PQ dans C>. Les mémes possibilités sont

donc déduites ''*, a savoir

app = ay =0,
a1 =0, a,+#0, avec a—-1=vy, B+1=0, ou
ap =0, ay #0, avec a+1l=y, B-1=0.

Notre champ X, a donc trois matrices différentes possibles :

0 0O 0 ap O 0 00
0 0 Of, |0 O Of, ou Jay 0 0f,
0 0O 0 0 O 0 00
qui sont nilpotentes. O

Pour classifier ces différentes rotations, nous rappelons la définition suivante.

Remarque 4.2.4.
Une hypersurface polynomiale, avec équation Imw = P, est dite balancée s’il existe un

champ complexe reproducteur. C’est-a-dire qu’il existe Y tel que '
Y(P) =

Un tel Y est en fait un champ linéaire

3
- 0
Y = g A Rja >
j=1 (9Zj
tel que, si nous notons

P = ik @2k cm ,Blk ,BZkZ?,,B?k +Z1ﬁlkZ2ﬁ2kZ3ﬁ3kZ1 2 +Z Z)’w Yar 73(*)’15572/5)’3{

m
Zl 4372 1 % %3¢
=1

avec m le nombre de monomes de P@ et mg celui de RR,

114. Cf. démonstration du lemme 3.2.13, p.68.
115. Cf. définition 3.2.7, p.65, ou [49], p.114, définition 2.4.
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|
p—

A + Ay + Bzazg

Bk + P + 3Pz = 1
Ayie+ Dy +yiBe = 1,
pourtoutk =1,...,met{ = 1,...,mg, ceci venant d’étre défini dans le cas général, pas

forcément découplé.

Lemme 4.2.5.
Soit M une hypersurface de type PQOR découplé. Si M est monomiale, alors M est ba-

lancée.

Démonstration. Comme M est monomiale, nous supposons que
— S21 @2 — 1 2 _ 73
P=z'7p, Q=44 et R=2.

R étant de toute facon indépendant par rapport a P ou Q, pour que 1’hypersurface soit
holomorphiquement non dégénérée, il faut que (a1, a;) et (B1,5;) soient linéairement
indépendants ''®. Sinon, avec (@), a;) = 1(8;,8,) le champ a»z; % - 61112% annulerait

P. Comme (ay, @) et (61, 3>) sont linéairement indépendants, le systeme d’équations

iy + ba, = 1
Afr+ A6, = 1
A3y = 1

3
0
possede une unique solution (4;, 4,, A3) qui implique que le champ X = Z Az . est
- Zj
Jj=1 J

un champ complexe reproducteur, car

X(P) = /11(1’1P§ + ﬂlﬁl Qﬁ + ﬂza’zpé + ﬂzﬁzQﬁ + /13’)/3RI_€ =P.

116. Cf. lemme 4.1.8, p.90.
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4.2.3 Propriétés de g;°

Lemme 4.2.6.
Soit une hypersurface de type POR découplée. Alors M posséde une rotation réelle si et

seulement si M est monomiale. De plus, dans ce cas, dimg gORe =1

Démonstration. Soit une rotation réelle dans sa forme normale, apres un éventuel chan-

: 0
X = Aizi—.
]-Z:; J Jazj

Concernant R, nous savons, par homogénéité, que ce polyndme est monomial. En outre,

gement de variables linéaire

par rapport a A3, nous avons
1327737 =0,
impliquant que A3 = 0. La réflexion est revient a se ramener au probleme PQ 7.

Ainsi, d’une part, pour tout mondme z‘f‘z‘;sz ‘Zf > dans le développement de PQ,

A(ay + 1) + L(ax +B2) =0,

avec A; # Ap, M étant holomorphiquement non dégénérée. En effet, si, par 1’absurde,

A=Ay = Ay, alors le champ X = 4 Z?:l Z j£ implique, vu qu’il est un automorphisme
J

infinitésimal CR,
0 = 2ReX(P -Imw)
A(a1PQ + B1QP + 2PQ + BoOP + QP + 1 PO + a2 QP + f,PQ)
Aa +ay + B + o) (PO + OP)
= PO+ QP =0 (contradiction).

D’autre part, a cause de I’homogénéité du degré pondéré, m, nous avons

(a1 +B1) + (a2 + B2) = m.

Ces deux équations donnent une unique solution pour a; + §; et a, + ;. Cette réflexion

est valable pour tout mondme de P@. Ainsi, le degré total, en z; et en z,, dans P@ est

117. Cf. lemme 3.2.17, p.71.
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constant. Par conséquent, P et Q sont des monomes (I’effet double produit jouant son

role). Le sens inverse découle des mémes réflexions.

De plus, I’équation
(@ + 1) + baz + B2) =0,

pour une hypersurface monomiale donnée, comporte des solutions, 4; et A,, qui forment

un ensemble de dimension réelle égale a un. O

4.2.4 Propriétés de g;"

Lemme 4.2.7.
Soit une hypersurface M de type PQR découplée. Alors il existe une rotation imaginaire

si et seulement si M est balancée.

Démonstration. Si M est balancée, par définition, il existe un champ complexe repro-

: )
Y = Z Ay
]:

ou 4y, 4, et 43 € R. Il suffit de former le champ purement imaginaire X := iY, qui,

ducteur

comme
2Re(X(P — Imw)) = 2Re(iY(P)) = 2Re(@P) = 0,

est une rotation.

L autre direction est plus intéressante !'8. Nous considérons une rotation imaginaire

2 0
X=1i /lij—
JZ:; aZj

dans sa forme normale, avec 4; € R. Si M est monomiale, alors elle est balancée et une
rotation imaginaire existe, c’est ce que nous venons de démonter. Supposons donc que
M soit non monomiale. Comme, par homogénéité, R est un mondme, c’est P@ qui sera
composé de plusieurs mondmes. Nous supposons, sans restriction de la généralité que

P possede plusieurs mondmes. Nous choisissons un mondme de PQ,

118. Cf.lemme 3.2.19, p.72. C’est également le cas.
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=Bi==H

ZZZ 22

que nous comparons avec un autre,

a1-n (y2+17
27 ﬁ]

b

Bz

Dans le développement suivant, nous ne nous intéressons donc qu’a ces deux mondmes

sachant qu’aucun autre mondme similaire ne peut apparaitre.

0=2ReX(PQ + QP + RR)

i 2T R

z/llozlzﬂ Zﬁ Zlm—zaz

4 l/ll(a’l _ U)ZQI -1 <Iz+71Z ,Blzzﬁz
_ l/l (al )Zﬁ Zﬁz—dl 77—052‘”7
ﬂl ﬁz

A+ 12T
l/lza’zzﬁ Zﬁ2_al_2(lz
A i + )Tz ‘ZZJ’" I

+l/11ﬁ12ﬂ Zﬁ alZ—2a2

— BT +

P BT T

_M]ﬂlzflh -n az TIZ ﬁlzzﬁz

+l/12ﬁ22ﬁ ZB 21" "

~ izt 2T T +

+iopa?) T

— iy (s, +77)Z€ Zgzzl(tl—ﬂz—zazﬂl —lﬂzﬁzza’ -7 22 +7 ﬁl ,32

Par conséquent, en comparant les coeflicients respectivement devant z z2

a1 (12+Tl Bl ﬁz
2

devant z, , hous obtenons

/ll(al —ﬁ1)+/12(a2—ﬁ2) =0
—n =P+ Llax+1-02)

|
L

Ai (e
qui, en les soustrayant et apres division par 1, impliquent
A=A = A
Dans la premiere des deux équations ci-dessus, cela implique

)+ ay =B+ .

71 T Zzﬁ2

et

Nous observons ainsi que P et Q ont le méme degré. En effet, cette réflexion reste

valable sur tout mondme de PQ et P est homogene.
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Concernant R = z}’z3", par homogénéité, nous avons,

ay+ay =B+ =73,

le degré de R, de P et de Q (a nouveau pour chaque mondme). En multipliant cette

équation par ¢ := nous obtenons que

1
Ays’

1
cay +cay =cf + B = 7

cela étant valable pour tout mondme. Ainsi, nous formons le champ

2 2
1 0 1 0 1 0
e 5

j=1

qui est un champ complexe reproducteur. En effet, pour effectuer les détails, si nous

notons, avec m le nombre de monomes pour PQ,
m
P = Z chnkzgzszlszzk + Z,lﬁ’lkzéﬁk k7 azk) + Z)’%Z—h’
k=1

alors
R(P) =

1 © _
7 Z (a'lk + a’2k) Zflllkzgzszlk ﬁzk Z (ﬁlk +ﬁ2k) Zﬁlkzﬁzk mk (l/2k ;’35}’3 =P,
3
k=1
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Nil.

4.2.5 Propriétés de g,

Lemme 4.2.8.
Soit une hypersurface M de type PQOR découplée. Si M admet une rotation nilpotente,

alors M est biholomorphe a

ko kel g le—ke— a1kt
Imw =izj2z1  —iZ, L2 +2 2 -

De plus, la dimension réelle des rotations nilpotentes est 1.

Démonstration. Sans restriction de la généralité, apres un éventuel changement de va-
riables linéaire, nous pouvons supposer que X = zla% est une rotation nilpotente. En
effet, il est impossible de considérer R pour une rotation nilpotente vu que ce mondme
est completement indépendant : z; a‘—; ou @% ne font pas de sens de ce contexte décou-

plé. Revenons a X. Etant en particulier un champ vectoriel CR infinitésimal, X satisfait
2P,0+20,P+ 0z P, + P70, = 0.
La seule possibilité, pour que cette équation soit valide, est que
uP,0+QuP,=0 et 7,0,P+Pz0., =0.

Donc, soit P,, = 0, soit Q., = 0. Supposons que le degré maximum en z, soit réalisé
par P. Ainsi X(Q) = 0, et nous écrivons Q = z’f“. Selon la premiere équation ci-avant,
21P, =iQ, donc P = iz’l‘zg. O

4.2.6 Propriétés de g,

Lemme 4.2.9.
Soit une hypersurface de type POR découplée. Alors,

dimg, < 1.

Plus précisément, si J(P, Q) divise QQ.. pour j = 1,2, alors dimg. = 1.
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Démonstration. Soit une rotation généralisée X € ¢.. Alors son degré pondéré satisfait
deg X > 0, et

0 = X(P)O+X(Q)P +X(R)R
+0X(P) + PX(Q) + RX(R).

Nous étudions cette équation en considérant deux cas : lorsque deg P = deg Q, ou, sans

restriction de la généralité, deg P < deg Q.

Dans le premier cas, par homogénéité, nous avons deg R = deg P = deg Q, et notre
équation implique que
X(P)O + X(Q)P + X(R)R =0

car par exemple, deg X(P) > deg P, et ces termes ne peuvent s’annuler. De plus, PQ
et R étant découplés, nous en déduisons (pour la partie avec z3), que X(R)R = 0, mais
également que

X(P)Q + X(Q)P =0,

impliquant, en comparant les parties antiholomorphes, que Q = aP. Or, si P et Q ont des
degrés identiques, I’hypersurface est holomorphiquement dégénérée !'°. Nous écartons
donc ce cas.

deg P+deg Q

Dans le second cas, nous notons au passage que deg R = >

, et notre équation
devient
0= X(P)O + X(R)R + OX(P) + RX(R).

En effet, deg X(Q) est trop grand et ne peut s’annuler avec un autre terme '2°. Cette
équation n’a que deux possibilités pour étre valide. La premiere est que

X(P)O+RX(R) =0, et X(Q)=0,
et la seconde est que

X(P)O + OX(P), X(R)=0, et X(Q)=0.

119. Cf. lemme 4.1.8, p.90.
120. Cela nous donne des informations sur X par rapport a Q, mais nous laissons cela de coté pour le
moment.
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La premiere possibilité n’est pas réalisable, car I’hypersurface est découplée. La seule

possibilité est donc la seconde. Comme X(R) = 0, f3 = 0 donc X = Z?:] ‘f}(Zl,ZQ,Zg)%.
J

En outre, X(P) = aQ, avec a € C*. Mettant R de co6té, alors inintéressant, nous avons le

systeme d’équation

fl(ZbZZ’ Z3)le + fZ(ZbZZ’ Z3)PZ2 = G’Q,
f1(z1,20,23)0;, + fo(21,22,23)Q,, = 0,

et par Cramer 2!

_aQ0,
fl(Zl,Zz) = J(PQ)
_aQQzl

fz(Zl,Zz) J(P—,Q)

Nous notons que cela est valide grace au fait que I’hypersurface est holomorphiquement

non dégénérée, ainsi 1?2, J(P, Q) # 0. Nous terminons en donnant explicitement

3 Q(ZI,Z2) 0 0
B J(P 0) (Q“a QZI@Zz)'

4.2.7 Propriétés de g,

Lemme 4.2.10.
Soit M une hypersurface de type POR découplée. Alors

dimg;=1 = dimg,=1.

Démonstration. Intégrons le champ X = iai sur I’'unique hypersurface sur laquelle ce
— <1 —_

champ existe, Imw = 2155 + zgz_l + RR + H + H, ou H est le fruit d’un changement de

variables non linéaire, et comme nous I’avons vu, ce terme pluriharmonique ne dépend

pas de z3. Seul R dépend de z3. Une intégration de X s’écrit comme

121. Cf. [34], p.143, théoréme 5.2.
122. Cf. lemme 4.1.8, p.90.
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L . 9 9 9
X = (¢1(2) +iw) p + ¢2(2) . + ¢3(2) . + ¢(2) B

Pour qu’elle soit un automorphisme infinitésimal CR, nous posons,

0 = 2ReX'(P-1Imw)
= W + ¢ + 092t 7 + G3R,R + iwH,, + ¢ H,, + ¢oH, + Lo
—iwz' + g1’ + i + G3RR,, — iwH,, + $ i H,, + $oH,, — 19,
= iW+iP)% +i+iP)H, —iu—iP)z" —i(u—iP)H,
T + (022 T + GRR+ $iHy + o H, + 56
+91" + BT T+ GRR + G, + B — 4
= (W+iP)T +iu+iP)H., —i(u—iP) —iu—iP)H,
+...

= iz — P +iuH, - PH., —iuz' — Pt — iuH,, — PH,,

+...

. (—C T ==t
= (D' +H, -0 -H,)-P(@& + H, +5+H,)+...

Par rapport 2 u = Re w, nous voyons que H,, = z5, donc que H = zlzg. Cette équation
devient donc

0 = —273(5[+z§)+...
— _Q(lef +2571 + RR + 7,2} +EZ_2€)(5€ +Zg) ...
= —4udn -20% - 25T - 44T n - 20g - 24 - 24RR - 2R R
+$172 + (o35 T + GRLR + 125 + (oz1Zy ! + Lo

R . —{(-1 — - T — -1 —
+0122" + {217 + G3RR + ¢1z2 + iz — 5.
Si nous prenons le premier terme, il ne peut s’annuler que de la maniere suivante :

— —
—421Z§Zz + @122 =0.
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Nous obtenons ¢; = 4zlzg. Si nous prenons le deuxieme terme, il ne peut s’annuler que
de la maniere suivante :
20,y —-1
—22122" + s =0,

et nous obtenons ¢, = %zé“. Enfin, si nous prenons le septieme terme, il ne peut s’an-
nuler que de la maniere suivante :

~275RR + $3R,R = 0,

et nous obtenons ¢z = @2523. Ces calculs fonctionnent évidemment pour les paires de
conjugués. La partie uniquement holomorphe de 1’équation s’annule d’elle-méme sans
avoir recours a ¢, impliquant en particulier ¢ = 0, ce qui est également le cas pour la

partie uniquement antiholomorphe. L’équation est donc valide et le champ CR est donc

o 2 0 2
Xl:4 [+~ _+_[+1_+_€ — € .
( 4z lw) 5Z1 €Z2 (922 degRZZZ3 8Z3 B

4.2.8 Propriétés de g,

Nous savons que dimg; = 0 ou 1. Cette dimension vaut 1 si et seulement si M est

balancée '%.

4.2.9 Résultat

Nous pouvons formuler le résultat final comme suit.

123. Cf. [55], p.323, théoreme 1.1.
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Théoreme 4.2.11.
Soit M une hypersurface de type PQR découplée. Alors dimg € {2;3;4;5;6; 11}. Plus
précisément,

1+ +

dimg=11 & M est biholomorphe a Imw = lez + 2221 + ZT_ ,{ impair,
dimg=6 < M est biholomorphe a Imw = ileZH + lZ]f+IZ1 2+ Z§+1Z3 !
dimg=50u6 & M est une autre hypersurface monomiale balancée,
dimg=4o0u5 & M estune autre hypersurface non monomiale balancée,
dimg=2o0u3 & M n’estpas balancée.

Démonstration. Dans les lemmes ci-avant, nous voyons que si M est biholomorphe a
1+f _ 1t
Imw =22 +2521+2," 73 7 avec ¢ impair, alors le résultat se trouve dans le cas modele

précédant '**.

. . < . —k+1 +1
Si M est biholomorphe a Imw = lz’{Z2Z1 lzlf”zl 7+ z’é“z ,

dimg, = dimg, =0 dimgi*=1 dimgy" =1 dimgy" =1 dimg, =1 dimg, = 1.

En effet, nous calculons aisément que le critere pour une rotation généralisée n’est pas

satisfait 123, De plus, nous vérifions facilement que cette hypersurface est balancée avec,

P8 Qk+i 1
k+1Z1621 T 1 2622+k+lz3ﬂz

W et le champ d’Euler, nous obtenons 1I’affirmation correspondante.

comme champ complexe reproducteur Y = . En ajoutant

Si M est une autre hypersurface monomiale balancée, alors la réflexion est la méme

avec la rotation nilpotente en moins. La rotation généralisée peut apparaitre ou non.

Pour toutes les autres hypersurfaces non monomiales, mais balancées, nous 6tons

une dimension pour la rotation réelle.

Pour les autres hypersurfaces non balancées (donc non monomiales '?%), nous dtons

une dimension pour la rotation imaginaire ainsi qu’une dimension pour g;. O

124. Cf. proposition 4.1.7, p.89.

125. Cf. lemme 4.2.9, p.104. Nous voyons que dans la preuve, il est essentiel que P et Q n’aient pas le
méme degré. Ce n’est pas le cas pour I’hypersurface en question.

126. Cf.lemme 4.2.5, p.99.
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4.3 Probleme POR

Nous traitons le cas non découplé, ou I’équation définissant I’hypersurface réelle,
Levi dégénérée, holomorphiquement non dégénérée et de type fini, pour le probleme
PQR admet trois polynémes, P, Q et R, qui dépendent tous de z = (1, 22, 23) :

Imw = P(2)0(z) + O(2)P(2) + R(DR(Z).

Une telle hypersurface est dite de type PQR. Nous notons que, comme pour le cas
découplé, le degré de R

deg P + deg QO

degR =
eg >

(e NY).

Le cas monomial, avec les trois polynomes, P, Q et R qui sont des mondmes, s’ avere
plus intéressant. En effet, sans la condition de monomialité, il semble pour I’instant
difficile de s’exprimer sur la dimension du groupe des symétries. Nous notons égale-
ment qu’il faut au minimum trois polyndmes dans C* pour obtenir une hypersurface

holomorphiquement non dégénérée '%7.

Nous soulignons également que le point le plus important de cette section est sans

doute le théoreme 4.3.1, p.111, qui propose une décomposition originale des rotations.

En toute logique, nous prenons la décomposition de g en commencant par les degrés
pondérés les plus petits. Nous rappelons qu’évidemment, dimg_; = 1, avec W comme

élément. En outre, le cas de g, sera abordé en méme temps que g,,.

127. Cf. proposition 2.2.2, p.40.
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4.3.1 Propriétés de g,

Théoréme 4.3.1.
Soit une hypersurface monomiale de type POR '8,
Alors toute rotation X € ¢, peut étre décomposée en une rotation purement diagonale,

D = Dge + Dy, € 83° ® 83", et en au plus deux rotations nilpotentes, Ny + N, € gj"" :

X=D+ N = Dg. + Dy, + N| + N>.
De plus, dans ce cas monomial,
dimg g3 € {0; 1;2;3}.

La définition ainsi que le lemme suivants seront utilisé dans la démonstration du

théoréme.

Définition 4.3.2.
Soit une rotation
: )
X = Z ajix7—, avecaj € C.

4 82 j

Jik=1
Une telle rotation est dite irréductible si tous les termes a jkzk£ (aj € C) de cette

J
rotation interferent entre eux dans 1I’annulation de I’équation définissante (stipulant que
X € g). Elle est dite séparable si elle n’est pas irréductible. Dans ce cas, les a jkzk£ sont
J
décomposables en au moins deux groupes qui n’interfeérent pas et qui correspondent a
au moins deux rotations : X = X; + X; (chaque terme a ijk% est dans une des deux
J

rotations).

Exemple 4.3.3.
Toute rotation a un seul terme, a jkzkﬁ, est trivialement irréductible. Par contre, la rota-
J
tion P 5
X = izl— + iZ3—,
(9Z1 (923

par rapport a I’hypersurface holomorphiquement non dégénérée

2 =2, 2 =2—
Imw = 212212223 + 2122232122 + 252322 33

128. Cf. lemme 3.2.13, p.68, pour le probleme PQ et lemme 4.2.3, p.96, pour le probleme POR décou-
plé. Cette décomposition n’a rien a voir avec celle de Dunford.
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est séparable en

0 0
Xi=iz1— et X, =iz
: ](921 2 3(923

En effet,
P —2, 2 =2
X(Z12221Z223 + 2122232122 + 252322 Z3)
. e . —_2 . 2 [ e —
= 12125212233 + 12122232122 + 12122232122 + 1252322 23,

ce qui montre bien que X; et X, sont des rotations.

Lemme 4.3.4.

Soit une hypersurface monomiale de type PQR. Alors toute rotation irréductible

0 0
= (apzn + ClmZ3)— + (an1z1 + dz%Z%) + (az121 + an)—,
07y 02, 0z3

avec diagonale nulle et pour laquelle ay, # 0, est nilpotente et satisfait

ay =aiz=axn =0
_ — =K+l —_ _k——=%k _
ay; #0 = Imw =2Re(cpcpz12523 + CrCRZ2732223 et a3 =0
_ —— k. =+l — _k——k _
az; #0 = Imw =2Re(cpcpz32322 + CrCR21Z,2122 et axz =0

— — et 1—
a» =0, a3, =0 = Imw=2Re (cchzlzg”Z;”Zza2+ % ) + CRCR2y 2,78

Démonstration du lemme.
Dans cette démonstration, nous travaillons sur une hypersurface monomiale de type
PQR. Notons donc P = c¢pz}'2)’25’, Q = cQz‘f‘zgzzg3 et R = cpz)'2)’zy’, ol cp, Cg et Cg

sont des constantes complexes. L’ équation de I’hypersurface en question est

Imw = CP@ZTI Zczrz Z;m Zlﬁ Z2'32 Z3ﬁ3 + CQGZ? 1 Z§2 Zgaam 5% + creR Z}]’l Z;/z Z? 525",

Considérons donc la rotation irréductible

0 0
= (anz + 611323)6 + (anzi + 612323)5 + (anz1 + 03222)6

<1 22 <3

ou du point de vue matriciel 1%,

129. Cf. section 2.2.3, p.44.
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0 apn a
AN: any 0

asy 0

ans |-
asi

L’équation a étudier, qui stipule que N est bien une rotation sur 1’hypersurface en ques-

tion, et que nous noterons (%), est

0=

=—h Z2ﬁ223ﬁ3 + CQ@ZB Zg Zg

g 05 R 0% R

ZReN(cPcQz1 2,°25°21 275"

— a1 _ar+] @
ancpegarzy' 2} z’er‘ o

— -1 1
+t11264_)610t1121ﬂl22/3223'83 5“2+ 2

+1 Br—
+L1126QCPﬁlZﬁ Zﬁz Z/33 @1 750273
1

+a1chcQﬁ1Z|“‘22”223‘”11/3‘ /fz+ 3/33

— 1 +1_y3—

+ancrepnz) 3 R n
— 1 +1

+ancrery121" 223 T T

aj+l _ar-1_a3

+aycpegmaz)' Tz, 2z PP

27723

1 1
+micocparziP 2P Z3ﬁ3 MR TI™

+a2|cQ5,32251"+ ZBZ lzﬁzﬂ‘ﬁa-zz

R +1 1
+021€P0Qﬁ221‘”Zz"zz3”3215‘ 1P

i+l -1 y3
+aricrery2zy T 2 ' "z

+1 1
+@BICRCRY2 1 N 222 23T H e
+1 _ar _a3-1 ar+1 _a;
+azicpegasz) 32 T T +ancpegasd) 5 T TP
—a+l—a -1 —a—a 1ﬂz 1
+m1coepaz P PPt 2 ™ +a32CQ0pagz|5IZZﬁzz3ﬁ? 1502t lzras-

+a31CQCPﬁ3Zﬁ1 ZﬁZZB3 1*01*022203 +a320QE/332ﬁ12ﬁ zﬁz lzlm*az*m

13
1 e
+azicpcof3z1™ 22“213”%16‘ o +a32€PcQﬁ311“‘zz“223‘“11/3‘ PP
== Y] v3—1 +1_y3-1—
+azicrerysz) ! 2 w12 +ancrtrysz) 2 ' R n "
_ " 1 +1 1
+a31cRCRY3211 2272237320 22223 +a32cReRY3211 227223371 " 2T

Y172 73‘)’1—’)/2‘)’3) -

4 CRCRZ] 3321722773

=1 _ar a3+l
+apscpeganz)” 2528 T

1
+ancoepa 2P P2z It

+013C’QCP,BIZ'8 2'622/33“7”‘7"25"3

1
+azepcgPfiz1® 22" Zs“‘mﬁl PP

_ 1 3+1 _
+apcrepniz) 2 a ' n”
V1=l ozy3+l

+aperery121”' 22" 2373717 T 2772

1 +1 —
+agzepcomad)' sy 3 T T

a1

1
+acoiparziP P P M "

+1
+acoippad) B L I
163+
+apcpeghra M 2 53T 2P
Y1, y2=1 yatl—y i —yr—y3

+ax3cRCRY22)'2,° 7y 212233

Py iy +1
+ancrery221" 22722373717 22 v

1=
V2T [2)

Nous rappelons que nous travaillons uniquement sur une rotation irréductible avec I’hy-

pothese que a;, # 0 et articulons la démonstration en sept parties.
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Partie 1. Pour commencer, montrons que a3 = 0 (pour notre rotation irréductible).

Certaines parties suivantes dans la démonstration utilisent des raisonnements similaires.
Cette premiere partie sera donc effectuée avec suffisamment de détails, qui seront rac-
courcis par la suite. Il est important d’observer tout d’abord que nous allons monter que
a3 # 0 uniquement pour la rotation irréductible en question : le coefficient a3 pourrait
exister pour une autre rotation, mais pas pour la rotation que nous étudions a présent.
Autrement dit, nous montrons que a;; €t a;3 ne peuvent coexister pour la méme rota-
tion irréductible et donc que a;3 ne peut etre qu’indépendant par rapport a notre rotation
irréductible.

Supposons par 1’absurde, uniquement pour la rotation irréductible avec a;, # 0, que
a3 # 0. L’idée est donc d’étudier I’annulation des termes de gauche avec les termes de

droite suivants

— —1_ar+] _as—B1—fr— — -1 +1—B1 —fr—
alZCPCQQ’IZCl” Zgz+ Z(:\?ZlﬁIZZ’BzZSﬁ} +6113€PCQQ’12T1 Zgzzgm Z1ﬁ1Z2ﬁ2Z3ﬁ3

S o~ 1— _— — -l —a3+1
+ancocpa1 2P 2P P T T " +ancocrai 2P 272 T G ™

— o Bi=1 o+l _fy— — — 0 Bl 1— —
+a12CQCP,81Z€l Z§2+ Z?ZIQIZQZZ?,% +6113CQCP,312€l Z§2Z§3+ 217" 5"

— — B 1—By+1— — — B 1—By—fr+1
"‘0!126’PCQ,3121“‘2202Z3”321'81 7 "‘(1136’PCQ,3121‘“22“223“321'81 T

—. i1 _y2+l_yi—yi=—v2=v3 —  i—1_ v _vitl—yi=—v2=—V3
TapcCrCRY1Z) 2 3210 227773 +a13CRCRY1Z) 3 %3 410 227713

— . —Yi-l—=y2+l==73 —_— = —Y1-l—=y2=y3+1
+ancrcry121”' 2273707 2T 3 +azcrery1217' 2272373217 22070

Deux termes peuvent s’annuler uniquement deux a deux (pour des questions de degré,
ce qui apparait clairement dans I’équation (x)). Des six termes en a;,, ce n’est pas une

restriction de la généralité que d’étudier uniquement

apcpoarZ NI TS et ancreryi] T T R H "
En effet, le fait de prendre le conjugué ne change pas 1’étude de cette annulation. Il en
va de méme avec la permutation de P et . Nous ajoutons que, comme 1’hypersurface
est holomorphiquement non dégénérée, ay, B, et y; ne peuvent €tre tous nuls a la fois.
Un de ces deux termes apparait donc forcément (avec éventuellement une permutation
de Pet Q).
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Concernant

— —1_ar+] _a3—p1—Br—
apcpoiZy' 25 Zg3Z1ﬁlZ2’82Z3ﬂ3,

(avec a; # 0), nous observons qu’il ne peut s’annuler qu’avec

— — -1 1
ascrcry1z' 250 T 2 n

En effet, une simple comparaison des puissances des variables holomorphes et antiho-

lomorphes ainsi que le fait que I’hypersurface soit holomorphiquement non dégénérée

(par exemple, il est impossible que Q = R) montrent I’impossibilité d’annulation du

terme en question avec une autre terme en a;3 '*°. Donc dans ce seul cas possible,

yvi = a—-1 = Bi+1
V2 = ax+1l = B>
v3 = a3z = Bz-—-1,

et nous pouvons montrer que y; = 0. Cela implique une contradiction avec I’homogé-

131

néité de I’hypersurface '°'. Nous montrons que y; = 0 en observant que le terme

—, 1=l n+l_yi—=yiz—=v25-3
A12CRCRY1Z] %, 237210 227773

pose probléeme, car méme réécrit,

—., 1=l n+l_yvi—yi—r25-3
A12CRCRY1Z] %, 237710 227733

—_— 1 Hh+1 3—1—(21—1—(1/2-{-1—(23
alchcRylzf Zg Zg 21 22 23

—Br—ps-1
Z2B223ﬁ3 ,

- a-2 _ar+2 _az—PF1+1
A1CRCRY1Z1 2" 23721

nous observons que cela n’est pas disponible dans I’ensemble de I’équation (). Nous

pourrions imaginer que ce terme s’annule avec des termes d’autres coefficients dans

130. Nous notons également que 1’annulation de ce terme avec un autre terme en aj, est traité dans la
partie 6. L’annulation de termes en a3 entre eux n’est pas I’objet de ce lemme, car il s’agirait d’une autre
rotation, indépendante de notre rotation N étudiée ici (qui est irréductible).

131. En effet, si, en tentant de forcer cette hypersurface, avec 8; = 0, pour ne pas étre —1, et a; = 1 (ne
pouvant étre nul, sinon I’hypersurface est holomorphiquement dégénérée), 1’ hypersurface décrite par

—ap+1—az+1 — o+

—_— +1— — +1 —an+1—
Imw = CPCQZIZ(ZYZZ?ZZ ) + CQCPZZ @3 = 5—C 0%} 'm : 2 3

1 J—
500" nY Y ererzy T 02 B

n’est pas homogene.

115



I’équation (%), mais il faudrait que ces termes (qui ne sont autres que des termes en PQ,
en QP ou en RR avec au maximum un degré de différence par variable) puissent s’écrire

comme une des trois possibilités ci-dessus, ce qui n’est pas le cas.

Concernant

——., Y1l _vo+l _yi—yi=—y2=—v3
A12CRCRY1Z) 2, 237321 2272377,

(avec y; # 0), nous observons, pour les mémes raisons, qu’il ne peut s’annuler qu’avec

]—1—(l2—a/3+1

B, B2, B3 7227 ,

a_BCQECth 227723 Z"

ce qui n’est pas une restriction par rapport au terme

a, @ asaﬁrlzﬁz—ﬁsﬂ

aizepCofini 223 3,

le point de vue, de P ou de Q, pouvant étre interverti. Dans ce cas,

Yi = a—-1 = Bi+1
Y2 = a = Br-1
Y3 = az+1 = Bs,

et ¢c’est maintenant le terme

— _1 1 ar—B1—B8) —
LllzC'pCQa]Z(llI Zgz+ Zg3ZIBIZ2'BZZ3ﬁ3

— - 1+1 B2 B3—lo—a1-2—ar+1—a3+1 _ —., Y1 2+l yi-l—yi=l—y+l=—y3
(—alchCRYIZf z‘;zf a1 27 23 = A2CRCRY121 2y 43 217 277 3

qui pose probleme (dans toute 1’équation (%)) en ne pouvant pas s’ annuler, sauf si a; =

0, ce qui est une contradiction avec I’homogénéité.

Partie 2. Pour poursuivre la démonstration, montrons que a, = 0.

Nous travaillons de maniere similaire. Supposons par 1’absurde, uniquement pour notre
rotation irréductible avec a;, # 0, que a; # 0 et I'idée est donc d’étudier des annula-

tions dans
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— 1 1 a3 —B; —B>)—|
ancregai T 8 T R

— — - 1—a 41—
+ancocpa 2P PP T M G

— o Bi=1 B+l Bi— —
+alchcpﬁlzf' Z§2+ Z§3Z1m§(lzza(13

— — B 1—By+1—
"‘61126’PCQ,3121”‘220223(1321'81 kA

—., Yi—1_y+l _viz—yiz=v2=—v3
+ancrCrY1Z) %, 3% 22773

1=l=y2+1>=73

— 1 ar—1 ar—B]—Br—
+ancpeoaz T T T

|+ l—ar—1—as

+aaicocraz P 2P P T T G

_ |_fo-1_Bi— —
+a21chp,82zf'+ 21232 Z§3Z1mzazz3a3

— — B+ 1—Br—1—
+aaicpCobhn M 10T R

Y2-1_viz=yi==v2==73
2

—_— +1
+ay1CRCRY2Z) 2y 2521 22 T

i+l —=y2-1—y3

+apcrcry121' 22753700 2 2 +a21CRCRY2217' 227?232 2 3

11 suffit a nouveau d’étudier les annulations des termes

Yo+l _y3

1-1 o+l a3 =—BisP=H3 —. _vi-1
et A12CRCRY1Z] 2,

a12Cp@a’1Z(f 2" %3721 22723 Y253

1 ya—
370"

avec d’autres termes en a,;. Au moins un de ces termes existe, car a; (ou 8, par permu-

tation de P et Q) et y; ne peuvent étre nuls en méme temps. En observant les exposants,

et sans restriction de la généralité (avec la conjugaison ou la permutation de P et Q),

nous observons comme précédemment deux possibilités.

La premiere est I’annulation de

— —1_ar+1 _as=Bi=—Br=— — +l—yr—1
apcpoanzy' T ST TITT avee  @aicrtryran' 25 T R B,
(avec a; # 0), qui implique
yi = -1 = Bi-1
Y2 = @+ 1 = ﬁz +1
y» = a = P

Dans ce cas, P et Q sont des mondmes semblables et ceci est une contradiction avec le

fait que I’hypersurface est holomorphiquement non dégénérée.
La seconde possibilité est I’annulation de

Y2+l _vic—=yi==v25=v3

—_ -1 —a1tl—an1
ancRCrNz) % 2330 %% avee S TR AR T

ayCoCpanzi”' 27?2321 2
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(avec y; # 0), qui implique

Yi = ar+l1 = gi+1
2 = ;-1 = B-1
Y3 = a3 = B

Dans ce cas, P et Q sont également des mondmes semblables et ceci est une contradic-
tion.

Partie 3. Pour poursuivre la démonstration, montrons que az, = 0.

Toujours avec la méme démarche, en supposant par I’absurde que a3, # 0 (uniquement
pour notre rotation irréductible avec a;; # 0), et sans restriction de la généralité, la

situation se réduit a deux annulations possibles (nous pouvons nous référer a I’équation

(),

— ., Jai—1 _at+l 3B Pr-hs - —Yi5=Y2+15=y3—1
apcpCoanzy' 250 2321 '22°23 0 avec  axncrCryzi 'z’ 'n n T,

et
—_— -1 _yo+1_y3 —_— = —aj—ar+l—a3-1
ancrCry1z) 2y 23717273 avec ancocraz” 2 P T T

La premiere annulation, avec a; # 0, implique que

vi = -1 = Bi
V2 = o+l = pBr—1
3 = a3 = B3+

avec a3 = 0, car le terme

J— 1 —1—B; —B,—
a3chCQa'3zflng+ ng Zlﬁ]Z2'BZZ3B3

1+l _y2 _y3—l—yi==y2+15=y3-1

—_— +1 -1 —a—l—ay+2—a3-1 —_—
( :a32CPCQCY3Zf1 Z§2 Z§3Z1a1 Zzaz Z3a3 :a3ZCpCQQ’3Z¥ 23 21 22 3 )

pose probleme dans (x). Il y a une contradiction avec I’homogénéité.
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La seconde annulation, avec y; # 0, implique que

Y1 = (03] = Bi+1
Y2 = ax+1l = B -1
Y3 = az—-1 = pBs.

avec a; = 0, car le terme

1 1
CllzC'pCQa]Z(llI Z(2¥2+ Z?Z]ﬁIZZ'BzZ}ﬁ%

- 1 3+1—a a+2 —1 _— -1 2 3+1 1 +1
(= ancrega ! 57 E NG R G = anepeganz] T B T T 2 G” )

pose probleme dans (x). Il y a encore une contradiction avec I’homogénéité.
Partie 4. Pour poursuivre la démonstration, montrons que
_ —_ _k—k+l —_ _k—=k _
apn+#0 = Imw=2Re (CPCQZ1Z3Z3 ) + CrCRZ2232223 €t az = 0.

En rappelant que la rotation en question est irréductible (avec a;; # 0), nous supposons

que ays # 0 et étudions les annulations entre termes de gauche et de droite dans

— +1 I
ancpega ) T N 0T T +ascpcgaaz) 2 T

1 +1— 1 +1
+ancocra1 2P 2P PN T T BN tancocraaziP PP T 5"

+a12CQCPIBIZﬁI ]Zﬁz+lzﬁs—a/1—(lz—oz3 +a23CQCP,82ZB zﬁz 1ZB3+1—QI_QZZQ3

— 1 +1
+acpcofizt” ‘ZzazZ%‘”Zlﬁ1 2T +ancercgbhn® ‘Z2&2Z:‘;‘”Z1ﬁ1 '
_ 1 iy —yr—y: 1 y3+1
taperen) ST AT R G +ancrCrya2)'sy B R
_— — —l=—y2+1—y —y1=—y2—1—y +1
+ancrery121"' 22223771 T 27 30 +ancrCrY221"' 227230 ' 5

Nous restons ouverts a I'intervention d’un autre coefficient dans (%), mais le but et

d’observer uniquement les annulations de

1 1 — +1
apcpcoizy'” 2 27 P77 et A12CRCRY1Z] z? T2 e

avec des termes en ap3. Sans restriction de la généralité, seules deux possibilités se

présentent : I’annulation de
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—_— a1—1_as+1 _a3=—B1=—PBr=— —_— -1 +1
apcpiganzy' '3 5T avee  ancrtryan' %m0 'R B,

avec a; # 0, et celle, avec y; # 0, de

—_— -1 _yo+1_y3 3 —_— = —aj—ar—1—a3+1
ancrepnz)' 200G avee  ancocrann” 2P ™ G

Nous pouvons déja éliminer la seconde possibilité, car, de maniere similaire aux étapes
précédente, nous avons

i = a = pi+l
2 = ex—-1 = Br-1
Y3 = a3+l = Bs.

avec a; = 0, car le terme

J— -1 1 — B —Br—
alchcQalz(f' Zngr 2(31321/31&'8213/33

_ — 1 o+l _Bi—l—a1—l—ar——az+] _ — V1=l 742 yi-l—yi-lo—=y+lo—y3
(—alchCQQIZL:Zg Z§ 1 22 723 = aplCpCozy 2, 23 2 2713

pose probleme dans toute I’équation (x). Il y a donc une contradiction avec I’homogé-

néité et cette possibilité n’en est pas une (comme précédemment).

Par contre, I’annulation entre

— 1 _ant] _as=—Bi—Br=— — eyt
apcpcoaiZ' 25 Z§321ﬁ122ﬁzz3ﬁ3 et  Gyicrery ' 225 '

est féconde. En effet, dans ce cas

vi = -1 = Bi
Y2 = Qx+ 1 = ﬁz +1
v3 = a3 = Bz-—1,

et nous pouvons constater deux conséquences : y; = 0eta; = 0.

Pour monter que y; = 0, il suffit d’observer que le terme

=, Y=Lyt yi—yi—yi—y3
A12CRCRY1Z] %y 237410 22°°%3
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— “2_m+2_o3=—Bi=—Pa+1=P-1 — —1_Br+2_P3—l—a)—l—ar+1—
( = alZCRCR')’lz(lll Z<212+ Zg3zlﬂlz2ﬁz+ Z3B3 — 6112CRCR71Z[1;1 2/232 Z§3 a5t 5 )
pose probleme, car il n’est pas disponible dans (%) et donc doit étre nul.

Pour monter que a, = 0, il suffit d’observer que le terme

-_— -1 +1—B1=—Br—
arcpcgaad 2 T

_ —_— 1+1 By _B3—-1—aj—l—ar—a3+1 _ —_— vi+l_y2=2 _y3+l—y|—yr—1—y3+1
(—6123CPCQCY2Z? Z§Z§ 21 278 =anCpCoarZy 2, 237 210227 23

pose également probleme dans (x). Le systeme devient alors

engendrant I’hypersurface décrite par
—  _k—k+1 — ktl——k —_ _k——k
Imw = CpCp212333 Ty CQCPZ3+ 2123 + CRCRZ2732233 »

qui a une rotation irréductible

N =apzn— +ansz—

0z1 0z

Nous observons que si k = 0, ’hypersurface est une hyperquadrique qui est donc Levi

non dégénérée, ce qui ne nous intéresse pas dans ce travail. Nous supposons donc que
k>1.

En outre, nous rappelons que nous avons considéré I’équation (%) dans son ensemble
pour I’annulation des termes problématiques. Ainsi, aucun autre coefficient, en plus de
a, et axs, ne peut intervenir et donc, az; = 0 (pour cette rotation irréductible unique-
ment).

Partie 5. Pour poursuivre la démonstration, montrons que

- —k+1 — ——k
a;120 = Imw=2Re (cchzgzﬂz * ) + cRchlzgzlzZ et a» =0.
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Rappelons que pour la partie 4, nous avons montré que pour une rotation irréductible,
_ —  _k=—k+l —  k——k _
ap, axz #0 = Imw =2Re(cpcp212323 + CrCR22232223 et az = 0.
11 suffit d’appliquer a ce résultat le changement de variable
B=2, =2, =2
pour que la partie S soit prouvée. Dans ces nouvelles coordonnées, I’hypersurface
— k. ——k+l — ket l—k— — _k=—=k
Imw = cpCozszaZa  + CoCpZy 22 25 + CRCRZIZHIIZ2 »
a donc une rotation irréductible

N =apzn—+anzi—.

0z 0z3
Nous observons également que si k = 0, ’hypersurface est une hyperquadrique qui est
donc Levi non dégénérée, ce qui ne nous intéresse pas dans ce travail. Nous supposons

donc que k > 1.

En outre, comme auparavant, nous rappelons que nous avons considéré I’équation
(%) dans son ensemble pour I’annulation des termes problématiques. Ainsi, aucun autre
coeflicient, en plus de a,; et as;, ne peut intervenir et donc, a,; = 0 (pour cette rotation
irréductible uniquement). D’ailleurs, a3 # 0 et az; # 0 ne peuvent coexister car les

deux hypersurfaces trouvées dans les parties 4 et 5 sont incompatibles.
Partie 6. Pour poursuivre la démonstration, montrons que
@ a3—a2+1—a3) ——_ V2 V35=V25=Y3

a3 =0¢et a533=0 = Imw=2Re (CP@zlzz 7322 0 23 )+ CRCRZ; 73227723

Nous supposons que seul a;, # 0, pour une rotation irréductible, et étudions les annula-

tions dans
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— a-1_ap+l
apcpcozy'” 27 52 BIZ e

—ar+l—a
1= 2 2 3

+ancocra 2P 2P 5P ' 2

+6112CQCPﬁlZB1 1ZBZ+IZB3_(“5Q22—303

+apcpcofiz” ST i

—_ -1 +1
+apcrCryiz] 3 G

— S S —
+ancrcry1217' 2230 2 3,

en observant uniquement, et sans restriction de la généralité, I’annulation de

-1 _ar+l_as—B1—pB

Cl]sz@Q]Zl T 430 22 2Z3B3

—_ —_ +1_
avec  apcocraz P 2P T T ™ ™

et celle de

—1_ar+1 _a3—B1—pB

ancreoaiz)' N T T

— l—yp+1
avec anpcrCry121”' 2?50 .

La premiere annulation, avec @; # 0, implique que

a—-1 = B
[0%) +1 = ,82
as = Bs,

avec 1, ¥» et ys libres. Montrons, dans ce cas, que 8; = 0 et y; = 0. Nous voyons que
B1 =0, car le terme
— -1 +1 —a —ay—
alZCQCP,BlZ?l Zgz Z§3Zl(11z2azz303

-2 _ar+2 +1—Br—1—
( —Cl]QCQCP,Blle Zg2 Z(;3Z1ﬁl ZQﬁz Z3ﬁ3 )

pose probleme. Nous rappelons que tous les autres coefficients a j, avec j,k = 1,2, 3, ne
peuvent pas intervenir dans cette partie 6, pour cette rotation irréductible. Il est possible
que ce dernier terme s’annule avec un autre terme de (%), un terme en y. Dans ce cas,
nous devons ajouter aux conditions précédentes des conditions similaires a celles de la
partie 4. Cela engendre une autre rotation qui est indépendante de la rotation que nous

considérons dans cette partie 6 132 : par irréductibilité et par hypothése, seul a;, est non

132. Nous considérons les rotations séparables en deux rotations, comme ce serait le cas ici, dans le
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nul dans cette partie 6.
De la méme maniere, v, = 0, car le terme

—  Yi—1 v+l _yviz—yiz=ya=—v3
A12CRCRY1Z] %, 237210 227773

pose probleme. Ainsi,

Y1 = 0 ) = 1 ,81 =0
%) libre a, libre ,82 =ay+1
V3 libre (0%} libre ﬁ3 = a3,

(avec au moins y3 ou a3 non nul) et I’hypersurface accueillant une telle rotation est

décrite par

— l— S B —— —
Imw = cpCz125°23°22" " 23" + coCp2a™ 232120 23" + CrCR22237° 2223

La seconde annulation possible, avec a; # 0 et y; # 0, celle de

—_— a1—1_ar+1 _az=—B1=Pr=— —_— -1 +1
ancpCoaizy' 2, 23321B122ﬁ223ﬁ3 avec  anCrCry121”' 05T R,

implique que

Yi = a—-1 = Bi+1
Y2 = ax+1 = Br—1
Y = as = fs

Dans ce cas, 8; = 0, car le terme

ancoepi?! L BT R E"

(1/1—3 (12+3 03—ﬂ]+25ﬁ2—2

_ - +2 —Vi+lo—=y-lo-y3
( = alchcp,Blzl " 434 7 &

_ﬁ _ N _2
3 = ancocpPra” TR Lr L T R

pose probleme. Nous rappelons que tous les autres coefficients a j, avec j,k = 1,2,3, ne
peuvent pas intervenir dans cette partie 6, pour cette rotation irréductible. Nous avons

en effet déja montré qu’ils étaient nuls ou nous le supposons (pour az; et a,3). Ainsi,

théoreme, plus précisément partie 3.2, p.137.
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’}/1:1 a1:2 ﬁ1:0
y2:a2+1 a, libre B22a/2+2

Y3 = Q@3 a3 libre B3 = as,

(avec a3 # 0) et I’hypersurface accueillant une telle rotation est décrite par

) _a3—ar+2—a ar+2_ a3

— 2 — 1
Imw = cpCpzi25°23°22" 23" + colpa™ 23 M7y ®

— )y — — —
7122 723" + CRCRZ1Z2 23 “

——qan+ 1
2122 23

Nous pouvons écarter cette hypersurface, car elle s’avere holomorphiquement dégéné-

rée. En effet, le champ

0 0 0
X = — + — - +2)z3—
a3z P @32 . (a2 +2)z3 .

annule le polyndme. Nous vérifions effectivement que

X(P) = 2a3PQ + asRR
= +a3;00PQ + az(@s + 2)OP + az(@s + DRR
= —(a2 +2)a3P0 — (a5 + 2)a30P — (as + 2)a3RR
= 0.

Une autre possibilité aurait été de considérer la dépendance linéaire des exposants des

trois polyndmes '3

Partie 7. Pour terminer la démonstration, montrons que
toutes les rotations rencontrées au long de cette preuve sont nilpotentes.

Les rotations sont au nombre de trois et nous pourrons également spécifier les constantes

de I’hypersurface correspondante.

Fartie 7.1. La premiere rotation est

0
Ny =apnn— +anz—

0z 0z’

133. Cf. lemme 4.1.8, p.90.
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avec apy # 0, a3 # 0 et az; = 0, qui correspond a I’hypersurface
— _k—k+1 —  k——k
Imw = 2Re (cpguzizs™) + crtradinzs'.
Nous constatons que

0 = 2ReN;(P-Imw)
— =kl — k+1——k
= A12CpCT3T3  + A3CRCRI; 2213

—  — tl——k | —  —_ _ k—k+1
+a12CQCPZ3+ 2273 + A3CRCRI273 13

(= alch@ + 6123CR5 =0.

Pour des constantes cp, cg et cg données, la rotation s’exprime par la matrice

0 an 0
Ay=[0 0 -z
0 O 0

qui est clairement nilpotente avec (Ay,)* = 0. En résumé,

0 an 0
AN] = 0 0 ars |,
0O 0 O

avec aj, et as qui satisfont une équation simple. Il est important de noter qu’avec des
constantes cp, cp et cg données, la dimension réelle des rotations d’une telle hypersur-

face est de 2.
Partie 7.2. La deuxieéme rotation est
Nip=ann— +anz—,
0z, 0723

avec apy # 0, a3 = 0 et az; # 0, qui correspond a I’hypersurface

— k. —k+1 — =k
Imw =2Re (CPCQZZZ322 ) + CRCRZ1Z52122 -
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Nous constatons que

0 = 2RCN1](P—IH1W)
— k+l———*k —_ _k=—k+1
= A12CRCRZ 2122 + A31CPCQTIZ520 ’

— o h—ktl | —  —  k4l——k
+a12CRCRZ122°22 +A31CCp22 iz

S a1HCrCr + a31CQ6 =0.

Pour des constantes cp, cp et cg données, la rotation s’exprime par la matrice

0 apn 0
Ay, =| 0 0 0
~ILEE 0

cpcQ

qui est clairement nilpotente avec (Ay,,)* = 0. En résumé,

0 an 0
Ay, =10 0 0],
asy 0 0

avec aj, et as qui satisfont une équation simple. Il est important de noter qu’avec des
constantes cp, cg et cg données, la dimension réelle des rotations d’une telle hypersur-

face est de 2.

Partie 7.3. La troisieme rotation est

0
Ny = anzy—,
821

sur I’hypersurface

J— —ar+1— J— —
Imw = 2Re (cchzlzgzz?Zzaz Z3”3) + CRCRZy 25 2223
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Nous constatons que

0 = ZRCNH](P— Imw)

2+1 +1_az—ar+1—a3
4

_ — a+l _az——antl—az |, —  —
= a12€pCQZ, 372 3~ + a12€QCp2, Ve) 23

& 012Cp@ + a_lchG =0.

Si nous notons aj, = a + ib et cpcg = u + iv, avec a, b, u, v € R, il suffit de développer

cette derniere équation pour obtenir

au = bv.
Autrement dit, si v # 0, nous avons
au
b=—,
et ainsi,
.au
ap=a+1—,
"

etsiv=0,alors u # 0 et a = 0. Dans ce cas,
ap = ib.

Dans tous les cas, pour des constantes cp, co et cg données, la rotation s’exprime par

une matrice

0 ain 0
AN111 =|0 0 0],
0 0 O

qui est a nouveau clairement nilpotente (avec (AN,,,)2 = 0), avec a;, qui satisfait une
équation simple. Il est important de noter qu’avec des constantes cp, ¢ et cg données,

la dimension réelle des rotations d’une telle hypersurface est de 1. O
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Démonstration du théoreme.
Préparatifs :

Dans cette démonstration, nous travaillons sur une hypersurface monomiale de type
PQR. Notons donc P = cpzy'2,’25’, Q = cQz’f‘zgzzg3 et R = cpz)'2)’zy, ol cp, Cg et cg
sont des constantes complexes. L’ équation de I’hypersurface en question étant donc

Imw = CPQZTIZCZQZ(;SZlﬁ 22'6223ﬁ3 + CQGZ? Zgzzéfzam Z_2a2Z3 + CRCRZ)I/I Z;QZ? Fy] Z~2y2zﬁ3ys

Nous considérons également une rotation

= (anzi +an + 01323)8 + (axi1z1 + anz + 612322)a + (aziz1 + anz + 613323)a

<1 22 <3

ou du point de vue matriciel 134,

app darp as
Ax =|ay axn ax;
asy dsy asz
L’équation a étudier, que nous notons (%), qui stipule que X est bien une rotation sur
I’hypersurface en question, est

134. Cf. section 2.2.3, p.44.
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0
ZRGX(CP@Z?]ZZZZ?H 15[325/33 + CQGZ?I Z§ZZ§3Z_10'5025G3 + CRGZTIZ?Z?E%E}QZ_;/}) —

— (3 (0% a3 —] —
ajjcpeganz) 'z22z3311/3‘zzﬂ2@83

=] o) oo
371 23"

+aricoepa1 2P P2 P TN 5z

+ar1cotpp1dy B T ;T

+aricpoBra M 2 BB 72 5

Y1,Y2 Y3Y15-Y255Y3

+arcrery12)' 272301 ' 227773
+aricrery121M 2233711 23

— ay+1 _ar—1_az — —
+ayepegaazy T 5 PP

Ea|+lﬂ2—lw;

+am1cocparzP 2P 7P 2% 73"

—_— +1 -1 —
+GZICQCPﬂZZ?] Zgz Z?HHIEGZZ}%
— —_ — 17 ,17
+aarcpeghrz M 2 3P P P

—_— +1_y2-1_y3
+axcrery2z 5 A a R

—_— . T +1 -1
+ay1cReRY221M1 22722337 T 2T

R +1 —1— —]
+as; CPCQ(Y3Z?1 Zgz Z;Zz ZIBl 5’82 ZSﬁ3

I oy —az-1
o Rn®

+micocpazzP P2 735
—_— +1 -1 —
+azicoippady N L I
— =P+ -1
+a3rcpeohz M 22 3P P P

Y2, 73" =y 15v253

— y1+1
+a31CRCRY3Z]  2,7%3° 217227773
Y1+l =y —y3-1

+a31cRCRY32171 22223371 2273

— a1—1_ap+1l _az—B;—/
+apcpegarz)' T 5 TP

— -1 1
+apcocpa Pl P2 I

o Bi-l o+
+ancotrpidy T B B

+ancpegfiz1 M 2P T P P

V3= V155725373

— y1—=1_y2+1
tancrery1z) 7y 30 2"
I—=y2+l-=y3

+ancrery1z’ 2230 TR

— @) _ay _a; —B) —
+a22cpcgazzl‘z‘zzz33ﬁg‘ 5P

122”

+ancocpartiP 2P i3 T M 2 ™

tancotrbd) BB TN G B

+ancpeghrn1 ¥ 2 3N TP P

— 73
+ancreRy22)' 27 0 22"z

+ancrery201 M 227223301 272 23"

—_— +1 -1—8;—
+ancpegszy' 52 25 PG

— — l—a3-1
+a3cpCpa3 P 2P P M " 3™

—_— +1 _B3-1
+axpcoipBad) B B I
— —B) —fr+1=—p3-1
+agchcgﬁ3z1"112“213"3z1ﬁ' Pt

— Y1 ya+l _y3-1
+axncrerysz)' B Y '
—_— L T —Y1==y2+1==r3-1
+aCRCRY I N 222 23T B
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+aizepegaizy'” 7507 273

— “1— 1
+aizcoepar P o233 T vt

Loy a3+l—f—Br—p3
3

— -1 3+ 1 —
+acoppidy T A T BT
P — =By +1
+ancpegBizi M M7 T Pt

—  vi-1_y _y3+l
taiserepyizy iy ' 27z

—_— . T -1 +1
+aicrery121 22233 T %

— v) _ar—1_az+1 —
+ancpcgmy' 5 5 T R

— — 1 1
+apcgeparzP 2P Pz M1

— -1 +1l—a| —
+ancotrbady & B T ™
Py =Br-1==p3+1
+ancpeoPrz M 2 3P PP

p— -1 _y3+1 —
+ancrcRy2Z)' 5 ) a'nn

_— -1 +1
+aycrery221"1 2?33 T B

+apcpcgesdy' 55 T G
+azcepasziPl P2 2P M 5 ™

+azseoirBsd) B L T H N H™

+amcpegBin M 22T PP
-, Y1.,72.73

+a33CRCRY3Z) 2y 7y 21 2222

+az3crReRY3U N 222233 2?23



Nous articulons la preuve en les affirmations suivantes, qui sont toutes des réflexions sur
cette derniere équation.
1. X=D+N.
Toute rotation est séparable en une rotation purement diagonale et une rotation
avec diagonale nulle.
2. D = Dge + Dyy,.
Toute rotation purement diagonale est séparable en une rotation diagonale pure-
ment réelle et une rotation diagonale purement imaginaire.
3. N=N; +N,.
Toute rotation avec diagonale nulle (pas forcément nilpotente) est séparable en
au plus deux rotations nilpotentes avec diagonale nulle. Ce dernier point ame-
nera en outre a classifier les hypersurfaces monomiales qui possédent des champs
nilpotents. Il est lui-méme articulé en plusieurs points.
3.1. Construction de N;.
Toute rotation irréductible non nulle avec diagonale nulle est nilpotente et
engendre un certain type d’hypersurface.
Iy a 12 hypersurfaces différentes (mais dépendantes de parametres) qui ac-

cueillent chacune une rotation nilpotente.

3.2. Ajoutde N,.

Il est possible de fusionner au maximum deux de ces 12 hypersurfaces en-
sembles. Le résultat est une hypersurface qui accueille deux rotations irré-
ductibles nilpotentes, N, et N», et N = N;+N, est une rotation (pas forcément
nilpotente).
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1. X = D + N. Toute rotation est séparable en une rotation purement diagonale et une

rotation avec diagonale nulle.

La séparation suivante est faisable

apip dip a3 any 0 0 an ap
Ax =|ay axn ap|=Ap+Ay= an +lay 0 ax|,
as azx  as 0 ass ay; azxp 0

avec D diagonale et N avec diagonale nulle. Le but est de montrer que D et N sont des

rotations.

Le champ diagonal

D = ay171— + a»nz— + axzzz—— est une rotation.
0z 02 0z3
En effet, les 18 termes qui forment une sorte de diagonale ci-avant, avec trois blocs de 6
termes (les termes ne contenant aucune perturbation), ne peuvent s’annuler avec le reste
pour des questions de degrés : il suffit d’'une part de comparer les parties holomorphes

et antiholomorphes, en comparant par exemple les termes

— — B, —L8>)— — -1 1 — By —B)—f
al1CPCQQIZ(IIIZgZZgSZ1B1Z2ﬁ2Z3B3 et alZCPCQQ’IZ(lll Zf222+ Z33215122BZZ3'83,

ou alors, d’autre part, de considérer que P, Q et R ne peuvent €tre des mondmes sem-
blables, car I’hypersurface doit étre holomorphiquement non dégénérée, en comparant
par exemple les termes

Y1Y2 V3 —Y1I5 Y253 a1—1_ar+1_as——B1-—B2-—B3

A11CRCRY1Z, T 23 21 ' 22°23° €t apcpCoanzy' 2,7 Z3°21 22 23

Nous en concluons que le champ N = X — D est également une rotation.
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2. D = Dy + Dy,. Toute rotation purement diagonale est séparable en une rotation

diagonale purement réelle et une rotation diagonale purement imaginaire.

Notons la rotation diagonale
- d
D = Z(aj + l.bj)ng, ou les (lj,bj eR.
= J

En contemplant (x), nous pouvons affirmer que

Mw

3
0 = @ ((a; + ibj)a; + (a; - ib)B)) + Z(aj+ibj),8j+(aj—ibj)aj)
=

1

~.
Il

3
Z (aj+ibj)yyj+(aj—1ib )yj)

j=1

M-

= @ (aj(aj+,3j)+ibj(aj—,3j))+QTD (aj(aj"'ﬁj)_ibj(aj_ﬁj))

iM“

~.
I

3

J=1

Cela est équivalent au systeme d’équations

3
Zaj(aj+,8] = 0
j=1

ajyj = 0

j=1

3
D bil@j=B) = 0.
j=1

I1 est des lors évident, les a; et les b; étant indépendants, que

sont des rotations. Nous pouvons également ajouter que ces deux rotations ne sont pas
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forcément irréductibles. En effet, pour I’hypersurface
Imw =2Re (zlzﬁzgzlezz) + ZTZ_14

la rotation 5 p p
Dy, = 25i71— +izp— + iz3—
Im e 20z, 0z

est séparable en

d 9 9
D! =25iz;— et D' =izp— +iz3—
fm ! 0z 1 Im 2 322 ’ 5Z3
car
Dim (P —Imw) = 25iPQ +25iQP + 100iRR
+2iPQ + iQP
+iPQ + 2iQP

(évidemment pour P = z,23z3, Q = 212223° €t R = z‘l‘z_l“), ce qui montre bien que D] et

D!’ sont des rotations indépendantes '*°.

3. N =N, + N,. Toute rotation avec diagonale nulle (pas forcément nilpotente) est

séparable en au plus deux rotations nilpotentes avec diagonale nulle.

3.1. Construction de N;. Toute rotation irréductible non nulle avec diagonale nulle

est nilpotente et engendre un certain type d’hypersurface. Il y a 12 hypersurfaces
différentes (mais dépendantes de parametres) qui accueillent chacune une rotation

nilpotente.

Nous considérons le cas non trivial d’une rotation irréductible N; qui n’est pas nulle et

qui comporte une diagonale nulle.

135. Nous pouvons montrer que ce n’est que dans le cas ol, pour au moins un j = 1,2,3, a; = §;,
qu’une rotation diagonale séparable apparait. Elle est de plus imaginaire. Pour les autres cas de figures,
ni Dg. ni Dy, ne sont séparables, car un coeflicient (par exemple a;) est obligatoirement au minimum
lié & un autre pour I’annulation (par exemple a,), le troisieme étant forcément nul. Les trois coefficients
peuvent également étre liés dans une méme rotation forcément irréductible.
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Comme cette rotation n’est pas nulle, il existe forcément un ay # 0, avec j,k =
1,2,3 et j # k. Considérons pour un moment que ce a i est a». Dans ce cas, en rappelant
I’irréductibilité de la rotation, nous utilisons le résultat du lemme 4.3.4, a savoir

1. ap * 0 =
ar = a3 =ax =0,
an #0 = a3 =0 et Imw=2Re (cP§111’§5k+1) + creradizs (11)
az #0 = ay3=0 et Imw=2Re (CP§Z§Z35](+I) +cperaidnimt (1.2)

. o+ 1— i yy—
ay=0,a33=0 = Imw=2Re (cPcQzlzgzz;“zZ”z z3”3) +CrCRZy 32773 (1.3)

et lemme nous indique que toutes ces rotations, irréductibles, sont nilpotentes. Ce résul-
tat peut étre formulé si nous supposons a3 non nul, puis ay, a3, az; et as, a leur tour
non nuls. Nous adaptons le résultat du lemme aux 5 autres hypotheses de coefficients
non nuls en effectuant simplement une permutation des trois variables complexes. Les
15 hypersurfaces suivantes s’ajoutent donc aux 3 précédentes.

2. a3#0 =
a3 = ap =ayp =0,
azp #0 = a3y =0 et Imw=2Re (Cp%Z]ZSEkH) + CRGZIEZSEICE 2.1)
as %0 = ap=0ct Imw=2Re (C‘p@ZzZ’éEHI) + CRGZlZémk (2.2)

— — 1 — ey —
a3 =0,a3=0 = Imw=2Re (cchzlz?z;”zfza‘“* ) +CRCRZY' 2727730 (2.3)

3. a #0 =
app =ax =az =0,

a3 #0 = axn=0cet Imw=2Re (@@szézkﬂ) + CRGzlzg‘zlzgk (3.1)
axn #0 = ap3=0cet Imw=2Re (cP@z’{aik”) + cRGz’{zQEkZ 3.2)

— — 1— J—
a3=0,a35=0 = Imw=2Re (CPCQZTIZQZ?Zla” Zsm) + CRCRZT]Z?HVIZ?% 3.3)

4. a3 #0 =
ax =a =ap3 =0,

as # 0 = ap=0 et Imw=2Re (cP@z’fQZk”) +crerdknz'n (40)
ap # 0 = a3 =0 et Imw =2Re(cpeouds"") + cxtrnadinnzs’  (4.2)

— —a—aa+1 —
a31=0,ap,=0 = Imw=2Re (CPCQZ(]YIZZZ(;321QIZ303+ ) + CRCRZ?Z?HYIZ_{Y} 4.3)
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5. a3 #0 =
aiz =axp =ay =0,

apn 0 = apn=0et Imw=2Re (Cp@Zé&ZkH) + c;ﬁmzﬁﬁk (5.1
ay; # 0 = ap=0 et Imw =2Re(creodis"™) + crerdizazr's (5.2)

ap=0,a3=0 = Imw=2Re (CPCQZIIZZIZZ3E Zz"z) +crerz)' 20 (5.3)

6. ap #0 =
a3 = az =ap =0,
ay #0 = ap3=0 et Imw=2Re (chz’{@H"”) + cRGz’l‘zQEkZ (6.1
a3 # 0 = a3 =0 et Imw =2Re(cpeoudsn’™") + crerdszaz'ss (6.2)

an =0,a3=0 = Imw=2Re (CPCQZl 2572321 %2 artl )+ crCRZ)'2y 7" (6.3)

A ce stade de la démonstration, toutes les hypersurfaces monomiales admettant une
rotation irréductible nilpotente ont été trouvées %, Certaines hypersurfaces apparaissent

méme deux fois :

B.1) = 22
42) = (1.1)
G.1) = (12
(52) = @1
6.1) = (3.2
62) = 1.

Nous ne prendrons donc en compte que les hypersurfaces de droites, notées en gras
parmi les 18 hypersurfaces ci-dessus. Il y a donc 12 hypersurfaces disponibles poten-

tielles.

136. Nous rappelons qu’une matrice diagonale n’est de toute évidence pas nilpotente. Ainsi, les matrices
nilpotentes ne s’averent disponibles que dans la partie N de la décomposition X = D + N.
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3.2. Ajoutde N,. Il est possible de fusionner au maximum deux de ces 12 hypersurfaces
ensembles. Le résultat est une hypersurface qui accueille deux rotations irréduc-

tibles nilpotentes, N; et N,.

Certaines des 12 hypersurfaces peuvent s’unir. Par exemple, 1’hypersurface (1.1) peut
contenir (2.3) avec @, = 0, ¥, = 1, @3 = y3 = k. Nous rappelons que (4.2) n’est plus
considérée ici. De plus, ’'union avec (3.2) ou (5.3) implique que k = 0, ce qui sort du
cadre des hypersurfaces Levi dégénérées. Nous venons de voir que 1’hypersurface (1.1)

peut contenir deux rotations irréductibles nilpotentes, mais pas plus. Ainsi, pour (1.1),

0 ap, O 0 0 ap
Ni=|0 0 a3 et N,=|0 O O], avectrois dimensions réelles.
0O 0 O 00 O

Une méme réflexion est possible en partant de (1.2). Le résultat est le méme a une

permutation pres.

La réflexion a partir de (1.3) amene un résultat. S’il est inutile de comparer cette
hypersurface avec (2.1), (4.1), (5.2) ou (6.2), la comparaison avec (3.3) apporte une

nouvelle hypersurface, a savoir,

Imw = 2Re (cptp2125' 5" + Crlrzy 5"

avec y3 = a3 + 1 pour des questions d’homogénéité. Nous pouvons d’ailleurs noter

k = a3 > 0 (pour une hypersurface Levi dégénérée). Pour cette hypersurface,

0 an 0 0 00
Ny ={0 0 O et Nr=l|a,; 0 0|, avec deux dimensions réelles.
0 0 O 0 00

Considérer cette fusion ou cette intersection de types d’hypersurfaces a partir de
(2.1), (2.2), ... est identique a ce qui vient d’étre fait, a permutation pres. Nous n’ou-
blions pas I’hypersurface (1.3), plus générale, qui n’a qu’une rotation nilpotente irré-
ductible. O
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Nil.

4.3.2 Propriétés de g,

Corollaire 4.3.5.

Soit une hypersurface monomiale '3’ de type POR. Alors, & permutation preés, les seules
hypersurfaces comportant des rotations nilpotentes sont — pour des k, @y € N*, £, a3 € N
et y,, 3 tels que I’hypersurface soit holomorphiquement non dégénérée —

L Imw =2Re (CPQZIZSZkJrl) + CRCRAT' T avec dimg g)" =3
2. Imw =2Re (CP§Z1Z§ZEk> + CRGZI;—]ak-H avec dlmR ggm' )

— i +1 — Y . )
3. Imw=2Re (CPCQZIZgzzg‘zzzaz+ 5‘”) + CRCRZY 27T (@2 £0)  avec dimg g)" = 1

Démonstration. Ces hypersurfaces sont rencontrées dans la démonstration du théoreme
4.3.1: 1. = (1.1) tandis que 2. est a la fin de la démonstration (fusion ou intersection
d’hypersurfaces). De plus, 3. = (1.3). O

Exemple 4.3.6.
Comme exemple de dimension réelle trois, citons I’hypersurface définie par

2 —— N
Imw = 212323" + 2372123 + 22232223,

avec, comme rotation nilpotente générale

0O a+ib ic
N =10 0 —-a+ib|,
0 0 0

oua,b,ceR.

137. Si nous supposons I’hypersurface non monomiale, les résultats sont difficiles a formuler. Une
point de vue pourrait étre de supposer qu’il existe une rotation nilpotente et d’étudier les conséquences
sur I’hypersurface. Par exemple, pour les outils d’algebre linéaire, cf. [63], pp.107-113, chapitre X.2
(Réduction de Jordan : cas nilpotent).
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Exemple 4.3.7.
Un autre exemple, de dimension deux, est I’hypersurface

e ——— | 2=
Imw = izi202123 — 2132122 + 2720

avec ses rotations nilpotentes

=

Il
o o o
S I
© a o

avec a,b € R.

Contrexemple 4.3.8.

Soit I’hypersurface de type POR non monomiale avec

2.2 2.2
P = Z1Z2+Z1Z3
Q = 22k +un
R = z%z% +z3.

Cette hypersurface est donc décrite par

2200———2 _ 22———2  22—=3 2 2——3
Imw = 2Re(z1z2Z11213 + 2123212223 + 2122123 + 213321233

—2-2 —2—2 —4 —4
+Z§Z§Zz 3+ 23Z2 3+ Z%Z%Zz + ZéZz ) .
Elle comporte la rotation nilpotente N = izZ%. En effet,

54 P PR A S =2 e 3=—3 ——3
N(PQ + QP + RR) = 2in50%00 +2u05005 20505 + 2012252012

= 2ReN(P§+ Qﬁ+Rl_€) =0.
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4.3.3 Propriétés de g;°

Lemme 4.3.9.
Soit une hypersurface monomiale de type POR. Alors

dimp g5 = 1.

Démonstration. Soit une rotation réelle

: )
X = Z/lija—Zj.
j=1
@y @y a3

Ainsi, avec les notations habituelles des mondmes P = cpz,'2,°2;°, Q = cszlzgzzé33 et

— Y1.,Y2,.Y3
R - CRZ] Zz Z3 ’

A(ay + B)) + L(as + Br) + A3(asz + B3) 0 et

Aryr + ys + Azy3

Il
I

Il s’agit d’un systéme de deux équations réelles avec trois inconnues réelles, 4;, 1, et

A3. L’ensemble des solutions a donc une dimension réelle égale a un.

Il faut toutefois s’assurer que le systeme est bien constitué de deux équations in-
dépendantes. Par I’absurde, si les deux équations étaient linéairement dépendantes, il

existerait un & € R* tel que

ay + i Y1
a+p |=&E | 7
az + B3 Y3

Dans ce cas, I’hypersurface serait holomorphiquement dégénérée par le lemme 4.1.8, ce

qui est une contradiction. O
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Contrexemple 4.3.10.
L’hypothese d’une hypersurface monomiale est nécessaire. En effet, le fait de considérer
une rotation réelle sur I’hypersurface décrite par

- N, R — —2
Imw = (Z? + ZzZ3)Z1 2223 + Z122223 (21 + ZzZs) + Z1Z§Z1Z3

amene a résoudre un systéme homogene de trois équations linéairement indépendantes
a trois inconnues (les coeflicients réels de la rotation). Toute rotation réelle est donc

nulle et dimg g5 = 0.

4.3.4 Propriétés de g;"

Lemme 4.3.11.
Soit une hypersurface monomiale de type PQOR. Alors

dimR g%)m =2.

Démonstration. Soit une rotation imaginaire

3
X=i) g
J%J
8Z,

Ainsi, avec les notations habituelles des mondmes P = cpz{'25°25°, Q = csz‘zgzz? et

R = cxz]'z}’Z}’, nous obtenons 1'unique équation

(@) = B1) + L(ay = Bo) + (a3 —B3) = 0.

En effet, la partie RR s’annule automatiquement avec son conjugué. Il s’agit donc d’un
systeéme d’une équation réelle avec trois inconnues réelles, 4;, 4, et A3. L’ensemble des

solutions a donc une dimension réelle égale a deux. O

Remarque 4.3.12.
Contrairement au probleme PQ, il s’avere impossible d’énoncer un résultat avec une
hypersurface non monomiale. Nous profitons de rappeler '** que I’étude de g;" est bel et

bien différente de celle de gi°. Nous présentons donc un contrexemple qui démontre que

138. Cf. remarque 3.2.18, p.72.
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le résultat du probleme PQ n’est pas généralisable. Il n’est effectivement pas possible
de mettre en équivalence, pour une hypersurface de type POR, le fait d’étre balancée et

de posséder une rotation imaginaire.

Contrexemple 4.3.13.
Considérons I’hypersurface de C* dont les éléments (z;, 22, 23, w) satisfont

2 3= 4_ =2 2-2——3 2o—d— | 2 2=2=2
Imw = 21222321 + 21252321 + 21721 2223 + 2172122 23 + 212521 22 -
Cette hypersurface possede la rotation imaginaire

X=ill 0 +1i3 0 2 0
= — — — 73—
“ 0z 2 02 “ 073

En effet, si nous notons P = 23223, P’ = 212523, Q = 21> et R = 2123,

2ReX(P —Imw) = 2ReX(PQ+ P Q+ QP+ QP +RR)

= 22iPQ + 11iP’Q + 22iQP + 22iQP’ + 22iRR
—22iQP — 11iQP’ — 22iPQ — 22iP’Q — 22iRR
+3iPQ + 12iP’Q + 6iRR
—3iQP — 12iQP’ — 6iRR
-3iPQ - iP'Q
+3iQP + iQP'

= 0.

Nous notons que cette hypersurface n’est pas balancée. 1l faudrait qu’il existe un champ

complexe reproducteur, noté

3
0
X = Z;/lijgj, /lj eR, avec X(P) =P.
J:
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Dans ce cas,

X(PQ + P'Q+ QP + QP + RR)
= 24LPO+ AP Q+21,0P+21,0P +21,RR
+,PO + 4, P O + 2,RR
+303P0 + ;P 0
= QA4 + A +3)PQ
+(A + 44, + )P Q
+21,0P
+21,0P"
+(21; + 2,)RR
= P
= PO+ PQ+ QP+ QP +RR,

X(®)

équation équivalente au systeme

21 + A, + 313 =
A +4L+ A3 =
24 =

24 + 24, =

S G U G O w—y

qui est lui-méme impossible.

4.3.5 Propriétés de g,

Lemme 4.3.14.
Soit une hypersurface de type PQR monomiale. Alors,

0 <dimg, <3.

De plus,
degP =degQ =degR = dimg. =0.
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Démonstration. Soit une rotation généralisée X € g.. Par définition, son degré pondéré,
deg X > 0, et

0 = X(P)O+X(Q)P +X(R)R
+0X(P) + PX(Q) + RX(R).

Nous étudions cette équation en considérant deux cas : lorsque deg P = deg Q, ou, sans

restriction de la généralité, deg P < deg Q.

Dans le premier cas, par homogénéité, nous avons deg R = deg P = deg Q, et notre
équation implique que
X(P)O + X(Q)P + X(R)R =0

car par exemple, deg X(P) > deg P, et ces termes ne peuvent s’annuler. Nous observons
que, comme P, Q et R sont non nuls, cette annulation n’est possible que si P = aQ = R.
Or, dans ce cas, I’hypersurface est holomorphiquement dégénérée '*°. Nous écartons
donc ce cas.

deg P+d e
egTegQ, et ainsi,

Dans le second cas, nous notons au passage que degR =
deg P < degR < deg Q.
Notre équation devient

0= X(P)Q + X(R)R + OX(P) + RX(R),

car X(Q) = 0. En effet, deg X(Q) est trop grand et ne peut s’annuler avec un autre
terme 40, Cette équation n’a que deux possibilités pour étre valide. La premiere est que

X(P)Q + RX(R) = 0,
et la seconde est que

X(P)O+Q0X(P)=0 et X(R)=0.

139. Cf.lemme 4.1.8, p.90.
140. Cela nous donne des informations sur X par rapport a Q, mais nous laissons cela de c6té pour le
moment.
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La premiere possibilité implique que

X(P) = aR,
X(R) = BO, et
X)) = 0,

avec 8 = —a, car remplacée dans 1’équation en question, nous obtenons
aRQ + RBQ = 0.

Nous remarquons ainsi que les polyndmes P R et Q forment naturellement une X-chaine
selon la définition 3.2.3, p.64.

Précisons cette premiere possibilité avec @ = a+ib, § = —a +ib, a et b réels, et avec
un champ holomorphe noté

3
0
X = (21,20, 73)—.
ij(zl 2 Z3)0Zj
j=1
Alors
f1(z1,22,23) P, + folz1, 22, 23) P, + f3(21,22,23)P,;, = (a+iD)R,
fl(zl’ 22, Z3)Rzl + fZ(Zl’Z2> Z3)R22 + .]%(ZlaZZa Z3)RZ3 = (_a + lb)Q’ et
f1(21,22,23) 0z, + f2(21,22,23) O, + f3(21,22,23)0, = O,

et par Cramer '#!,

(a + lb)R(Rzz QZ3 - QZzRZ3) + (a - lb)Q(PZQ QZ3 - QZzPZ3)
fi(z1,22,23) ;

J(P,Q,R)
~(a+ib)RR, Oy = QR + (=a + i) Q(P,, Oz, = O, P)
f(21,22,23) = J(P,O,R) -
(a + iD)R(R, Qs = Qs Re) + (a = D) Q(P;, Qs — O, Pyy)
f(zi,22,23) = J(P,Q,R) .

141. Cf. [34], p.143, théoréme 5.2.
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La seconde possibilité implique que

X(P) = a0,

X(R) = 0, et

X = 0,
avec a = ic, ¢ € R, car

@00 + Qa0 =0

Donc plus précisément,

N1z, 22, 3)P;, + fo(z1, 22, 23) P, + f3(21,22,23) Py
fi(z1, 22, )R, + o215 22, 23)R,, + f3(21, 22, 3)R,,
f1(21,22,23)0;, + (21,22, 23) O, + f3(21,22,23) O,

et par Cramer,

iCQ(RZ2 Qz3 - szRzz)

Sf1(z1,22,23) J(P,O.R) )

fQ(Zl, o, Z3) — _ZCQ(Rzl QZ3 - QZ]RZ3) ’
J(P,Q,R)

f};(Zl, 2, Z3) — ZCQ(Rzl QZz - QZ]Rzz) )
J(P,Q,R)

Nous notons que cela est valide grace au fait que I’hypersurface est holomorphique-
ment non dégénérée, ainsi J(P, O, R) # 0. En outre, pour la rotation généralisée, qui est
une champ holomorphe, les coefficients méromorphes sont exclus. Des conditions de
divisibilité (par le jacobien) garantissent donc 1’existences (ou la non-existence) de ces

rotations généralisées. La réflexion qui précede expose deux conditions qui peuvent étre

satisfaites indépendamment 42,

Nous observons également que si les degrés des trois mondmes ne sont pas égaux,

la démonstration s’avere toujours vraie. Les rotations généralisées ne peuvent toutefois

pas exister lorsque ces degrés sont identiques.

142. Cf. exemples 4.3.16, p.148 et 4.3.18, p.154.
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Remarque 4.3.15.

Nous notons que si nous n’observons que des rotations généralisées
: d
X = Z .fj(zl 5 <25 23)0_7
=1 <

ou les f; sont des monomes, alors dimg, < 1.

En effet, dans ce cas, la possibilité suivante de la démonstration précédente,

fl(ZbZZ’ Z3)P21 + fZ(Zl’ZZ’ Z3)PZ2 + f})(Zl’ZZ’ Z3)PZ3 = Q’R,
f1(z1, 20, 3)R;, + fo(21, 20, 23)R,, + f3(21,22,23)R,; = PO, et
N1z1,22,23)0;, + (21,22, 23) 0z, + f3(21,22,23)02; = O,

pose probléeme. Nous aurions effectivement une hypersurface holomorphiquement dé-

générée, car, laissant les coefficients de c6té et en notant P = z{'z5°z5°, Q = z[f ! zgzzg’ et

R = z]'Z)’z}’, nous voyons que la premiere équation du systeme ci-dessus devient

-1 —1 -1
@1 /i()7]'7 22 + i)' + a3 52157 = '

ce qui implique, avec f; des monomes,

—a14+1 yo— —
fl(Z) = klZTl “ ;2 @ ? a3,
- — +] —
L) = k2z¥1 a'zzz “ Z? “,
- - —a3+l
[ = k3zT‘ a'zgz azz? @t

avec kj, j = 1,2,3, des constantes. Or la deuxicme équation du systéme ci-dessus donne
VAT T RE + mh@' LT L Ay i@ T = BB,
ou encore, avec les fj(z) remplacés,
(y1k1 + y2ka + y3k3) Z?Vl—dlziyz—dzz?’s—az — CZ?I Zgzzgz’

ce qui implique que
ﬂj = 2’)/] —aj, j: 1,2,3.

147



Il s’agit d’une contradiction avec le fait que I’hypersurface est holomorphiquement non
dégénérée '3, La possibilité

X(P) = icQ,
X@R) = 0, et
X = 0.

reste valable, ce qui montre bien, dans ce cas particulier, que dimg, < 1.

Exemple 4.3.16.
Nous considérons 1’hypersurface décrite par I’équation

—2—3 S —3
Imw = zlzzz§z1 2% + 0 nn 0 + Z1Z2Z§leQZ3 .
Nous allons montrer que dimg g, = 3. Calculons tout d’abord le jacobien

P, P, P, Z2Z§ ZlZ% 2212023
RZ] RZz RZ@ = 1223 21 ZS 311 ZZZZ
& 3 3 3
3 2.3 2 2
Q21 sz ng 22122237 217237 31708

|21 3u2d | 2 3u24 »L as

=223 3 -212

123 + 2212223
21°23° 3721%2023° 2212223°  321%2225°

2212023°  21%23°
2 2 2.2 2
=233 - 3)113Z2Z35 - 21753 -6)21"22 Z35 +2212023(1 = 2)Z1Z2Zg
3.2.7
= Z1Z2Z3-

Le but est d’étudier les rotations généralisées

: 0
X = Z; fj(Z)a_Zj’
J:

143. Cf. lemme 4.1.8, p.90.
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qui peuvent satisfaire les deux possibilités '

X(P) = aR,
X(R) = BO, et
X = 0.

ou
X(P) = a0,
X(R) = 0, et
X = 0.

Commencons par la premiere possibilité. Le systeme d’équations a résoudre est

P, P, P.|[h aR
R, R, R, L=180
Q. 0O, 0Oix)\fs 0

253 un 22 |(f 21227,
3 3 2 _Ng,2,.3
© 2z a5 3ang || L= |Batnn’|.
2212225 21°25° 32122237 )\ 3 0

144. Cf. démonstration du lemme 4.3.14, p.143.

149



Nous calculons par Cramer, que

@227, 1z 2201202
217050 un 3ung
0 71%23° 3z21%2023°

fi(@) 3.2.7

212543

sl a8 324
212283 | 5 "3 3,2
21733 {17223

,| =Bz 22023

2
sl 173 24
2’z 37’

2243
ZzZ32

753

a3 - 3)2157] - BB - Du’n’s’  —Pu’n’z

327
212743

= _ﬁZ125

07 Qs 200

05 Bltn 3ung

|+ B2z’

3.2.7
212523

22

2712223

221223° 37013

2

e 2212223° 0 321°2023°
202) = 3.2.7
21243
;| 28 3u2g
—Q71223; 3 5
2712223° 372172223
= 3.2.7
21243

—a(3 - 6)zfz§z§ + BB - Mz 2377

3az

33,8

4223237

753

= 3azz3 —P7122, et
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05 uhL euny

3 3 2 3
2% 0L Puns
o 22120730 21°23° 0
3% = 307
212243
3| 2n ag o 3| 285 uz
XZ12233 3 a5 TPuRz 3,23
2212223° U3 22120237 21723
357
a(l - 2232 - Bl = Dz1*2%2°  —azidd) + Ba*z?z®
357 ol

2
= —az; +puzs.

Nous obtenons donc une premiere rotation généralisée

0 0 0
X, =-B2—+(3 - — —(az - -
1 = =Bz o + (Bazzz — B7122) p (az5 — B2123) P

qui, comme nous 1’avons étudié dans la démonstration du lemme 4.3.14, p.143, en no-

tanta = a+ibetf = —a = —a + ib, devient

0 0 0
X1 = (a - ib)z} z— + (3(a + ib)zo23 + (@ — ib)z122) 75— — ((a + ib)z3 + (@ — ib)z123) 75—,
(9Z1 8zz aZ3

Oou encore

0 0 0
Xige = azf— + (Bazyzs + az120)— — (az% +az123)—,
(921 0Z2 323

et

0 0 0
Xim = —in%a—Zl + (Bibzz3 — in1Z2)6—Z2 — (ibz; - in1Z3)8_zg’

La seconde possibilité est similaire dans les calculs, mais plus simple. Il s’agit du
systeme d’équations
P, P, P.\lh aQ
R, R, R_||f|=]0
Q, O, 0Oi)\f3 0
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25 az 2u2z (A (e’
& 25 uz 3ung |[L|=] 0
2 3 2,3 3 2 2 0
212243 21°%3 z1°2223° )\ s

Nous calculons par Cramer, que

azi’nzy 1z 2025

0 2z 3ung
o 0 721°23° 32122237
1K) =
357

. a|lan 3ung
@7172233

2,3 3,2, .2

21733 2171233

753

a3 32222

7257}
= (),
275 e’k 242
0z 0 3212223
f( ) 2Z1Z2Z33 0 3Z1ZZZZ32
22) = 3.2.7
14543
s | 2m 3u24
272120737 372172223
= 3.0.7
212743

0 -0y ezl

5252, 523z,

3az12273, et
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2 ud entoz’

mzi leg 0
f( ) 2Z1Z2Z33 Z12Z33 0
3\8) =
gl
s 3| 23 az
7172233 3 2 3
132337 Z1°X3
Eferd
a(l1 -2)7{532,  —azi5z
523z, 5252,

2
= —azi%;.

Nous obtenons donc une seconde rotation généralisée

0
X = 3021003 — — an1z3
02,

9
(9Z3 ’

qui, comme nous ’avons étudié dans la démonstration du lemme précédant, en notant
@ = ic, devient
0 0
. L2
Xo = 3icz12023— —icz1z3 57—,
322 (923

Nous constatons que dimg g, = 3, grice a a, b et c tous réels.

Remarques 4.3.17.

a) L’exemple précédent répond a une question de généralisation posée dans [54], p.18,
section 8. Il s’agissait d’un probleme ouvert avec une conjecture qui omettait une

dimension réelle : dimg g, = 2.

b) Nous n’oublions pas le résultat général qui donne une condition nécessaire, mais pas
suffisante pour 1’existence d’une rotation généralisée concernant une hypersurface

pas forcément monomiale : le théoréme 3.2.4, p.64 14,

c) Ilestpossible qu'une seule des deux conditions de divisibilité soit satisfaite : I’exemple

suivant nous le montre.

145. Cf. également [54], pp.14-15, définition 7.1 et théoreme 7.2.
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Exemple 4.3.18.
Soient P = Z%, 0= Z%Z2Z3 et R = 7120z3, pour ’hypersurface décrite par

Imw = PQ + QP + RR.

Alors

dimR g, = 1.

4.3.6 Propriétés de g, et g,

Remarque 4.3.19.

Nous commencons par citer un résultat de [52]. Sur cette base, adaptée a notre probleme
PQOR, nous verrons que la correspondance entre g, et g, est forte. Le théoréme suivant
est adapté dans le sens que 1’équation (1.5) de [52],

s _
Imw = |z;]* + S (22, 23,22, 23)s

n’est pas intéressante dans notre travail. En effet, il s’agit d’une hypersurface Levi non

dégénérée.

Théoreme 4.3.20. ([52], p.3, théoréme 1.2)
Soit M une hypersurface polynomiale homogene holomorphiquement non dégénérée et

Levi dégénérée avec dimg, > 0. Alors M est biholomorphiquement équivalente a
Imw = Z]@ + QZ +RI_€,

o Q = Q(z2,z3) et R = R(z2,73) sont des polynomes holomorphes. De plus, cette
derniere hypersurface admet un champ dans g, > 0 si et seulement s’il existe un champ

Y tel que

Y(R) = OR
Y(Q) = 0~
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Proposition 4.3.21.
Soit M une hypersurface monomiale de type PQR. Alors

dimg, >0 & dimg, > 0.

De plus, dans ce cas,

P = 2
Q — Z/;zzl;% ,
R = 7).

Démonstration. Prouver que
dimg, >0 < dimg,>0

est trivial. Pour 1’autre direction, nous supposons dim g, > 0. En supposant un

I’équation 0 = 2Re(X(P — Imw)) implique, par des raisonnements similaires a ceux

1 146

rencontrés au long de ce travail *°, que I’hypersurface est biholomorphiquement équi-

valente a
Imw = 7,0 + 071 +RR,

ouP=z,0= zgzzéﬁ, et R = z)*z}’. 1 suffit donc de montrer, par le théoréme précédent,

qu’il existe un champ Y = az, % + szB% qui satisfait

Y(R)
Y(Q)

OR
Q.

Il s’agit d’un systeme de Cramer, qu’il est toujours possible de résoudre. Nous rap-
pelons que notre hypersurface est holomorphiquement non dégénérée, ce qui a pour
conséquence que le jacobien de Q et R est non nul. De plus, nous pouvons calculer que
la division entre les polyndomes dans la résolution de Cramer est toujours possible. O

146. Cf.la démonstration du lemme 4.3.14, p.143 par exemple.
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Remarque 4.3.22.
Au long de la démonstration, nous remarquons entre autres, a cause du fait que le cas

Levi non dégénéré n’est pas traité, que
degP =degQ =degR = dimg, =dimg, =0.
De plus, dim g, = dim g, = 1 lorsque I’hypersurface est décrite par
Imw = 7,0 + 07| + RR,
ouP=z,0= zgzz?, etR =27} .

4.3.7 Propriétés de g,

Le lemme suivant est valable dans ce nouveau cas.

Lemme 4.3.23.
Soit M une hypersurface monomiale de type POR. Alors

dimg g, = 1.
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Démonstration. Nous allons montrer que M est balancée 147 Comme M est monomiale,

nous SUpPposoOns que
P = Zflhzgzzgm’ Q — Z?lzgzzr;s’ et R= ZTIZ?Z?‘

Pour que I’hypersurface soit holomorphiquement non dégénérée, il faut que les expo-
sants de P, Q et R soient linéairement indépendants. Par la méme, le systéme d’équations

iy + bary + zaz = 1
B+ B+ 363 = 1
Aryr + ay2 + Azys

Il
—_

possede une unique solution (4;, 43, A3) qui implique que le champ

3 )
X = /lij—
jzz; 8Zj

est un champ complexe reproducteur, car

X(P)= Aja1PO + 1,8,0P + ;v1RR
+/12(I’2P§ + /lzﬁzQﬁ + /lz’)’zRE
+303PQ + 38,0P + A37;RR = P.

Ainsi, comme toute hypersurface balancée contient un élément dans g, I’affirmation est

prouvée. O

147. Cf. remarque 4.2.4, p.98.
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4.3.8 Résultat

Nous pouvons formuler le résultat final comme suit.

Théoreme 4.3.24.
Soit M une hypersurface monomiale de type POR. Alors

6 <dimg<11.
Plus précisément,
dimg, = I, dimg, € {0;1}, dimg, € {01},
dimgf)\’”' e {0;1;2;3}, dimgoRe = 1, dimg})m = 2,
dimg, € {0;1;2;3}, dimg, = 1.

Démonstration. Dans le cas monomial d’une hypersurface, la dimension de ¢ est au

R

minimum de 6. En effet, nous comptabilisons ici W, E, la dimension de ¢;°, les deux

dimensions de gg“ et celle de g;.

1l reste g,, intimement lié a g,, g)™"

et g.. Distinguons le fait que les trois mondmes
ont le méme degré ou non. Si ce degré est le méme, alors dimg, = O (par le lemme
4.3.14, p.143), de méme, dim g, = dimg, = O (par la remarque 4.3.22, p.156 ainsi que
la proposition 4.3.21, p.155) et il est possible d’ajouter les rotations nilpotentes pour

lesquelles leur dimension vaut 0, 1, 2 ou 3. Dans ce cas, dim g € {6;7; 8; 9}.

Si les degrés de monomes sont différents, alors dim gg“‘ = 0 (par le corollaire 4.3.8,

p-139), tandis que dim g, vacille entre O et 3 (par le lemme 4.3.14, p.143) et nous obte-
nons a nouveau dimg € {6;7;8;9}. Si, de plus, ’hypersurface répond aux hypotheses
de la proposition 4.3.21, p.155 (également par la remarque 4.3.22, p.156), nous pouvons

ajouter la dimension de g, et celle de g,,. O
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Chapitre 5
Conclusion

Nous concluons ce travail en deux temps : une conclusion sur la puissance de I’ outil

de I’opérateur de Chern-Moser suivie d’une ouverture sur de nouvelles perspectives.

Premierement, nous rappelons donc la puissance de 1’outil qu’est I’opérateur de
Chern-Moser. Nous avons classifié les automorphismes infinitésimaux réels analytiques
CR d’une classe d’hypersurfaces modeles, polynomiales et homogenes, M, dans C*, au-
trement dit le groupe des symétries de M. La profondeur de la théorie employée veut
que le groupe de stabilité, c’est-a-dire I’ensemble des automorphismes (ou biholomor-
phismes fixant un point) de M,, d’une hypersurface générale, soit déterminé uniquement
par un nombre fini de dérivées partielles 3. Ainsi, si nous considérons le but suivant :
classifier le groupe de stabilit€ de M, en classes d’équivalence a un biholomorphisme
pres, ce travail fournit alors une approche dans le sens que le groupe des symétries est un
invariant biholomorphe '¥. Effectivement, deux automorphismes de M, biholomorphi-

148. Nous faisons évidemment référence au début de ce travail, avec les théoremes 2.1.11 et 2.1.25, p.31
et p.39. Nous pouvons citer I’exemple concret de C? qui concerne les automorphismes de 1I’hypersurface
donnée par Imw = zz. Ces automorphismes sont de la forme

c(z + aw) cl®w
1 -2iaz— (r+ila®»w’ 1 =2iaz - (r +ilaP)w)’

hz,w) = (

et ne dépendent donc que des deux premieres dérivées partielles. Nous pouvons effectivement calculer
que %(0) =c, %(0) = ca, et %(O) = 2ca(r + ilal*), et en effet, cela détermine uniquement ¢ € C*,
aeCetreR. Cf [82], p.298.

149. Les exemples historiques les plus célebres d’invariants en analyse complexe a plusieurs variables,
sur des ouverts par contre, sont les deux théoremes d’unicité d’Henri Cartan. Cf. [20] ou [68], pp.23-24,
théoremes 2.1.1 et 2.1.3. Une conséquence de ces résultats est la non-validité du théoreme de I’application

conforme de Riemann en dimensions supérieures. Cf. [68], p.27, théoreme 2.2.4.
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quement équivalents ne peuvent admettre des dimensions diftérentes pour le groupe des
symétries correspondant, g, ce qui est valable pour la dimension de tout sous-groupe, ¢,
avec j = —1,,0,0N" ORe 0™ ¢ n et 1.

La seconde idée apportée pour cette conclusion a pour but d’ouvrir de nouvelles
perspectives : le probleme PQR, dans C*, généralise le probleme PQ dans C>. 11 est
possible d’envisager d’autres généralisations. Par exemple, les hypersurfaces de C* dé-
crites par

Imw = PP+ Q0 + RR,

ont été récemment étudiées et généralisées °° a C**!. D’autres combinaisons de po-
lyndmes sont possibles. Dans C>, il faut imaginer au minimum quatre polynomes, a
combiner a souhait '*!. De méme, les n polyndmes de C"*! offrent une multitude de

combinaisons possibles.

Une ouverture possible est donc d’élargir le contexte des hypersurfaces monomiales
a C™!. Nous ne donnons que I’exemple de la décomposition des rotations sur des hyper-
surfaces monomiales 2 : & I’aide d’une mise en place d’outils performants de calculs
informatiques, il serait intéressant d’étudier les possibilités de généralisation du théo-

reme 4.3.1 dans des dimensions supérieures.

Une derniere perspective est de considérer les hypersurfaces de type POR dans
C*, homogenes et holomorphiquement non dégénérées, ou similaires, mais non mo-
nomiales. En effet, ’approche employée dans ce travail ne permet pas cette étude et la

mise en place de nouveaux outils semble nécessaire.

Cette these de doctorat, en plus d’apporter sa contribution concrete a la matiere,
ouvre donc la voie a de nouvelles pistes, dans des dimensions supérieures ou dans le
cas non monomial, et joue ainsi son rdle, a son échelle, dans la belle aventure de la

recherche en mathématiques pures.

150. Cf. [42]. Cette famille d’hypersurfaces conserve une certaine symétrie présente dans le probleme
PQ, mais absente dans le probleme POR avec un polynéme R qui semble mis a part.

151. Possiblement en conservant une certaine symétrie, cf. note précédente.

152. Cf. théoreme 4.3.1, p.111.
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Erratum

Une erreur de dénombrement s’est glissée dans cette version finale de these. Celle-ci

a été corrigée dans la publication suivante.

Julien Cyril, Meylan Francine, Characterization of Real-Analytic Infinitesimal CR Au-
tomorphisms for a Class of Hypersurfaces in C*, Latin American Mathematics Series,
UFSCar subseries (2024), pp.203-223.

Cet article prend part a I’ouvrage suivant.

Berhanu Shiferaw, Mir Nordine, Hoepfner Gustavo, Geometric Analysis of PDEs and
Several Complex Variables. In Honor of Jorge Hounie’s 75th Birthday, Serra Negra,
Brazil, July 31 - August 4, 2023, Cham, UFSCar-Springer, 2024.

Le théoreme présenté en page 158 de la these oublie en effet deux dimensions pos-
sibles (au maximum, nous trouvons 13 dimensions au lieu de 11). La correction de ce
théoreme, que nous trouvons en tant que théoremes 7.1 et 7.2, pp.221-222, dans ’ar-
ticle précité, a pour correction 1’énoncé suivant dans le travail de doctorat, tout le reste

demeurant correct.

Théoreme 4.3.24 (p.158)
Soit M une hypersurface de type POR, monomiale, holomorphiquement non dégénérée
et dans C*. Alors

6 <dimg < 13.
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