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A]ostract

In this thesis we investigate particular problems in connection with solutions of the mean
curvature flow. More precisely we are interested in solutions of the mean curvature flow
which keep their form. Such solutions have, as we will see, special geometric and analytical
properties.

In Chapter 1 we introduce the necessary tools from differential geometry and describe the
general framework which we are going to work in. We briefly summerize the situation here.

Let N be an n-dimensional Riemannian manifold with metric g equipped with a Killing
vector field X : M — N. This means, that X generates a one-parameter group ¢ : N xR —
N of isometries on N by

d t
%:X(ap(x,t)) on N xR
o(x,0) ==z on N.

Moreover, let M be a differentiable, connected m-dimensional manifold, m = n — 1. Let
F;: M — N, t >0, be a smooth family of immersions from M to N. The family F; is
called a solution of the mean curvature flow on |0, T[, T > 0, if

d
EFt =—Hv on M x]0,T]

Fh=f on M,

where f : M — N describes a given initial hypersurface My. H is the mean curvature of
F,(M) with respect to the unit normal vector field v on F;(M).

We say that F} is a soliton solution of the mean curvature flow with respect to the Killing
vector field X, if F; := o~ '(F},t) is stationary in normal direction, i.e. if F;(M) is the
given initial manifold My = Fy(M) for all ¢ €]0,T[. In Section 1.2 we prove that soliton
solutions are characterized by

—(X(),v(f)) = H(f) (%)

In the same chapter we briefly comment on the physical roots of the mean curvature flow
and give a survey on some important mathematical results concerning the mean curvature
flow including the relevant references. In particular we motivate the notation of a soliton
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solution by the blow-up results on singularities of the mean curvature flow. In the sequel
we see that soliton solutions have interesting geometric properties (c.f. Section 2.3).

In Chapter 2, we investigate soliton curves on surfaces. We start with an inverse problem
in Section 2.1: We prescribe a curve and ask, if there exists a metric which makes the given
curve a soliton. In a particular case, our Theorem 2.1.1 answers this question completely. In
Section 2.2 we treat the existence and uniqueness problem for global solutions for curves.
In particular, we prove the following theorem:

Theorem 2.2.5. Let N be a two-dimensional differentiable, geodesically complete Rie-
mannian manifold, which carries a smooth Killing vector field X : N — TN. Then, for
each point P € N and every direction QQ € TpN with QQ # 0 there exists a unique soliton
curve through P which is tangential to QQ and which can be extended arbitrarily far to both
sides.

In addition, we prove, that every pair of points which are close to each other can be joined
by a unique short soliton curve. In Section 2.3, we investigate the geometric properties of
soliton curves on Riemannian surfaces. Here, the following theorem plays a crucial role:

Theorem 2.3.9. Fach Killing vector field on a two dimensional Riemannian manifold
possesses locally a conjugate potential.

From this theorem, it follows that the total curvature of a closed polygon whose sides are
soliton curves and which is the boundary of a simply connected domain, vanishes. This
fact, together with the Gauss-Bonnet theorem then yields the central Theorem 2.3.12. This
theorem establishes a formula, which formally looks like the formula of Gauss-Bonnet for
closed polygons which consists of geodesic curves. From this formula arise criteria for the
possibility for soliton curves to be closed, as well as for soliton curves to be embedded
(which means that the curves have no self intersections). Finally the formula allows to
exclude that two distinct soliton curves cut each other more than once if the Gaussian
curvature of the surface is non-positive. In particular this answers the question when two
arbitrary points (which may be located far away from each other) can be joined by a unique
soliton curve. In particular, it follows immediately that in euclidian space R? soliton curves
cannot be closed and are always embedded, independently of the Killing vector field. As
a further example, we prove that every soliton curve on a regular cone must be embedded
if the opening angle of the cone is larger than or equal to . This and further examples
are illustrated by computer images. The conclusions of this section generalize in particular
the results for Yin-Yang curves in [14].

Chapter 3 is dedicated to the study of higher dimensional soliton solutions. Section 3.1
introduces the problem of local solvability of the soliton equation. We confine ourselves to
the corresponding boundary value problem. We motivate this investigation by the following
question: Let v be a closed curve in a three-dimensional manifold NV, which moves under
the action of a one parametric group of isometries on N. The question is whether or
not one can find a surface with boundary v which solves the soliton equation (). This
surface would then move under the influence of the mean curvature flow together with the
boundary ~ by the group of isometries. In Section 3.2 we prove a corresponding existence
result for small Killing vector fields and for a certain class of boundary curves. The key
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ingredient here is the implicit function theorem. The existence theorem reads as follows:

Theorem 3.2.3 Let N be an n-dimensional Riemannian manifold with a Killing vector
field X. Moreover let N' C N be an admissible minimal hypersurface. If v is the boundary
of a C** domain ¥ < N', then there exists a soliton hypersurface with respect to the
Killing field AX and boundary v provided A is sufficiently small.

The chapter ends with a brief description of a numerical algorithm to solve the boundary
value problem for a soliton surface that is a soliton with respect to a screw motion in R3.
The numerical solution is presented in a computer image.

Some tedious proofs and calculations are placed in the appendix.






Zusammenfassung

In dieser Arbeit geht es um spezielle Probleme im Zusammenhang mit Losungen des
mittleren Kriimmungsflusses. Genauer gesagt interessieren uns Losungen des mittleren
Kriimmungsflusses, welche ihre Form beibehalten. Derartige sogenannte Solitonlésungen
haben, wie sich zeigt, besondere geometrische und analytische Eigenschaften.

Im Kapitel 1 stellen wir die notigen differentialgeometrischen Werkzeuge zusammen und
beschreiben den allgemeinen Rahmen, in dem wir arbeiten werden. Diesen geben wir hier
kurz wieder.

Sei N eine n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit mit der Metrik g, ausgeriistet
mit einem Killingfeld X : N — T'N. Das heisst, X generiert eine Einparametergruppe
@ : N xR — N von Isometrien auf N via

dgofia;,t) = X(p(z,t)) auf N x R
o(z,0) ==z auf N.

Weiter sei M eine differenzierbare, zusammenhéngende m-dimensionale Mannigfaltigkeit,
m=mn—1.Sei F; : M — N, t > 0, eine glatte Familie von Immersionen von M nach N.
Die Abbildung F; heisst eine Losung des mittleren Kriitmmungsflusses auf |0, 7], T > 0,
wenn:

d
EFt =—Hv auf M x]0,T| (1)

Fy=f auf M, (2)

wobei f : M — N eine gegebene Anfangshyperfliche My beschreibt. H ist die mittlere
Kriimmung von F;(M) beziiglich des Einheitsnormalenvektorfeldes v auf Fy(M).

Wir sagen nun, dass F}; eine Solitonldsung des mittleren Kriimmungsflusses beziiglich des
Killingvektorfeldes X ist, wenn F, := ¢~ Y(F;,t) in Normalenrichtung stationir ist, das
heisst Fy(M) ist die gegebene Untermannigfaltigkeit Mo = Fy(M) fiir alle ¢t €10, T[. Wir
beweisen im Abschnitt 1.2, dass die Solitonlésungen durch folgende Gleichung charakteri-
siert sind:

—(X (), v(f)) = H() (3)

Im selben Kapitel gehen wir kurz auf die physikalischen Wurzeln ein und geben einen
Uberblick iiber einige wichtige mathematische Resultate zum mittleren Kriimmungsfluss
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mit entsprechenden Literaturhinweisen. Wir motivieren insbesondere den Begriff der Soli-
tonlosung durch die Blow-up-Resultate von Singularititen des mittleren Kriimmungsflus-
ses. Im Weiteren werden wir sehen, dass Solitonldsungen auch interessante geometrische
Eigenschaften (siche Abschnitt 2.3) besitzen.

Im Kapitel 2 untersuchen wir Solitonkurven auf Riemannschen Flachen. Im Abschnitt 2.1
betrachten wir zunéchst ein inverses Problem. Das heisst, wir geben eine Kurve vor und
fragen uns, ob eine Metrik existiert, so dass diese Kurve eine Solitonkurve ist. In einem
speziellen Fall beantwortet das Theorem 2.1.1 diese Frage vollstdndig. Im Abschnitt 2.2
behandeln wir die Existenz und Eindeutigkeit von globalen Losungen. Dabei bewiesen wir
das folgende Theorem 2.2.5:

Theorem 2.2.5. Sei N eine zweidimensionale, differenzierbare, geoddtisch vollstindige
Riemannsche Mannigfaltigkeit, welche ein glattes Killingvektorfeld X : N — TN trdgt.
Dann existiert fiir jeden Punkt P € N und jedes QQ € TpN mit Q # 0 eine eindeutige und
beidseits beliebig weit fortsetzbare Solitonkurve v beziiglich X durch P und tangential an

Q.

Zusatzlich bewiesen wir, dass zwei geniigend nahe beieinander liegende Punkte durch eine
eindeutige kurze Solitonkurve verbunden werden koénnen. Im Abschnitt 2.3 untersuchen
wir dann die geometrischen Eigenschaften von Solitonkurven auf Riemannschen Mannig-
faltigkeiten. Dabei spielt das folgende Resultat eine wichtige Rolle:

Theorem 2.3.9. Jedes Killingvektorfeld auf einer zweidimensionalen Riemannschen Man-
nigfaltigkeit besitzt lokal ein konjugiertes Potential.

Mit Hilfe dieses Satzes wird dann gezeigt, dass die Totalkriimmung eines Polygonzuges,
welcher aus Solitonstiicken besteht und ein einfachzusammenhéngendes Gebiet berandet,
verschwindet. Aus dieser Tatsache und dem Satz von Gauss-Bonnet folgt dann das zentrale
Theorem 2.3.12. Dieses Ergebnis etabliert eine Formel, welche formal wie die Formel von
Gauss-Bonnet fiir Polygonziige aus Geodéten aussieht. Daraus ergeben sich dann Aussagen
dariiber, unter welchen Umstédnden geschlossene Solitonkurven vorkommen kénnen, sowie
dariiber wann Solitonkurven eingebettet sind (das heisst, keine Selbstschnitte aufweisen).
Schliesslich werden auch Aussagen dariiber méglich, wann sich zwei verschiedene Soliton-
kuven mehr als einmal schneiden kénnen. Insbesondere beantwortet dies die Frage nach der
eindeutigen Verbindbarkeit zweier weit auseinanderliegenden Punkte durch Solitonkurven.
So zeigt sich beispielsweise, dass im euklidischen R? unabhéngig vom Killingvektorfeld kei-
ne geschlossenen Solitonkurven existieren, und dass Solitonkurven dort eingebettet sein
miissen. Als weiteres Beispiel beweisen wir, dass jede Solitonkurve auf einem Rotations-
kegel eingebettet ist, wenn der der halbe Offnungswinkel des Kegels grosser oder gleich z
ist. Diese und weitere Beispiele werden mit Computergraphiken illustriert. Die Ergebnisse
dieses Abschnittes verallgemeinern insbesondere Resultate iber Yin-Yang-Kurven in [14].

Im Kapitel 3 geht es um mehrdimensionale Solitonlésungen. Im Abschnitt 3.1 wird das
Problem der lokalen Losbarkeit der Solitongleichung eingefiihrt. Wir beschrinken uns auf
das entsprechende Randwertproblem. Wir motivieren die Untersuchung durch folgende
Fragestellung: Sei eine geschlossene Kurve v auf einer drei-dimensionalen Mannigfaltigkeit
N vorgegeben, welche sich unter dem Einfluss einer einparametrigen Gruppe von Isometri-
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en auf N fortbewegt. Die Frage ist dann, ob in die gegebene Kurve eine Fldche eingespannt
werden kann, die der Solitongleichung (3) geniigt. Diese Flidche wiirde sich dann unter dem
mittleren Kriimmungsfluss zusammen mit der gegebenen Randkurve gerade unter der Iso-
metriegruppe bewegen. Im Abschnitt 3.2 wird fiir kleine Killingvektorfelder und geeignete
Randdaten das genannte Problem mit Hilfe des Satzes {iber implizite Funktionen gelost
und folgender Satz bewiesen:

Theorem 3.2.3. Sei N eine n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit mit einem
Killingvektorfeld X. Weiter sei N’ C N eine zugelassene minimale Hyperfliche. Ist dann
v der Rand eines C* Gebietes ¥  N', so eistiert fiir geniigend kleines X eine Soliton-
hyperfliche beziiglich des Killingvektorfeldes AX mit dem Rand .

Das Kapitel wird durch eine kurze Beschreibung eines numerischen Verfahrens zur Losung
des Randwertproblems fiir eine Solitonfliiche beziiglich einer Schraubung in R? abgeschlos-
sen. Die Numerische Losung ist in einer Computergraphik dargestellt.

Einzelne technische Beweise und Berechnungen sind in den Appendix verbannt.






Kapitel |
Einleitung

1.1 Notationen und Definitionen

In diesem Abschnitt fithren wir die im weiteren Verlauf nétigen Notationen und Definitio-
nen ein. Die grundlegenden Objekte, mit denen wir uns befassen sind Mannigfaltigkeiten.
Sie stellen die natiirliche Verallgemeinerung des Flichenbegriffs der klassischen Geometrie
dar.

Definition 1.1.1. Eine Mannigfaltigkeit M der Dimension m ist ein zusammenhé&ngen-
der parakompakter! Hausdorff Raum mit der Eigenschaft, dass jeder seiner Punkte p eine
offene Umgebung U besitzt, die hom6éomorph zu einer offenen Teilmenge 2 von R™ ist.

Ein solcher Homo6omorphismus z : U — € C R™ heisst Karte und U das dazugehorige
Kartengebiet.

Ein Atlas ist eine Menge {Uy, 4 }aca von Karten, falls die Mengen Uy, eine offene Uber-
deckung von M bilden.

Zwei Atlanten heissen kompatibel, wenn ihre Vereinigung wieder ein Atlas ist. Im allge-
meinen wird eine Karte kompatibel mit einem Atlas genannt, wenn das Hinzufiigen
der Karte zum Atlas wieder einen Atlas liefert. Ein Atlas heisst maximal, wenn jede
kompatible Karte mit diesem Atlas bereits in diesem liegt.

Ein Atlas {Uq, Za}aca einer Mannigfaltigkeit heisst differenzierbar, falls alle Karten-
wechsel
zgoxyt 20Uy NUg) — 25Uy NUp)

von der Klasse C*° sind (im Falle U, NUg # @).

Ein maximaler differenzierbarer Atlas heisst differenzierbare Struktur.

'Ein Hausdorff Raum M heisst parakompakt, wenn jede offene Uberdeckung eine lokal endliche Ver-
f“einerung besitzt. Das heisst, dass fiir jede offene Uberdeckung (Qa)aca von M eine lokal endliche offene
Uberdeckung (Qf)sep von M existiert, so dass VG € B3a € A: Qs C Qa.
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Eine Mannigfaltigkeit mit einer maximalen differenzierbaren Struktur heisst differenzier-
bare Mannigfaltigkeit. &

Bemerkung 1.1.2. Jeder Atlas ist in einem maximalen Atlas enthalten, ndmlich in jenem,
der alle Karten, die mit ihm kompatibel sind, enthélt. &

Gewisse Teilmengen von differenzierbaren Mannigfaltigkeiten kénnen in natiirlicher Weise
selbest als Mannigfaltigkeiten aufgefasst werden:

Definition 1.1.3. Sei N eine n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit. Eine Teil-
menge M C N heisst differenzierbare Untermannigfaltigkeit der Dimension m =
n — k der differenzierbaren Mannigfaltigkeit N, falls es fiir jeden Punkt p € M eine Karte
(U,z) von N mit p € U gibt, so dass (U N M) C R™ = R™ x {0} ¢ R™ x RF = R™**,
x|unm ist dann eine Karte fiir M und die Gesamtheit dieser Karten ist ein differenzier-
barer Atlas fiir M. Die Zahl k heisst Codimension von M in N. Falls k = 1 ist, so sagt
man, M sei eine Hyperflidche in N. &

Die Differenzierbarkeit von reellen Funktionen auf Mannigfaltigkeiten wird mit Hilfe von
Karten definiert:

Definition 1.1.4. Sei U C M ein Kartengebiet. Die Abbildung f : U — R heisst dif-
ferenzierbar von der Klasse C* (glatt), falls (f o 27')|,(y) differenzierbar von der
Klasse C'*° ist.

Ist W eine beliebige offene Teilmenge von M, so heisst f : W — R glatt, falls f|ynw glatt
ist fir alle Kartengebiete U C M. &

Motiviert durch den Begriff der Tangentialebene an eine Fliche im Raum definiert man
den Begriff des Tangentialraums an eine allgemeine differenzierbare Mannigfaltigkeit.

Definition 1.1.5. Sei M eine C'*°-Mannigfaltigkeit und p € M. Der Tangentialraum
T,M von M im Punkt p ist die Menge aller linearen Abbildungen

X, :C®(M) — R,
die
Xp(f - 9) = Xp(f)g(p) + f(P) X, (9)

erfiillen. Mit den Vektorraumoperationen

(Xp +Yp)(f) = Xp(f) +Yp(f)
(aXp)(f) = aXp(f)

fir f € C°(M), o € R wird T, M zu einem Vektorraum. O

SeipeUC M und z: U — V C R™ eine Karte. Wir betrachten die folgenden Elemente

aus T, M:

0

Bi(p): f — G_S(f O»’U_l)|ac(p) (1.1)
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wobei f € C*°(M), i = 1,2,...,m. Diese Vektoren B;(p), i = 1,2,...,m, bilden eine Basis
von T, M. Jeder Vektor X, € T,M ldsst sich also schreiben als X, = X'B;(p), X' € R,
wobei wir hier und im weiteren stillschweigend die iibliche Summenkonvention verwenden.

Nun lassen sich Vektorfelder auf differenzierbaren Mannigfaltigkeiten einfiithren:
Definition 1.1.6. Sei W C M. Ein Vektorfeld v auf W ist eine Abbildung
v W - TM =) T,M
peW
p — v(p) €T,M.

Sei U C M ein Kartengebiet zur Karte . Dann gilt fiir p € U:
v(p) = v'(p)Bi(p)-

Das Vektorfeld v heisst glatt auf U, falls die Koeffizienten v*(p) glatte Funktionen auf U
sind. v heisst glatt auf W, falls v|yaw glatt ist fiir alle Kartengebiete U. &

Nun kénnen wir die Ableitung reellwertiger Funktionen auf Mannigfaltigkeiten definieren.

Definition 1.1.7. Sei f : M — R eine glatte Abbildung auf einer differenzierbaren
Mannigfaltigkeit M. Das Differential von f in p € M ist dann die lineare Abbildung

dfy : T,M — R, X, — dfp(Xp) := Xp(f). &

Um weiter unten allgemeine Tensorfelder auf M definieren zu koénnen, bendtigen wir nun
noch den zu T}, M dualen Vektorraum sowie dessen Basis.

Definition 1.1.8. Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit und sei p € M. Der zum
Tangentialraum 7T, M duale Vektorraum heisst Kotangentialraum von M im Punkte p
und wird mit 77 M bezeichnet. O

Bemerkung 1.1.9. Die duale Basis in Ty M zur Basis B;(p) in T),M, welche in (1.1)
eingefiihrt wurde, besteht aus den Koordinatendifferentiale da7:

j » o, _ o ,
dz} (Bi(p) = Bi(p) (27) = 5z (@’ 00 o) = 557€ ket = o]
denn 27 ox71: V C R™ — R ist die Abbildung (¢£1,...,6™) — &J. o

Wir machen differenzierbare Mannigfaltigkeiten zu metrischen R&umen, indem wir zu-
nichst Riemannsche Metriken einfiihren:

Definition 1.1.10. Eine Riemannsche Metrik auf M ist eine Familie g von Skalar-
produkten (-,-), : T,M x T,M — R, welche differenzierbar von p abhéngen. Das heisst,
fur alle differenzierbaren Vektorfelder v und w auf M ist die Abbildung p — (v(p), w(p)),
glatt. Die Riemannsche Metrik ((-,-)p)pem heisst auch die erste Fundamentalform von
M.

Eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit einer Riemannschen Metrik g heisst Riemann-
sche Mannigfaltigkeit. Wir schreiben gelegentlich (-, -) 4, um anzudeuten, welche Metrik
gemeint ist. ¢
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Auf einer differenzierbaren Untermannigfaltigkeit einer Riemannschen Mannigfaltigkeit
wird durch Einschrinkung der ersten Fundamentalform eine Riemannsche Metrik indu-
ziert.

Sei v,w € T,M mit v = v'B;(p), w = w’B;(p). Dann ist (v,w), = g;j(p)v'w’. Dabei ist
9ij(p) = (Bi(p), Bj(p)) eine positiv definite (m x m)-Matrix.

Mit der Metrik g einer Riemannschen Mannigfaltigkeit konnen wir neben der Ableitung
einer reellen Funktion auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit auch ihren Gradienten
definieren.

Definition 1.1.11. Sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Metrik g und F': M —
R glatt. Der Gradient V,F),, € T,M von F in p € M beziiglich der Metrik g ist definiert
durch die Bedingung

dFyv = (VoFp, v)g

fiir alle v € T, M. &

Wir interessieren uns fiir Kurven auf Mannigfaltigkeiten, insbesondere fiir Kurven auf
Riemannschen Mannigfaltigkeiten mit speziellen Eigenschaften. Zuerst definieren wir, was
eine glatte Kurve auf einer Mannigfaltigkeit ist, bevor wir mit Hilfe der Riemannschen
Metrik ihre Linge definieren.

Definition 1.1.12. Eine stetige Kurve v : I := [a,b] — M heisst glatt, falls fiir jede
Karte z: U — V C R™ gilt, dass x o 7|7—1(U) glatt ist. O

Sei v : I — M eine glatte Kurve. Wir definieren fg (t) = §(t) € TyyM durch

i(t): C¥(W) — R
o = o)

Ist dann v : R — M eine glatte Kurve, so erhalten wir folgende Beziehung zwischen der
Ableitung von ¢(y(t)) und dem Gradienten:

L (3(1)) = dolr()3(1) = (Vyp(0)), 4(1)), (12)

Definition 1.1.13. Sei v : I := [a,b] — M eine glatte Kurve. Die Lénge von ~ ist

definiert durch
Liy) = /I 1)t = /, JEOAO) 0 d.

Diese Definition iibertréigt sich in natiirlicher Weise auf stiickweise glatte Kurven. &

Sei M eine zusammenhéngende Riemannsche Mannigfaltigkeit. Mit Hilfe der soeben defi-
nierten Kurvenlénge lédsst sich nun M in der Tat zu einem metrischen Raum machen:
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Definition 1.1.14. Die Abbildung
d:MxM-—R, (pq)—inf{L(y)|~:I=][a,b — M glatt ,v(a) =p,v(b) = ¢}

definiert eine Metrik auf M. &

Kurven, welche lokal kiirzeste Verbindungslinien zwischen je zwei ihrer Punkte sind, heis-
sen geodétische Kurven:

Definition 1.1.15. Eine glatte Kurve v : I — M heisst geodétisch genau dann, wenn
jeder Punkt ~(t), t € I, in einer nichttrivialen Teilkurve enthalten ist, deren Linge die
Distanz ihrer Endpunkte im Sinne der Metrik d ist. &

Je zwei geniigend nahe beieinanderliegende Punkte auf einer Riemannschen Mannigfal-
tigkeit lassen sich durch eine Geodéte verbinden. Andererseits ist es, selbst fiir zusam-
menhéngende Mannigfaltigkeiten, eine spezielle Eigenschaft, wenn sich zwei beliebige Punk-
te durch eine Geodéte verbinden lassen oder wenn sich jede Geodéte beliebig weit fortset-
zen lasst:

Definition 1.1.16. Eine Mannigfaltigkeit M heisst geodétisch vollstindig, wenn sich
jede geoditische Kurve im Sinne der Kurvenlinge beliebig als Geodite fortsetzen liasst. $

Die Eigenschaft der geodétischen Vollstéandigkeit l4sst sich mit Hilfe der zuvor eingefiihrten
Metrik d charakterisieren: Die Tatsache, dass M geodétisch vollstdndig ist, ist nédmlich
nach dem Satz von Hopf-Rinow dquivalent dazu, dass (M, d) vollstéindig ist.

Bisher haben wir reelle Funktionen auf Mannigfaltigkeiten, sowie Kurven auf Mannigfal-
tigkeiten betrachtet. Wir bendtigen auch allgemeine Abbildungen zwischen Mannigfaltig-
keiten:

Definition 1.1.17. Seien M und N zwei differenzierbare Mannigfaltigkeiten.

Eine Abbildung f : M — N heisst differenzierbar in p € M, wenn fiir Karten (U, x) mit
p €U C M und (V,y) mit f(p) €V C N gilt, dass y o f oz~ ! glatt ist in z(p). Sie heisst
differenzierbar (glatt), falls f differenzierbar in jedem Punkt p € M ist.

Das Differential df,, einer glatten Abbildung f : M — N in p € M ist die lineare Ab-
bildung dfy : T,M — Ty N, X +— dfp(X) mit dfp(X) : C®°(N) = R, ¢ — dfp(X)(p) =
X(pof).

Eine Abbildung f : M — N heisst Immersion, falls df;, : T, M — Ty, N in jedem Punkt
p € M injektiv ist, d.h. rang df, = m = dim M.

Eine Abbildung f : M — N heisst Einbettung, falls f eine Immersion ist und M ho-
moomorph auf f(M) abbildet.

Sind M und N Riemannsche Mannigfaltigkeiten mit induzierter Metrik djs respektive dy,
so heisst f: M — N Isometrie, falls Vp,q € M dy(p,q) = dn(f(p), f(q))- &
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Bemerkung 1.1.18. (a) Ist f : M — N eine Einbettung, so ist das Bild f(M) eine
Untermannigfaltigkeit von N.

(b) Die obige Definition des Differentials stimmt im Falle N = R mit der Definition 1.1.7
tiberrein, falls wir 7, R mit R identifizieren:

i T,R >R
X —i(X) == X(id) o

Zuvor betrachteten wir allgemeine Vektorfelder auf Mannigfaltigkeiten. Jetzt definieren
wir spezielle Vektorfelder auf einer Mannigfaltigkeit M, welche im Zusammenhang mit
Isometriegruppen von M stehen, ndmlich Killingvektorfelder:

Definition 1.1.19. Sei M eine m-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit. Ein Vek-
torfeld X : M — TM heisst Killingvektorfeld auf M, falls X eine Einparametergruppe
@ : M xR — M von Isometrien auf M generiert via

d t
SOE;;’ ) _ X(p(x,t)) auf M x R
o(z,0)==x auf M.
Dabei fassen wir ¢(z,-) als Kurve in M auf. &

Als Verallgemeinerung von Richtungsableitungen von Funktionen betrachten wir nun noch
Ableitungen von Vektorfeldern léngs anderen Vektorfeldern.

Definition 1.1.20. Sei M eine Mannigfaltigkeit. Dann bezeichnet I'(T'M') die Menge aller
glatten Vektorfelder auf M.

Ein linearer (Koszul-) Zusammenhang oder eine kovariante Ableitung V auf T M
ist eine bilineare Abbildung

V:I(TM)x (TM) — T(TM)
(X,Y) — VxY

mit den Eigenschaften
a) VixY = fVxY

b) Vx fY = X(f)Y + fVxY

fir alle X, Y e I'(TM), f € C>*(M). &

Definition 1.1.21. Sei z : U — ) eine Karte. Der Zusammenhang V definiert die Chri-
stoffelsymbole Ffj € C*°(U) beziiglich der Basis B; durch

Vp,Bj =: I'};By. &
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Mit Hilfe einer Einbettung f : M — N konnen wir auch Vektorfelder auf M nach N
transportieren.

Definition 1.1.22. Seien M und N zwei differenzierbare Mannigfaltigkeiten und f : M —

N eine Einbettung. Dann definieren wir:

(i) Die Einbettung f induziert eine Abbildung f. : TM — T f(M) C TN durch
X = fX)=YeTf(M),Y:C*(f(U) =R, pr X(pof).
Dabei ist U eine offene Menge in M. Die Abbildung f, heisst push forward.

(ii) Ist N eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Metrik A, so wird auch M zu einer
Riemannschen Mannigfaltigkeit durch die Definition

(X,Y) pen, = (f*(X),f*(Y))hf(p) fir X,Y € T,M.
Dann heisst f*h pull back der Metrik h. Die Einbettung f wird dadurch zu einer
isometrischen Immersion. &
Mit Hilfe der kovarianten Ableitung definieren wir nun die zweite Fundamentalform. Damit
werden wir schliesslich zum Begriff der Kriitmmung einer Mannigfaltigkeit gelangen.

Definition 1.1.23. Sei f : M — N eine Immersion. Unter dem zweiten Fundamental-
tensor von M an p € M verstehen wir die Abbildung
A:TyM xT,M — Npf(M)
(X,Y) — (VeP) ).
Hierbei sind X,Y € I'(T'N) beliebige glatte Fortsetzungen von X,Y € T,M und V ist
ein linearer Zusammenhang auf N. Ferner bezeichnet I'(N f(M)) die Menge der glatten
Normalenvektorfelder auf f(M), d.h. Vektorfelder Z auf N, fiir die gilt (Z(p), W(p))n =
0Vp e f(M), W(p) € Tyf(M). Fir p € f(M) wird T,N (-,-)n-orthogonal zerlegt in

T,N = T,f(M) @ N,f(M), und fiir V€ T,N bedeutet V =V, @ V*, V, € T,f(M) und
V<L € N,f(M) die entsprechende Zerlegung.

Ist v € (N f(M)), so setzen wir
hy(X,Y)=h(X,Y):=—(AX,Y), V)N

und nennen diese bilineare Abbildung die zweite Fundamentalform von M beziiglich
der Immersion f und dem Normalenfeld v. O
Einer der verschiedenen Kriimmungsbegriffe, die wir brauchen, ist die mittlere Kriimmung,

welche wir nun mit Hilfe des zweiten Fundamentaltensors definieren konnen.

Definition 1.1.24. Die mittlere Kriimmung H von M ist definiert durch

H = spur h. &
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Um weiter unten die Tensorbiindel einzufithren, fithren wir noch den Begriff des Vek-
torbiindels ein. Dieser erlaubt insbesondere, die Gesamtheit der Tangentialrdume T M
einer Mannigfaltigkeit M einheitlich als Tangentialbiindel anzusprechen.

Definition 1.1.25. Ein differenzierbares Vektorbiindel von Rang n besteht aus einem
Totalraum FE, einer Basis M und einer Projektion m : £ — M. Dabei sind £ und M
differenzierbare Mannigfaltigkeiten und 7 differenzierbar. Jede Faser E, := 77 1(z), = €
M, ist ein n-dimensionaler Vektorraum und die folgende lokale Trivialitdtsbedingung muss
erfiillt sein: Fiir jedes ©x € M existiert eine Umgebung U C M und ein Diffeomorphismus

o:m 1 (U) = UxR"
mit der Eigenschaft, dass fiir jedes y € U
vy = ¢lg, By — {y} xR"

ein Vektorraumisomorphismus ist. Ein solches Paar (¢, U) heisst Biindelkarte. &

Wir werden das Wort “differenzierbar” im Weiteren unterdriicken und einfach von Vek-
torbiindel sprechen.

Der Begriff des Schnittes verallgemeinert nun den Begriff der Vektorfelder:

Definition 1.1.26. Sei (E, 7, M) ein Vektorbiindel. Ein Schnitt von E ist eine differen-
zierbare Abbildung s : M — E mit m o s = idp;. Der Raum der Schnitte von E wird mit
I'(E) bezeichnet. ¢

Bemerkung. Siehe die Definition 1.1.20 fiir das Beispiel I'(T'M). &

Bevor wir zum Begriff des Tensorbiindels kommen, erinnern wir an den Begriff des Ten-
sorproduktes von Vektorrdumen.

Definition 1.1.27. Seien V und W zwei Vektorrdume der Dimensionen n und m und seien
(e1, ..., ex)und (f1, ..., fm) die Basen. Das Tensorprodukt V @ W ist der Vektorraum

der Dimension nm aufgespannt durch die Basis (e; ® fj)izlw,’n .
7j=1,....m

Es existiert eine kanonische bilineare Abbildung
L:VxW-—->VaW, (a,b)—a®b,

wobei fiir a = a'e; € V,b = b/ f; € W das Element a ® b € V ® W definiert ist durch
a®b:= aibjei@)fj.

Analog kann man das Vektorprodukt mehrerer Vektorrdume definieren.

Der Vektorraum der r-fach kontravarianten und s-fach kovarianten Tensoren iiber
dem endlichdimensionalen Vektorraum V ist

T:(V)=V®..VeV'e...eV*.

s

r-fach s-fach

Man setzt T3 (V) := R. &
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Definition 1.1.28. Mit
M = | J TI(T,M)
peEM

wird das Vektorbiindel {iber M bezeichnet, dessen Fasern die Tensorrdume 77 (7,,M) sind.
Insbesondere ist TY M = T* M das sogenannte Kotangentialbiindel von M. Die Elemen-
te von T* M heissen Kotangentialvektoren, die Schnitte von T* M sind 1-Formen. Ein
r-fach kontravariantes und s-fach kovariantes Tensorfeld auf einer differenzierbaren
Mannigfaltigkeit M ist ein Schnitt von 77 M, also ein Element von I'(TTM). T(TY M) ist
in diesem Sinne die Menge der reellen glatten Funktionen auf M. &

Elementare Funktionen auf Tensorbiindeln sind die Kontraktionen:
Definition 1.1.29. Eine Kontraktion
k:T(T'M) — T(TI M)

ist eine t-fache Komposition von elementaren Kontraktionen k;;, die auf zerlegbaren Ele-
menten von 77 (1, M) durch

kij(11®.. . @ @Y ®... 0y =y (@)1 ®...05H®.. 05,0y 0.0y Q... 0y

definiert sind. Auf nicht zerlegbare Elemente wird k;; linear erweitert. &

Nun erweitern wir den Koszul-Zusammenhang auf allgemeine Tensorfelder.

Definition 1.1.30. Sei V ein linearer Zusammenhang auf T'M. Dann existiert genau eine
Familie bilinearer Operatoren

(r,5)
V :T(TM) x T(TIM) — T(TT M)

fiir r, s € Np mit folgenden Eigenschaften:

(0,0
(i) Vxf=X(f)=df(X)
(170)
(i) VxY =VxY
(0.1)

(i) ((Vxw)(¥) = X(@(Y)) —w(VxY)

i) T e T = ((“vilT) QT +T® <(T/§/))(T’>

Diese bilinearen Operatoren heissen kovariante Ableitungen von Tensorfeldern. <

Bemerkung 1.1.31. Die Eigenschaft (iii) folgt aus den Eigenschaften (i), (iv) und (iii’):
(iii") Ist k : D(Tr M) — T(TI~} M) eine Kontraktion, so gilt

k(%sng) =k, &
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1.2 Der mittlere Kriimmungsfluss

In den Fiinfzigerjahren des Zwanzigsten Jahrhunderts machten Physiker die folgende Ent-
deckung: Im Labor wurde geschmolzenes Aluminium langsam abgekiihlt und es wurde der
Erstarrungsprozess genauer untersucht. Dabei stellte man fest, dass es zunéchst in der
Schmelze spontan an bestimmten Punkten zur Kristallisation kam. Dabei bauten sich aus
Kristallisationskernen langsam homogene Aluminiumgitter auf. Das atomare Gitter des
Aluminiums ist von der Art fcc (“face centered cubic”), die Gitterkonstante betrigt rund
4.05 10~'1%m. Beim Erstarrungsprozess wachsen diese, zunichst isoliert in der Schmelze
befindlichen homogenen Kristalle, bis sie schliesslich aneinander stossen. Wenn der Er-
starrungsprozess abgeschlossen ist, setzt sich das Aluminium aus einzelnen Zellen oder
Koérnern (“grains”) zusammen, die aus homogenen Kristallgittern (Einkristallen) beste-
hen (siehe Figur 1.1).

Figur 1.1: Haufwerk von Einkristallen mit Korngrenzen

Eine typische Korngrosse ist etwa 10 Mikrometer. Atome, die am Rand einer Zelle (Korn-
grenze) sitzen, also nur einseitig in ein Atomgitter eingebunden sind und sich daher in
einem leicht erh6hten Energiezustand befinden, kénnen spontan ihre Zellenzugehorigkeit
wechseln, das heisst, sie konnen sich dem Gitter der benachbarten Zelle anschliessen. Es
stellt sich heraus, dass ein solcher Ubertritt umso wahrscheinlicher ist, je konvexer der
Zellrand an der betreffenden Stelle ist. Man kann sich das etwa so vorstellen, dass ein
Atom an einer scharfen Spitze einer Zelle ja von mehr Atomen der Nachbarzelle umgeben
ist als von eigenen, und es daher zur Nachbarzelle iiberspringt. Durch diesen Mechanismus
bewegen sich die Zellrinder. Man stellte experimentell fest, dass die Geschwindigkeit, mit
der sich eine Zellwand bewegt, proportional zur mittleren Kriitmmung des Zellrandes am
betreffenden Ort ist. Man kann diesen Sachverhalt auch wie folgt begriinden: Der erhéhte
Energiezustand der Randatome entspricht einer Oberflichenenergie, die im einfachsten
Fall isotrop und proportional zur Fliache ist. Das System versucht nun, seine potentielle
Energie zu verringern, also die Oberflachen der Zellen zu minimieren. Die erste Variati-
on des Flichenfunktionals ist nun aber gerade die mittlere Kriimmung. Das heisst, das
System wird versuchen seine Energie zu verringern, indem es die Oberfléichen in jedem
Punkt in Richtung und mit der Geschwindigkeit des negativen mittleren Kriimmungsvek-
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tors bewegt. Dies ist der mittlere Kriimmungsfluss.

Der mittlere Kriimmungsfluss wurde mathematisch zum ersten Mal 1978 von Brakke unter-
sucht (siehe [3]), spiter von Huisken (siehe [12]). Brakke verfolgte dabei einen Ansatz aus
der geometrischen Masstheorie, wihrend Huisken einen klassischen differentialgeometri-
schen Zugang wéhlte. Um Singularitdten des mittleren Kriimmungsflusses beschreiben zu
konnen, fithrten Osher-Sethian eine “level-set” Beschreibung des mittleren Kriimmungs-
flusses ein (siehe [17]), der spéter von Evans-Spruck (siehe [6], [7], [8], [9]) und Chen-
Giga-Goto (siehe [4]) im Detail untersucht wurde. Ilmanen gelang es schliesslich in [15]
einen Zusammenhang zwischen der level-set-Formulierung und dem Varifaltigkeitsansatz
von Brakke herzustellen.

In dieser Arbeit beniitzen wir das folgende Modell des mittleren Kriimmungsflusses: Sei
N eine n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit mit der Metrik g, ausgeriistet mit
einem Killingvektorfeld X. Weiter sei M eine differenzierbare, zusammenhéngende m-
dimensionale Mannigfaltigkeit, m =n — 1. Sei F; : M — N,t > 0, eine glatte Familie von
Immersionen von M nach N.

Definition 1.2.1. Die Abbildung F} ist eine Lésung des mittleren Kriimmungs-
flusses auf (0,7"), T > 0, wenn:

%Ft =—Hv auf M x (0,7)

Fh=f auf M,

wobei f : M — N eine gegebene Anfangshyperfliche My beschreibt. H ist die mittlere
Kriimmung von F}(M) beziiglich des Einheitsnormalenvektorfeldes v auf F}(M). O

Geometrisch bedeutet dies, dass sich die Hyperflache F;(M) in jedem Punkt in Normalen-
richtung mit der Geschwindigkeit, die durch den negativen mittleren Kriimmungsvektor
gegeben ist, fortbewegt. Die Richtung ist also so, dass der Fluss die Flache bzw. die Kur-
venlénge verringert.

Wir bemerken noch, dass der Vektor Hv unabhéingig von der Wahl der zwei mdoglichen
Orientierungen von v ist. Dieser Term Hv kann auch geschrieben werden als Ap, ) Fy,
wobei Ap, ) der Laplace-Beltrami Operator auf M ist, beziiglich der von N via Fy
zuriickgeholten Metrik. In dieser Form sieht die Gleichung des mittleren Kriimmungs-
flusses aus, wie eine parabolische Gleichung. Diese Analogie ist aber nur vordergriindig,
der Operator evolviert ja zusammen mit der Losung, und die Gleichung ist daher hoch-
gradig nicht-linear.

Die (klassischen) Losungen der Gleichung des mittleren Kriitmmungsflusses “erben” jedoch
von der parabolischen Natur der Gleichung immerhin ein Vergleichsprinzip:

Vergleichsprinzip Sind die Initialflichen Fo(M) und Go(M') disjunkt, so bleiben die
Lésungsflichen Fy(M) und Gy(M'") disjunkt, solange sie (als klassische Lisungen) existie-
ren.

Dieses Vergleichsprinzip erlaubt bereits erste Aussagen iiber das Verhalten von Losungen
des mittleren Kriitmmungsflusses. Betrachten wir folgendes Beispiel im Euklidischen Raum:
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Figur 1.2: Ausgangskonfiguration

Die beiden Sphéren S in der Abbildung 1.2 haben denselben Radius R. Wenn wir sie dem
mittleren Kriimmungsfluss unterwerfen, so werden sie schrumpfen. Da dabei der Betrag
der mittleren Kriimmung zunimmt, schrumpfen die Kugeln umso schneller, je kleiner sie
werden. Das bedeutet, dass sie in endlicher Zeit Ts zu einem Punkt zusammenschrump-
fen. Man berechnet ganz leicht, dass Tg = %. Zwischen den beiden Sphéren ist ein
spezieller Torus platziert. Dieser hat die Eigenschaft, unter dem mittleren Kriimmungs-
fluss selbstéhnlich zu schrumpfen. Ein solcher Torus wurde 1992 von Angenent (siehe [1])
gefunden (dieser wird “Angenent’s doughnut” genannt). Sagen wir, der gegebene Torus
D schrumpfe in der Zeit Tp < Tg zu einem Punkt. Dies kann man etwa dadurch sicher-
stellen, dass D in einer Sphéire mit Radius r < R enthalten ist. Zwischen den Torus und
die zwei Sphéren ist in der angegebenen Weise eine hantelférmige Fliache eingefiadelt. Wir
lassen diese Konfiguration von Initialflichen nun unter dem mittleren Kriimmungsfluss
evolvieren und beachten, dass wegen des Vergleichsprinzips die Losungsflichen disjunkt
bleiben. Nach einer gewissen Zeit stellt sich die Losung etwa folgendermassen dar:

O———C

Figur 1.3: Wirkung des mittleren Kriimmungsflusses auf die Ausgangs-
konfiguration nach einer gewissen Zeit ¢t < Tp

Spétestens zur Zeit T (falls sich vorher noch keine Singularitét gebildet hat) muss sich
eine Singularitdt bilden:

Figur 1.4: Bildung einer Singularitét

Da die Hantelfliche immer noch die Sphéren enthalten muss, hat der schrumpfende To-
rus die Hantelfliche an der Taille eingeschniirt. Es ist also eine Singularitit entstanden,
und zwar eine, die keine Verschwindungssingularitit ist wie etwa bei der schrumpfenden
Sphére. Will man den mittleren Kriimmungsfluss tiber diese Singularitdt fortsetzen, be-
nutzt man geeignete Losungsbegriffe (siehe [3] und [4], respektive [6]-]9]).

Ist die Initialfliche konvex, ist die Situation insofern besser, als Huisken 1984 bewies, dass
dann die Losung konvex bleibt, und in endlicher Zeit zu einem “runden Punkt” schrumpft,
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das heisst, es tritt nur eine Verschwindungssingularitéit auf. Damit meint man folgendes:
Wird die Losungsfliche derart skaliert, dass sie ein konstantes Volumen umschliesst, so
konvergiert diese skalierte Losung in endlicher Zeit gleichméssig gegen eine runde Sphére.

In R? ist die Situation sogar noch besser: Startet man dort den “mittleren Kriimmungs-
fluss” (also einfach den Kriimmungsfluss, oder den “curve-shortening flow”) mit einer ein-
gebetteten geschlossenen Kurve, so bleibt die Kurve wahrend der Evolution eingebettet
und konvergiert in endlicher Zeit zu einem runden Punkt. Dieses Resultat wurde 1987 von
Grayson bewiesen (siehe [11]).

Nichtsdestotrotz kann auch der Kriimmungsfluss fiir Kurven in der Ebene Singularitdten
entwickeln, dann ndmlich, wenn die Initialkurve nicht eingebettet ist. Das folgende Beispiel
stammt von Angenent (siehe [2]):

Figur 1.5: Bildung einer Singularitét

Hier leidet der innere Loop unter seiner grosseren Kriitmmung und schrumpft daher schnel-
ler als der dussere Loop. Es entwickelt sich in endlicher Zeit, sagen wir zum Zeitpunkt T,
eine Singularitdt. Nun untersucht man die Entwicklung dieser Singularitdt indem man ein
“blow-up” Verfahren anwendet: Um den Punkt maximaler Kriimmung skaliert man die
Losung so, dass die reskalierte maximale Kriimmung konstant bleibt. Es zeigt sich, dass die
skalierte Losung im Limes, wenn die Zeit gegen T™ strebt, eine wohldefinierte Grenzkurve
ergibt, ndmlich z = —logcos y:

Figur 1.6: Grim Reaper
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Angenent hat gezeigt, dass jede sogenannte Typ II Singularitdt von konvexen ebenen Kur-
ven im “blow-up”-Limes exakt diese Kurve erzeugt. Diese Kurve hat nun eine spezielle
Eigenschaft: Wenn wir sie als Startkurve fiir den Kriimmungsfluss wiahlen, so evolviert sie,
indem sie mit konstanter Geschwindigkeit nach rechts wandert, dabei jedoch ihre Form
beibehilt. Hamilton nannte die Kurve aufgrund dieses Verhaltens “Grim Reaper”. Die-
ses Beispiel verallgemeinernd, nennt man jede Losung des mittleren Kriimmungsflusses,
welche unter der Aktion einer Isometriegruppe der umgebenden Mannigfaltigkeit evol-
viert, ein Soliton?. In [13] wurde gezeigt, dass noch weitere Solitonlésungen als parabo-
lische Reskalierungen von Typ II Singularitdten auftreten. Der Grim Reaper (und seine
hoherdimensionalen Verwandten) war lange Zeit das einzige Beispiel eines Solitons.

Das Wort Soliton wurde von Kruskal und Zabusky geprigt, als sie 1965 in [19] die
Korteweg-de Vries Gleichung untersuchten. Dabei stellten sie fest, dass die besagte nicht-
lineare Gleichung sogenannte “traveling wave” Losungen zuldsst, welche sich “iliberlagern”
konnen. Diese Losungen heissen auch “solitary waves”. Da die Interaktion dieser Losungen
an das Verhalten von Elementarteilchen (die meist auf “...ton”, wie in “Proton”, enden)
erinnert, kreierten sie daraus das Kunstwort “Soliton”. Diese Bezeichnung hat sich auch
in der Geometrie fiir Losungen, die sich unter Isometriegruppen bewegen, eingebiirgert,
obwohl dort die Eigenschaft der Interaktion im allgemeinen nicht gegeben ist.

Wie wir im Abschnitt 2.3 sehen werden, besitzen Solitonlosungen interessante geometri-
sche Eigenschaften. Des weiteren wurde in gewissen Féllen gezeigt, dass Solitonlésungen
Stabilitdtseigenschaften aufweisen. Dies wurde erstmals in [14] im Fall der Yin-Yang-Kurve
untersucht. Dort wurde gezeigt, dass eine lokale Storung der Yin-Yang-Kurve unter dem
mittleren Kriitmmungsfluss gegen eben diese rotierende Losung konvergiert. In [18] wur-
de die Stabilitdt des Grim Reapers untersucht. Kiirzlich wurde in [5] gezeigt, dass auch
rotationssymmetrische, strickt konvexe, translatierende Solitonen ebenfalls stabil sind.

Solitonen sind im Falle des mittleren Kriimmungsflusses noch aus einem weiteren Grund
niitzlich: Um das Vergleichsprinzip anwenden zu koénnen, ist man oft froh, einen moglichst
grossen Vorrat an Losungen zu besitzen, von denen man exakt weiss, wie sie sich verhalten.

Sei nun N eine n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit mit der Metrik g, aus-
geriistet mit einem Killingvektorfeld X mit der Isometriegruppe ¢ : N xR — N. Weiter sei
M eine differenzierbare, zusammenhéngende m-dimensionale Mannigfaltigkeit, m = n—1.
Sei Fy : M — N,t > 0, eine Losung des mittleren Kriitmmungsflusses auf (0,7), T > 0.
Die folgende allgemeine Definition einer Solitonlésung fiir den mittleren Kriimmungsfluss
geht auf [14] zuriick:

Definition 1.2.2. Wir sagen nun, dass F} eine Solitonlésung des mittleren Kriimmungs-
flusses beziiglich dem Killingvektorfeld X ist, wenn F, = ¢~ 1(F;,t) in Normalenrichtung
stationr ist, das heisst, F}(M) ist fiir alle t € (0,7 die gegebene Untermannigfaltigkeit
My = Fo(M). O

2In [16] ist der Begriff der Solitonlosung des mittleren Kriimmungsflusses leicht anders definiert. Dort
heisst eine Losung eine Solitonlosung, falls die Losungsflachen zu verschiedenen Zeiten streckungsdhnlich
beziiglich des Ursprungs sind. Dort wird also nicht die Erhaltung der Form und Grésse verlangt, sondern
nur die Erhaltung der Form.
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Um diese Definition genauer zu erldutern, betrachten wir die folgende Figur:

J(M) = Fo(M)
Figur 1.7: Illustration zur Definition von Solitonlésungen.

Wir fixieren einen Punkt x € M und betrachten den Bildpunkt f(z) € f(M) = Fo(M).
Dieser Punkt wird zur Zeit ¢ > 0 vom mittleren Kriitmmungsfluss an den Ort Fy(z) €
F;(M) transportiert. Diesen Punkt bewegen wir nun mit ¢~ !(-,¢) weiter und erhalten
den Punkt Fj(z) := ¢ '(Fy(z),t). Die Definition verlangt nun, dass Fy(z) € Fy(M).
Geometrisch heisst das gerade, dass Fy(M) = ¢(Fy(M),t), also dass sich die Initialfléiche
Fy(M) unter dem mittleren Kriimmungsfluss genauso bewegt, wie unter dem isometrischen
Fluss ¢(-, t). Das bedeutet, im allgemeinen, aber eben nicht, dass der Fluss F}(z) stationir
ist, sondern nur, dass Fy(z) ein Fluss auf der Initialfliiche ist. Oder anders gesagt, F(z)
ist stationér in Richtung der Normalen zur Initialflache.

Um Solitonlésungen zu untersuchen, ben6tigen wir nunmehr natiirlich die sie beschreiben-
de Gleichung. Dazu berechnen wir:

~ -1 x X
ey = 2DEDD b, 2B
= —X(Fy(z)) — Do Y (Fy(x),t)Hv. (1.3)

Da X ein Killingvektorfeld ist, ist v(x,t) = Dy '(Fi(z),t)v cin Einheitsnormalenvek-

torfeld auf Fy(M) (siehe Figur 1.7). Die Definition verlangt nun, wie oben gesagt, dass

(%Ft(x),ﬂ(x,t» = 0. Also erhalten wir aus (1.3)
—(X(F,),7) = H{Dp™'v, V) = H(D,¥) = H.

Dies gilt insbesondere fiir ¢t = 0. So erfiillt eine Solitonlésung f : M — N des mittleren
Kriimmungsflusses die Gleichung

—(X(),v(f)) = H(f). (1.4)

(Diese Gleichung erscheint erstmals in [14] und sie wurde in der betreffenden Arbeit auch
erstmals untersucht.) Umgekehrt ist leicht zu sehen, dass eine Funktion f, welche (1.4)
erfiillt, in der Tat Anlass zu einer Solitonlésung beziiglich X gibt.

Bemerkung 1.2.3. Durch Multiplikation mit v sieht man ein, dass (1.4) dquivalent zu



16 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Das heisst, eine Solitonfléiche ist dadurch charakterisiert, dass in jedem ihrer Punkte der
mittlere Kriimmungsvektor Hv die Normalkomponente des Killingfeldes annihiliert. <

Fiir konkrete Berechnungen, ist es notwendig, die Terme in (1.4) in lokalen Koordinaten
auszudriicken.

Wir bezeichnen die Metrik auf der Mannigfaltigkeit N durch g,g. Dann sind die Christof-
felsymbole beziiglich des Levi-Civita-Zusammenhangs gegeben durch fl 5= % 3" (Gac,p +
GBe.a — Jap,e)- Die Griechischen Indizes «, 3,7 laufen von 1 bis n. Die Metrik und die
Christoffelsymbole auf der immersierten Mannigfaltigkeit M bezeichnen wir mit g;; und
I’i-“j = %gkl(gil,j + gj1,i — 9ij,1) mit Indizes laufend von 1 bis m = n — 1. Fiir die Berechnung
der mittleren Kriimmung ist die Gaussgleichung

LT, OfP O .

62]004 N

O0xidxi Y gk

(1.5)

niitzlich. Dabei bezeichnet h;; die zweite Fundamentalform. Diese kann berechnet werden,
indem man (1.5) mit vy = Gagr” multipliziert. Dann ist die mittlere Kriimmung gegeben
durch

H = g hy;. (1.6)

Hierbei ist zu beachten, dass <%, v)g = 0, das heisst, der mittlere Term in (1.5) fallt weg.



Kapitel )
Solitonkurven

In diesem Abschnitt untersuchen wir den Fall von Solitonkurven auf Riemannschen Fli-
chen.

2.1 Inverse Problemstellung

Ublicherweise ist man daran interessiert, bei gegebener Metrik Solitonlésungen zu finden.
Hier drehen wir diese Problemstellung einmal um. Das heisst, wir geben uns eine Kurve
vor und fragen uns nach einer Metrik, fiir die diese Kurve ein Soliton wird.

g 0 _ _
(RQ, ( g(l)l 1 >> , g1 = gn(x1) >0,

eine globale Karte der zweidimensionalen Riemannschen Mannigfaltigkeit V. Offenbar ist

durch
0
(V)

darauf ein Killingvektorfeld gegeben. Weiter sei M = R. Wir geben uns nun die Kurve

e ()

vor und fragen uns, ob ein gii(x1) existiert, so dass die Kurve v ein Soliton wird. Die
induzierte Metrik auf M ist gegeben durch g11 = (7,75 = g11 + (f’)%. Um die (mittlere)
Kriimmung H = g''h;; in Abhiingigkeit von g aus der Gaussformel (1.5) zu erhalten,
miissen wir zuerst v und die Christoffelsymbole auf N berechnen.

Sei

1. Berechnung von v: Es muss gelten, dass (7'

fir
_ (-
r= (§11>

17

,V)g = 0 ist. Offenbar ist diese Bedingung
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erfiillt. Damit erhalten wir einen Einheitsnormalenvektor

p 1 ( ~f )
) = _ .
lullg  Vamy/aun + ()2 \ u
2. Berechnung der Christoffelsymbole: Mit der Formel fiir die Christoffelsymbole, erhalten
wir:

1 1.1 =
Iy = 251 911
r —
Fa,@ =0, sonst

Multiplizieren wir nun (1.5) mit gagyﬂ, so erhalten wir fiir H = g''hyy:

__ 1 ! (fhn—lfﬁo-— 10— S o

= = — = = 3
gu+()? Vanyan + (F)? 2 (g1 + (/")) 2711

Aus den fritheren Berechnungen wissen wir, dass eine Solitonlosung die Gleichung (1.4),

(X,v) = —H, erfiillen muss. Setzen wir unsere Ausrechnungen ein, so erhalten wir die
folgende Gleichung:

NG  fgu—3f'9h
— - 3
gu+ () (gu+ (1?27
Formen wir diese Gleichung etwas um, so erhalten wir fiir g;; die folgende Differentialglei-
chung

1!
_ _ 2 _
g +2 <fl - 7) gi1 + ?9%1 = 0. (2.1)
Diese Bernoulli-Gleichung hat die Losung

T N2
o) = n IS (2.2)

Da g11 > 0 gelten muss, erhalten wir die Bedingung

N2
Eg%%%3>o vz eR, (2.3)

Zur Diskussion dieser Bedingung betrachten wir zwei Félle:

1. Fall: f'(z) # 0 V. Dann muss gelten, dass Ce?/(®) —1 > 0Vz < C > e 2/ vy,
Damit die letzte Bedingung fiir eine Konstante C' € R erfiillt ist, muss f von unten
beschrankt sein. Ist dies der Fall, so gilt fiir

Cp :=inf{f(x) | z € R}

dass f(z) > Cp fiir alle z € R, da f'(z) # 0 fiir alle € R. Dann ist fiir jedes C' mit
C > e72¢% die Bedingung (2.3) und somit (2.2) erfiillt.

2. Fall: Es existiert ein zg, so dass f’(z¢) = 0 ist. Dann muss

(i) Ce2f(o) — 1 (oder dquivalent C' = e‘zf(xO)) und

(i) lim _(F@)*

S ezi@ 1 Y
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erfiillt sein, damit (2.3) in x¢ gilt. (ii) ist dquivalent zu f”(xo) > 0, denn nach de ’'Hépital
gilt:

(@) ) f'@)
mILH:ElO CQQJC(I) —1 o :Ellgglo CQQf(CE) B zll{go e2(f(z)—f(z0)) - f (‘TO)

Mit anderen Worten, g ist ein isoliertes lokales Minimum der Funktion f und C' = e~2/(0)
ist eindeutig bestimmt. Falls f’(z1) = 0 fiir ein 21 # ¢ wire, so miisste in 27 ebenfalls
C = e 2/(#1) gelten, das heisst f(z1) = f(z¢) und f”(z1) > 0. Aus dem Satz von Rolle folgt
dann, da f in z¢ und z; isolierte lokale Minima hat, dass es ein x5 €]z, z1[ mit f/(x2) =0
gibt, aber f(z2) > f(zo). Dies ist ein Widerspruch, da in x5 ebenfalls f(z2) = f(z0)
gelten muss. Also darf f nur einen einzigen Punkt mit verschwindender Ableitung besitzen.
Schliesslich folgt dann wegen f(z) — f(xg) > 0, dass

(f'(x))
20 @) FTwo)) —

1>0 YV # xg.

Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen.

Theorem 2.1.1. Die Kurve x — <féf)> ist genau dann Solitonldosung des Krimmungs-

flusses zu einer Metrik <g(1)1 (1)

>, falls eine der beiden Bedingungen erfillt ist:
(a) f'(x) A0 Y und f ist von unten beschrinkt.

(b) Es gibt genau ein xq, so dass f'(xo) =0 und dort gilt f"(xo) > 0.

Im Fall (a) ist jede Metrik mit

o (f@))?
fiir ein C > e~2C mgglich, wobei Cy = inf f. Im Fall (b) ist gi; durch

o (f@))?
gu(z) = e2(f(x)—=f(z0)) — 1

eindeutig bestimmit.

2.2 Solitonkurven auf geoditisch vollstindigen Riemann-
schen Flichen

Sei N eine 2-dimensionale differenzierbare Riemannsche Mannigfaltigkeit mit der Metrik
g. Wir nehmen an, dass auf N ein glattes Killingvektorfeld X : N — T'N existiert. Weiter
sei M ein offenes Intervall von R.
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Um in lokalen Koordinaten rechnen zu kénnen, benétigen wir Karten von N. Eine solche
Karte sei durch ¢ : U € N — V C R? gegeben. Die gesuchte Solitonlosung des Kriim-
mungsflusses 7 : M — N bezeichnen wir in lokalen Koordinaten mit f = ¢o~y: v~ }U) —
V, s+ (x(s),y(s)). Umgekehrt ist v dann in der betreffenden Karte durch v = ¢~ o f
gegeben.

Die Abbildung v : M — N ist eine Solitonltsung des mittleren Kriimmungsflusses, wenn
ihre lokale Darstellung f die Gleichung

—(X(f),v(f))g = H(f) (2.4)

erfiillt. Wir suchen nun eine explizite Formulierung dieser Gleichung, das heisst, wir
benstigen Koordinatenausdriicke fir X (f), v(f) und H(f).

Zur Vereinfachung der Berechnungen setzen wir gog = Gag(x(s),y(s)), wobei griechi-
sche Indizes die Werte 1 und 2 annehmen. Ferner schreiben wir kurz f/ = % (s) =

(2'(s),9'(s)) = (¢, y'). Es stellt sich als giinstig heraus, die Kurve v nach ihrer Bogenlinge
zu parametrisieren, das heisst

(f', /g = (&) °g11 + 22"y G12 + (y)?G22 = L. (2.5)
Als erstes berechnen wir die Einheitsnormale v an die Kurve . Sie ist lokal in der gewahlten
Kartenumgebung beschrieben durch
__H
l14llg

v

wobei y die Bedingung
0=(f wy=(, ’(‘?11 @2)(#1)
(f'smg =@, y) G2 G2 119

erfiillt. Daraus erhalten wir die Gleichung
p1(gue’ + gioy’) + pa(giza’ + ga2y') =0,
die mit pq := G122’ + gooy’ und pa := —(g112’ + g12y’) erfiillt ist. Dann gilt
”MH; = (W) Wgas = Guip} + 2121 fi2 + Goolts
= det Gap(g11(2)? + g1222"y' + §22(y')*) = det GasllfII7
@t det gng.

Somit erhalten wir fiir die Normale v

1
V= (122’ + g22v', —(gu12’ + g12v)) . (2.6)
vdet gag
Die (mittlere) Kriimmung H ist nach (1.6) durch H = g''hy; gegeben. Wegen (2.5) ist die
durch f auf M induzierte Metrik gerade die Standardmetrik, das heisst H = h11, wobei
hi1 nach (1.5) durch die Gauss Gleichung
Pt A e AP

g2 Ty g gy = ot (2.7)
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bestimmt ist.

Wie wir am Ende des Abschnitts 1.2 bemerkt haben, fillt der mittlere Term auf der linken
Seite weg, wenn wir mit gagyﬁ multiplizieren. So geniigt es, nur die Christoffelsymbole
von N zu berechnen. Mit der Formel fiir die Christoffelsymbole in lokalen Koordinaten,

[ 5 = 33" (Jae,p + Gpe. — Gop.c), erhalten wir

[}, = 1#@22@11 1 — 2g12012,1 + §12911,2)
2 det gog ’ ’ ’
f% = 1;(—ngn 1+ 2G11G12,1 — G11G11,2)
2 det gog ’ ' ’
7%2 = 11 (G22911,2 — G12022,1)
2 det gog ' ’
rk =1t
_zl - (2.8)
12 = 500t s (—g12011,2 + 911G22,1)
f%1 = 1?2
I3, = L (—2G12912,2 + G12922,1 + §11922,2)
2 det gag ' ’ ’
[y = 1#(2%2912 2 — §22022.1 — §12022,2)-
2 det gog ’ ’ ’

Multiplizieren wir nun die Gleichung (2.7) mit g,sv?, dann erhalten wir

_ dfe df”
—h11:<f//,l/>§+f‘a mdr ﬂ:: D1+ Ds.

“Vds ds 7
Berechnung von D;:

Dy = 2"(gur' + gi2v®) + v (Gravt + gaar?)

(2.6) —
i (:L‘lly, + y//$/) /7det o

Berechnung von Ds:

__offof
Dy = T8y e

= (@")(Thguv' +Thgier’ +TTgev! + 7 g220°)
+22"y (Cloguiv' + Tiagrar” + Thgiov’ + pgaar”)
(4)* (D911 + Dapg12v” + T5pg100" + T35G201%)
=: (2/)’Da1 + 22"y Doy + ()’ D23




22

KAPITEL 2. SOLITONKURVEN

Berechnung der Dgl, D227 D231

Dy =

—
[\
oo

=

Doy =

Tl (guv' + giov®) + IF (Gr2v’ + g2ov®)
1 1
2 det Jap

(G22911,1 — 2G12G12,1 + G12011,2) -
1

_ 1 _ _ _ _ _
(Qllm(glﬂl + g229) — 912m(911$/ + g12¢))

1 1
2 det gog
§12;(§12$/ + g2y’) — 5722;@1115 + §123/))
vdet gag Vdet gog
1

—F— ((§12§11,1 — 2115121 + G11911.2)%" + (G22G11.1 — 2G12G12.1 + ?]12?]11,2).@')
Vvdet gog

(—g12911,1 + 29119121 — J11G11,2) -

—

DN | =

Llo(guv' + giav?) + Ta(grov' + goor?)

1 1 _ _

2 det g 5(922911’2 — G12022,1) -
«

(gné(glﬂ' + g229) — gu#(gufﬂ' + g12"))
det Jap det Jap

1 1 _ o
+§detg p (—g12911,2 + g11922,1) -
«

(§12¥(§1256/ + G22y') — Go2 ! (gu12’ + g129))

det g det g

1
————((g12011,2 — G11922,1)%" + (G22G11,2 — 12522,1)Y)
v/ det gag

DN =

T35(Guv' + giav?) + I35(grov’ + goor?)

1 1
5@(292291272 = 9220221 — §12922,2) -
«
(én;@lzx' + g229’) — G12 1 (gua’ + §I12y/))
det g det g
11 o o -
2 det Gap (—2912912,2 + 129221 + G11922,2) -
(0%
1 1

g12——=—=(g122" + g229') — Goo———=(9117" + G12v/)
( vdet gog vdet gag )
1

1 o o o o o o
§m ((2g12812,2 — G12G22,1 — G11G22,2)%" + (2G22G12,2 — G22G22,1 — J12G22,2)Y)
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Damit erhalten wir fiir Ds:

Dy =

l\D\»—~

1
\/T
( 120111 — 2g11G12,1 + §11911,2)2 + (G22G11,1 — 2G12G121 + G12911,2)Y )
( G12011,2 — §11G22,1)2" + (G22911,2 — G12G22,1)Y)

N2((2012G12,2 — G12G22,1 — G11G22,2)2 + (2G22G12,2 — G22G22,1 — G12G22,2)Y ))
1

= _T ((55/)3(@125711,1 + g11(—2g12,1 + §11,2))

( "2y (922911 1+ g12(—2g12,1 + 3g11,2) — 2§11§22,1)
+2'(y)? (2G22G11,2 + G12(2G12,2 — 3G22,1) — G11G22,2)
(¥')° (922

(2012,2 — §22,1) — §12§22,2)>

Fir —H = —h11 = D1 + Dy erhalten wir schlussendlich

—H = (2"y +y"2')\/det Gup
11 e
] (7 + g (~2G12,1 +
2 Jdetis (( )2 (G12G11,1 + G11(—2G12,1 + G11,2))

+(2')%y (§2211,1 + G12(—2G12.1 + 3G11,2) — 2011522,1)
+2'(y)? (2022911,2 + G12(2G12,2 — 3G22,1) — G11G22,2)

+(')*(22(212,2 — G22.1) — §12§22,2)>.

Nun miissen wir noch (X, v)z berechnen. Das Killing Vektorfeld X sei in den verwen-
deten Koordinaten durch X = (n,&) gegeben. An Regularitét setzen wir voraus, dass X
mindestens lokal Lipschitz-stetig ist. Dann ist

(X, v)g = /det gag(ny' — &x').

Somit erhalten wir fiir (X, v)5 = —H explizit in Koordinaten die Differentialgleichung

Vdet Gag(ny' —&2') = (2"y +y"2")\/det Gap
11 ha _
e (€ + 11 (—2G12,1 +
2 Jdetong (( )2 (G12G11,1 + G11(—2G12,1 + G11,2))
+(2")?y (G229111 + G12(—2G12.1 + 3711,2) — 2G11722.1)
+2'(y)?(2022911,2 + 912(2012,2 — 3G22,1) — G11922,2)

+(¥)? (G22(2012,2 — Go2,1) — §12§22,2)>-

Mit der Bedingung der Bogenlidnge (2.5) und der Gleichung (X, v); = —H erhalten wir
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das folgende Gleichungssystem:

g11(2)? 4+ 2g122"y + G2 (v')? = 1
1 1

2y a2y = o —— ((36/)3@12@11,1 + 311(G11,2 — 2G12,1))

2 det gog

(2.9)

+(2')%y (g22911.1 + J12(3711,2 — 2012,1) — 20110221
+$l(y/)2(2§22§11,2 + §12(2g12,2 — 3G22,1) — §11§22,2)

+(y')?(g22(2G12,2 — Go2.1) — §12§22,2))
' +y'n
= O(z,y,2",y, & n)

Wir geben uns die folgenden Anfangsbedingungen in der gewahlten Karte vor

z(sg) = xo
y(so) = %o
'(so) = g
Z/(So) = Yo

und es soll gelten, dass

| (uo,v0)lg = 1.

(2.10)

(2.11)

(2.12)

Damit wir ein Gleichungssystem zweiter Ordnung erhalten, das wir nach z” und 3" auflésen
konnen, leiten wir die Gleichung (2.9) nach s ab. Damit erhalten wir das Gleichungssystem

2"2(gna’ + giay’) + ¥"2(Gr2x’ + g22v’) = —(2')3gu1a
—(a")%y (911 2 +2g12,1)
—'(y)*(2012,2 + G22,1)
—y )3§22 2
"y — a2y = 0( 7y €, 77)

mit den Anfangsbedingungen (2.11) und (2.12).

"

Die linke Seite dieses Systems konnen wir schreiben als A (Zj,,) mit der Matrix

A — (2(§1lffl +g129')  2(g122’ + ?]22@/’))
= Y !

Dann ist det A # 0, denn
det A = —2(guz’ + gioy')a’ — 2(groz’ + Go2y) )y

= —2((90/)2%1 + 22"y (G12) + (y’)2§22)
= 2.

(2.13)
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Damit kénnen wir (2.13) nach z” und nach y” auflésen und das System als ein Differenti-
algleichungssystem erster Ordnung schreiben
= u
y = v
1 1

2/ _ _ _ _
— —_— — 2
2 det Jag (U (922911,1 + 912(911,2 912,1))

+uv(2g22G11,2 — 2G12G22,1)
+02(g22(2G12,2 — Go2,1) — §12§22,2)>

_ _ _ _ 2.14
—u2g12€ — wv(gaz€ — Gran) + v2gaan (2.14)
= g (g + e - 20.)
vo= —= U —

2det§a5 g12g11,1 T g11\g11,2 g12,1

+uv(2g12911,2 — 2911G22,1)
+v2(g12(2G12,2 — Go2,1) — ?]11!?22,2))
+u?g11€ — uo(g12€ — gun) — v2gi2n
mit den Anfangsbedingungen (2.11) und (2.12).
Zur Abkiirzung schreiben wir fiir (2.14) einfach (z,y,u,v)" =: ©(x,y, u,v).

Wir haben also gesehen, dass aus (2.9)—(2.12) das System (2.14) mit (2.11), (2.12) folgt.
Umgekehrt ist sehr leicht zu sehen, dass jede Losung (x,y) von (2.14) mit (2.11), (2.12)
eine Losung von (2.9)—(2.12) ist.

Nun zeigen wir, dass (2.14) in der gegebenen Karte eine maximale Losung (z,y,u,v)
besitzt und dass diese, durch Anhéngen weiterer Karten fortgesetzt werden kann. Ist N
geodétisch vollstandig, kann die Losung sogar global fortgesetzt werden.

Definition 2.2.1. Eine C'! Abbildung 7 :]a,b[— N heisst Lésung von
(X,v)g = —H (2.15)
falls folgende Bedingung erfiillt ist:

Fiir jedes so €]a, b| existiert eine Karte ¢ : U C N — V C R? mit v(sq) € U so, dass

(i) Ylv.(s) =@ ' o f fiir eine C* Kurve
f:U(s0) Cla,b] — V

(als)

i <y(8)>

(ii) (w(s), y(s),u(s), v(s)) mit u(s) := 2'(s) und v(s) := y'(s) ist eine Losung von (2.14).
&

Sei nun

I = {seR\{0}|Ive C’l([—|3|, |s|], N) so, dass v auf | — |s]|, |s|[ eine Lésung im
Sinne der Definition 2.2.1 ist und y(0) = P € N und 7/(0) = Q € TpN, ||Q|l =1}
u{o}
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Lemma 2.2.2. I ist nicht leer.

Beweis: 0 ist in I enthalten und somit ist I nicht leer. O

Lemma 2.2.3. [ ist offen.

Beweis: Wir zeigen, dass mit jedem § € I eine Umgebung von § in I enthalten ist.

1. Fall: 0 = 5 € I : Die rechte Seite ©(x, y, u,v) in (2.14) ist lokal Lipschitz-stetig beziiglich
x,y,u und v. Nach dem Satz von Picard-Lindelof existiert daher eine eindeutige lokale
C'-Losung (z(s),y(s),u(s),v(s)) von (2.14) auf einem Intervall | —, e[ zu den gegebenen
Anfangsbedingungen. Dann gehéren alle s mit |s| < & zu 1.

2. Fall: 0 # § € I: Wegen der Definition von I gibt es v € C([—]3],|3]], N) so, dass
v auf |—|3],|§|[ eine Losung im Sinne der Definition 2.2.1 ist und v(0) = P € N und +/(0) =
Q € TpN, |Qll; = 1. Wihle eine Karte ¢ : U C N — V C R? mit v(|§]) € U. Dann gibt
es ein & > 0 so, dass ¥(]|5| — ¢,|5]]) C U respektive ¢ o v(]|5] — 4,]8|]) € V. Nach der
Definition 2.2.1 ist die Abbildung f :]|5| =4, |5|][— V, s — ¢o~(s) eine Losung von (2.14).
Da v € CY([—]3],|3]], N) sind v(]3]) und 4/(|3|) wohldefiniert. Nach dem Satz von Picard-
Lindelsf existiert fiir ein § €]0, 6] eine eindeutige Abbildung f :]|3| -0, |3|+0[— V so, dass
f eine Losung von (2.14) ist und so, dass f(|3]) = ¢ ov(|3]) und f(|3]) = 4 oy(|3]). We-
gen der Eindeutigkeit der Losung folgt, dass f‘”g‘,&ﬁ‘[ = f‘”g‘,&ﬁ‘[ ist. In einer Umgebung
von —|5| gibt es eine analoge Fortsetzung.

Damit gehéren alle s € R mit |s| < |3 + & zu I, und somit ist I offen. O
Schliesslich beweisen wir noch:

Lemma 2.2.4. Fulls N geoddtisch vollstindig ist, so ist I abgeschlossen.

Beweis: Sei (s, )nen eine reelle Folge in I. Wir zeigen, dass, wenn lim,,_,~ s, = s ist, dann
gilt s € I. Es geniigt dies fiir den Fall 0 < s,, /" s zu zeigen. Es gilt:

0 < d(y(sm),v(sn)) < Lénge der Kurve v([sn, Sm]) = [Sm — sn/ (2.16)

wobei d die in der Definition 1.1.14 definierte geoditische Distanz auf N ist. Daraus folgt,
dass 7y(sy) eine Cauchy-Folge auf N ist. Nach dem Satz von Hopf-Rinow ist somit 7(s,)
in N konvergent: lim,, o y(sn) =t A € N.

Falls s ¢ I ist, so setzen wir v(s) := A.

Stetigkeit: Wir zeigen zunichst, dass dann v in s stetig ist, das heisst, dass y(7;) — A (i —
o0) fiir jede reelle Folge 7; " s: Offensichtlich ist (s1, 71, $2,72,...) eine Cauchy-Folge in
R. Mit dem selben Argument, welches wir in (2.16) verwendet haben, folgt dann, dass
(v(s1),7(11),7(s2),7(72), - .. ) eine Cauchy-Folge in N ist. Wir wissen, dass die Teilfolge
v(sn) gegen A konvergiert. Wegen der Eindeutigkeit des Grenzwertes konvergiert die ganze
Folge gegen A, insbesondere gilt auch lim;_., y(7;) = A. Das heisst, dass lim; . y(7;) =
v(s) fiir jede Folge 7; /* s. Somit ist 7 in s stetig. Nun wissen wir, dass v auf [0, s] stetig
ist.
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stetig differenzierbar: Wir zeigen nun, dass v € C1([0,s], N). Zunichst ist klar, dass
v € CY([0,s,], N) fiir jedes n und somit v € C([0,s[, N). Wir betrachten weiter eine
Karte ¢ : U C N — V C R2 wobei v(s) € U. Dann ist f := ¢ oy auf |s — ¢, s] fiir
geniigend kleines ¢ > 0 wohldefiniert und auf |s — ¢, s[ eine Losung von (2.14) im Sin-
ne von Definition 2.2.1. Das bedeutet insbesondere, dass f € C'(]s — ¢, s[,V), und nun
miissen wir noch zeigen, dass f € C1([s — ¢,s],V). Dazu betrachten wir die Funktion
O(z(-),y(),u(:),v(-)) aus der Gleichung (2.14) auf |s — ¢, s[. Die Funktionen z(-), y(-), u(-)
und v(-) sind stetig und beschrénkt auf diesem offenen Intervall. Fiir z(-) und y(-) ist
dies klar: Beide Funktionen sind ja sogar differenzierbar, und (z(-),y(-)) liegt in der (ohne

Einschrinkung) beschrinkten Menge V. Die Funktionen u(-) und v(-) sind wegen (2.14)
ebenfalls differenzierbar, also stetig. Aufgrund der Aquivalenz von (2.14) und (2.9)—(2.10)
folgt aus (2.9) wegen u = 2’ und v =¥/, dass ||(u(-),v(-))||7 = 1. Also sind in der Tat u(-)

t
und v(+) beschriankt (woraus noch einmal die Beschrianktheit von z(-) und y(-) folgt).

Dann ist ©(z(-),y(-), u(:), v(-)) ebenfalls stetig auf dem Intervall |s —¢, s[. Da © Lipschitz-
stetig ist, ist © (z(-), y(-),u(-),v(-)) ausserdem beschréinkt auf |s — ¢, s[. Somit sind, wegen
Gleichung (2.14), die Funktionen z/(-),%/(-),u/() und ¢'(:) auf |s — €, s stetig und be-
schriankt. Insbesondere sind also u(-) und v(-) Lipschitz-stetig auf |s — £, s[. Somit lassen
sich u = 2’ und v = ¢/ (und somit f’ und schliesslich +’) stetig in den Punkt s fortsetzen.
Analog zeigt man dies fiir s < 0. Somit ist gezeigt, dass s eben doch zu I gehort. O

Als Korollar der drei letzten Lemmas erhalten wir folgenden Satz:

Theorem 2.2.5. Sei N eine zweidimensionale, differenzierbare, geoddtisch vollstindige
Riemannsche Mannigfaltigkeit, welche ein glattes Killingvektorfeld X : N — TN trdgt.
Dann existiert fiir jeden Punkt P € N und jedes Q € TpN mit Q # 0 eine eindeutige und
beidseits beliebig weit fortsetzbare Solitonkurve v beziiglich X durch P und tangential an

Q.

Aus dem Beweis von Lemma 2.2.3 folgt insbesondere, dass durch jeden festen Punkt von
N in jede Richtung genau eine lokale Losung der Solitongleichung geht. Diesen Sachverhalt
wollen wir noch weiter prézisieren. Dazu fithren wir einige Bezeichnungen ein.

Sei v € T, N. Dann bezeichnet -, die eindeutige Losung der Solitongleichung mit v, (0) = p
und 4, (0) = v. Weiter betrachten wir die Menge 2 := {v € TN | =, ist auf [0, 1] definiert }.
Wir bemerken, dass QNT, N sternférmig ist. Nun definieren wir noch die Abbildung solexp:

Definition 2.2.6. Die Soliton-Exponentialabbildung ist definiert durch
solexp: 2 — N
o = ).
Der Kiirze halber schreiben wir solexpp = solexp]Tp N &
Proposition 2.2.7. (i) solexp : Q@ — N ist differenzierbar
(i) Die Abbildung
d:00 - NxN

v o (7(v), solexpy(,) v)
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ist ein lokaler Diffeomorphismus in einer Umgebung von (po,0) € Q auf eine Umge-
bung von ®(po,0) = (po,po) € N X N.

Beweis:

(i) Folgt aus der Theorie der gewthnlichen Differentialgleichungen (differenzierbare Ab-
hingigkeit von den Anfangsbedingungen).

(ii) Lokal ist TN|y = U x R™, wobei U eine geniigend kleine Umgebung von pg in N
ist. Im weiteren betrachten wir die Einschrinkung von & auf (U X R”) N und
bezeichnen sie immer noch mit ®. Wir betrachten nun eine lokale Kartenabbildung
von einer Teilmenge von (U X R”) NQ nach V x V, V C R". Weiter betrachten
wir eine Kartenabbildung von einer Umgebung von ®(pg,0) = (po,po) € N x N auf
V' x V', V' € R™ Dann kann ® als eine Abbildung V' x V — V'’ x V' aufgefasst
werden. Zu zeigen ist nun, dass D®(pg,0) invertierbar ist. Dazu berechnen wir die
Matrix, welche D®(pg, 0) in den gegebenen Koordinaten darstellt. Zu diesem Zweck
sei «v eine differenzierbare Kurve in N mit a(0) = pg. Dann gilt

q
dt

t=0 t=0

Andererseits gilt fiir ein beliebiges v € T),, N

d d

— P t = — v (1 = — s Yol
i), (po, tv) it (o, 700(1)) = = » (P, 1(1))
= (07 ;YU (O)) = (07 U)'
Wir lesen ab
0
D(I)(p()a 0) = < > ’
und damit ist das Gewiinschte gezeigt. U

Korollar 2.2.8. (i) Fiir jedes pg € N existiert eine Umgebung U und ein ¢ > 0, so
dass jedes Punktepaar p,q € U durch eine eindeutige Solitonkurve der Linge kleiner
e miteinander verbunden werden kann.

(ii) Fiire > 0 klein genug ist solexp,, ein Diffeomorphismus von B.(0) C Ty, N auf sein
Bild.

Beweis:

(i) Sei @ : U’ — V' € N x N der Diffeomorphismus aus Proposition 2.2.7, mit (pg,0) €
U’. Wir wihlen eine offene Menge V' C N mit pg € V und £ > 0 so, dass

U":=|JB.(p) U
peEV
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Dabei ist B:(p) der e-Ball in TN. Wir betrachten nun die Restriktion ®|y» : U” —
V" := ®(U"). Insbesondere ist ®(pg,0) = (po,po) € V". Nun wihlen wir eine offene
Umgebung U von py in N so, dass U x U C V”. Seien nun p,q € U, also (p,q) €
U xU. Sei @ 1(p,q) =: (p,v) € U”, das heisst ®(p,v) = (p,q). Das heisst, p und
¢ sind durch eine Solitonkurve verbunden, deren Linge gleich ||v|| < e ist. Nehmen
wir an, es gébe eine weitere Solitonkurve, die p mit ¢ verbindet und deren Lénge
kleiner als e ist. Dann wiirde ein v € T,N, v/ # v, mit ||v/|| < e existieren, so
dass ®(p,v’) = (p,q) = ®(p,v), was der Injektivitit der Abbildung ® widersprechen
wiirde.

(ii) Folgt direkt aus Proposition 2.2.7. O

Bemerkung 2.2.9. (i) Das Theorem 2.2.5 verallgemeinert die Resultate in [14, Section
2.1-2.4].

(ii) Das Theorem 2.2.5 zeigt insbesondere die globale Existenz von Losungen der Glei-
chung fiir Solitonkurven. Korollar 2.2.8 beschreibt deren lokale Eindeutigkeit. Wir
behandeln weiter unten im Korollar 2.3.18 die Frage der globalen Eindeutigkeit, das
heisst die Frage, ob zu zwei gegebenen Punkten auf einer Fliche hochstens eine
verbindende Solitonkurve existiert. Bereits das Beispiel des Grim Reapers zeigt im
Ubrigen, dass zu zwei beliebigen Punkten nicht zwingend eine verbindende Soliton-
kurve existieren muss.

2.3 Geometrie von Solitonkurven

In diesem Abschnitt werden wir sehen, dass Solitonkurven auf Riemannschen Fléchen in-
teressante geometrische Eigenschaften aufweisen. Diese Tatsache ist insofern erstaunlich,
als dass es sich bei diesen Solitonkurven um Losungen einer hochgradig nicht linearen Dif-
ferentialgleichung handelt. Andererseits sind Solitonkurven geometrisch motiviert, so dass
aus diesem Blickwinkel geometrische Eigenschaften eben doch zu erwarten sind (siehe [14,
Proposition 1, Corollary 1]). Auf Grund der Nichtlinearitét der Gleichung ist es jedoch
nicht so offensichtlich, wie man diese Eigenschaften herausarbeiten kann. Zentraler Punkt
wird das Theorem 2.3.9 sein, welches im Spezialfall N = R? die Invariante aus [14, Lemma
1] liefert. Alles Weitere folgt dann durch Anwendung des Satzes von Gauss-Bonnet.

Beginnen wir mit dem Bereitstellen einiger technischer Hilfsmittel.

Lemma 2.3.1. In einer gegebenen Karte x : U C M — R™ ist der Gradient VyF' einer
differenzierbaren Funktion F : M — R beziglich der in (1.1) eingefiihrten Basis B; von
T,M gegeben durch

V,F =g 'OF.

Dabei ist OF := (8%?171 e 81;2‘;{1 VI, und g=' ist die Inverse zur Matriz der Metrik g.

Beweis: Sei v € T,M gegeben durch v = (v!,...,v™)T = v'B; 1. Nach der Definition 1.1.7

1Wir verwenden fiir einen Vektor und seine Darstellung als Koordinatentupel in einer Basis dieselbe
Bezeichnung, wenn aus dem Kontext ersichtlich ist, was gemeint ist.
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und (1.1) gilt:

ar, - T,M — R
i 6F (¢] l'_l
v —
o0&t
Nach der Definition 1.1.11 des Gradienten folgt, dass v/ OF = vTgV, F fiir alle v € T,M

gilt. Daraus schliessen wir, dass OF = gV F, und wir erhalten damit die Behauptung
durch Multiplikation mit der inversen Matrix g~ O

=L 9F.

v =

Als Korollar erhalten wir eine differentielle Bedingung, wann ein Vektorfeld lokal ein Gra-
dientenfeld ist.

Korollar 2.3.2. Set Y : M — TM ein Vektorfeld. In einer gegebenen Karte sei Y
gegeben durch'Y = Yij. Dann ist Y in einer einfach zusammenhdngenden Teilmenge U
des Kartengebiets ein Gradientenfeld, falls auf x(U)

0

A 9 A
8—§k(gin]) = a—gi(gij’) ?

fur alle i,k gilt. Dies ldsst sich dquivalent ausdricken durch die Formel

Yir =Y,

wobei wir ab jetzt die partiellen Ableitungen durch ein Komma abkiirzen, d. h. %Yg =Y.
Seien (M, g) und (N, h) Riemannsche Mannigfaltigkeiten der Dimension m respektive n
und sei ¢ : M — N differenzierbar. Weiter sei z : U C M — R™ eine Karte von M und
y:V:=¢(U) C N — R" eine Karte von N. Nun sei ¢ : U := 2(U) — V := y(V) definiert
durch ¢ := y o o 27!, Eine einfache Rechnung zeigt dann, dass ¢ : U — (U) genau
dann eine Isometrie ist, wenn

9" 0p°

ogr 9¢y

hes =gy Yi,j=1,...,m (2.17)

gilt.

Mit Hilfe von (2.17) méchten wir nun eine differentielle Bedingung fiir ein Killingvektorfeld
Y auf N herleiten. Geméss Definition 1.1.19 ist Y ein Killingfeld, falls eine einparametrige
Gruppe ¥ : R x N — N von Isometrien existiert, so dass

O p(tp) =Y((p) e Rx N

$(0,p) = p auf N.
Sei x : U — R" eine Karte auf N. Wir betrachten dann

p:]—ee[xz(U) — =z(U)
(t,6) = z(Pt,27(€)),

2Betrachtet man die Koordinaten als Funktionen Yj :U C M — R, so beniitzen wir dieselbe Bezeich-
nung fiir Y7 : V= z(U) CR™ = R, (£',...6™) = Yiox (¢, ...&™).
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wobei U C U eine offene und beschriinkte Teilmenge von U ist, deren Abschluss auch noch
in U enthalten ist, und wobei € > 0 so klein gewihlt ist, dass Im ¢ C z(U).

Falls nun Y ein Killingfeld auf N ist, so gilt

; i
21,6 = X(2(t,8)  aut | —e,e[x (D) (2.18)

©(0,8) = ¢ auf (U),

wobei X der push forward von Y ist, das heisst X = z,Y.

Nun kénnen wir mit Hilfe der Gleichung (2.17) und der Bedingung (2.18) folgende diffe-
rentielle Bedingung an das Killingfeld X auf z(U) herleiten:

Lemma 2.3.3. Seien Y und X wie oben. Falls Y ein Killingfeld auf N ist, dann gilt:

oxX* ox* -
o it e gik + 9 X" =0 Vij (2.19)

Beweis: Mit (2.17) erhalten wir

9" (t,€) 9¢°(t,€)
¢! &I

grs((p(tag)) = gw(ﬁ)

Leiten wir diese Bedingung nach ¢ ab und werten sie anschliessend in ¢ = 0 aus, so ergibt
sich

9 0¢"(t,€) 9¢°(t, €) 9" (t,§) 9 0p°(L,€)

9" (t,§) 0¢°(1,€) Dk (t,€)
8§’ 88 grs,k(‘f)T = 0.

Beniitzen wir %g’ﬁ)]t:o = (53- und dass nach (2.18) %h:() = X¥(¢) gilt, so erhalten
wir daraus die Behauptung. O

Bemerkung 2.3.4. Natiirlich ist die linke Seite von (2.19) nichts anderes als die Lie-
Ableitung der Metrik ¢ in Richtung X:

(Lx 9)ij = X*; gij + X" gire + gij 1 X" &
Sei w ein Schnitt von T*M, also eine 1-Form, d.h. w € T(TY?M). Somit lisst sich w

schreiben als w = wjdz?. Wir méchten nun die Koeffizienten ay der kovarianten Ableitung

(0,1)
Vp,w = agdz’ € T(TY M)
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berechnen. Sei Y = Y7 B; € I'(T¢ M). Dann gilt nach Definition 1.1.30 (iii):

(0,1)
(Vw)(r) = Bi(¥) - w(VsY)
= iw(Y) —w(Bi(Y?)B;j + Y’ Vg, By)
88 ——
=I¥ Bk
= iw(y) w((55 0 Y9)B;) — w(Y'T};By)
o o
= I—-1I-1II
Fiir die einzelnen Terme erhalten wir:
0 0 0 0
_ j o _ (9 ¢ ¢
I o¢ — (weda (Y7 By)) = 35’( weY™) ((%zwf)y +wz(a£ZY )
0 d
= J ¢
I weda’ ((%ZY)B) ((%ZY)

IIT = weda"(YIT};By,) = w YT

Zusammen erhalten wir

(0.1) | |
( VBiw> (V) = ( 6{; — W)Y = aY7,

Damit sind die gesuchten Koeffizienten a; gefunden. Eine analoge Rechnung ergibt eine
entsprechende Formel fiir die kovariante Ableitung eines Vektorfeldes. Diese Resultate
halten wir im folgenden Lemma fest.

Lemma 2.3.5. Die Komponenten der kovarianten Ableitung von w € T'(TY M)

(0,1)
VB,w =: whdx

berechnen sich mit der Formel
k
weyi = wp; — wily; .

Die Komponenten der kovarianten Ableitung von X € T'(T¢ M)

(1,0)
Ve, X = X%, By

berechnen sich mit der Formel
l l I pl4
X=X+ X T,
Bemerkung 2.3.6. In dhnlicher Weise lassen sich die Komponenten der kovarianten Ab-

leitung von beliebigen Tensorfeldern berechnen. Es gelten auch fiir die kovariante Ableitung
die iiblichen Rechenregeln wie Additivitdt und Produktregel. &
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Mit Hilfe der kovarianten Ableitung konnen wir nun die Bedingung (2.19) in der bekannten
Art und Weise umformulieren: Dazu berechnen wir

0
Xji = a_gi(Xrgm') = X'igrj + X grji
Xij = X'9ri+X"grij-

Somit konnen wir die ersten zwei Terme in (2.19) ersetzen und erhalten so die Killing-
Gleichung;:

0 = Xji— X i+ Xij— XPgris + X g0
= Xij+Xji— {(j, (9kji + Grig — Gijk)
=X, g**
= Xi,j + Xj,i — QXZFfj
= Xij— XT% + X5 — XoT4
= Xij+Xj (2.20)

Definition 2.3.7. Sei X ein glattes Vektorfeld auf einer zweidimensionalen Riemannschen
Mannigfaltigkeit (M, g). Wir sagen, X habe lokal ein konjugiertes Potential, wenn
folgendes der Fall ist: Auf jeder einfach zusammenhéngenden Kartenumgebung U existiert
eine Funktion x : U — R, so dass X = JV,x auf U. Dabei ist V, der Gradient beziiglich
der Metrik g, und J ist eine mit g vertriigliche komplexe Struktur auf U, d. h. J € T(TLU),
so dass

JP = —ldgu fiir alle p € U und
9(X,Y)=g(JX,JY) fiir alle X, Y € T'(TU),

wobei J), : T,U — T,U der induzierte Endomorphismus auf T,,U ist. &

Im néchsten Lemma geben wir eine differentielle Bedingung fiir die Existenz eines konju-
gierten Potentials an.

Lemma 2.3.8. Sei Y : M — TM ein Vektorfeld. In einer gegebenen Karte sei Y gegeben
durch Y = Yij. Dann istY in einer einfach zusammenhdngenden Teilmenge U des Kar-
tengebiets ein konjugiertes Gradientenfeld, falls auf x(U) eine der folgenden dquivalenten
Bedingungen erfiillt ist:

(i) (Y'\/g)i=0
(i) Y'; =0
Beweis: Y hat nach Definition genau dann lokal ein konjugiertes Potential, wenn Y =

JV x fiir eine Funktion . Nach Multiplikation mit —J erhalten wir die Bedingung —JY =
Vy x. Nach Korollar 2.3.2 ist dies dquivalent zur Bedingung

e (07Y) = 5z (7). (2:21)
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JY — 1 <—912 —922> <Y1)
VI\gn g2 J\Y?)'
Einsetzen in (2.21) und ausrechnen liefert:

(Yl@)’1 - —(Y2\/§> . (2.22)

,2

Es gilt

Dies ist (i).

Ausdifferenzieren der linken Seite in (2.22) liefert

1
y! ) — y! vyl —9
( NG | 1V + NG (9229111 + 9119221 — 2912912,1)
= YLV +Y'/g (T + Ty
= VoY +Y'TY) (2.23)
Entsprechend erhalten wir
(y2\/§) L= VI(Y? + YY) (2.24)

)

Die Summe von (2.23) und (2.24) ist Null. Dies ergibt, wenn wir noch durch /g teilen:
0=Y* +Y*ry, =v%.

Dies ist (ii). O

Wir kommen jetzt zum hauptséichlichen technischen Resultat dieses Abschnitts:

Theorem 2.3.9. Jedes Killingvektorfeld auf einer zweidimensionalen Riemannschen Man-
nigfaltigkeit besitzt lokal ein konjugiertes Potential.

Beweis: Sei X das Killingvektorfeld und K;; := X;,; + Xj;. Da X die Killingglei-
chung (2.20) erfiillt, gilt:
0= Kijg" = Xij g7 + Xju g7 =2X;;9" =2X7,, (2.25)
—gii
Somit hat nach Lemma 2.3.8(ii) X lokal ein konjugiertes Potential.

Im letzten Schritt in Gleichung (2.25) haben wir die Produktregel fiir die kovariante Ab-
leitung (siche Bemerkung 2.3.6) und das Lemma von Ricci (9", = 0) beniitzt:

Xj;k = (X; ") = Xin g7 + X; gij;k = Xix g"”
0

Ein alternativer Beweis besteht darin, die Spur von 0 = L x g zu bilden (siehe Lemma 2.3.3
und Bemerkung 2.3.4). Eine Rechnung zeigt némlich, dass:

0= (Lxg); = %(Xi\/?),z‘

Somit hat X nach Lemma 2.3.8(i) wieder lokal ein konjugiertes Potential. O
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Bemerkung 2.3.10. Die Umkehrung in Theorem 2.3.9 ist im allgemeinen falsch. Nicht
jedes konjugierte Potentialfeld ist ein Killingfeld. O

Bevor wir nun mit Hilfe des Theorems 2.3.9 die Gleichung fiir Solitonkurven geeignet
umschreiben und dadurch Informationen iiber deren Geometrie finden kénnen, rufen wir
den Satz von Gauss-Bonnet in Erinnerung, der bei den genannten Uberlegungen eine
entscheidende Rolle spielen wird.

Theorem 2.3.11 (Gauss-Bonnet). Sei M eine orientierte Fliche, ) ein Polygon in
M, ~v(s) sei die stiickweise glatte und nach der Bogenlinge parametrisierte Randkurve 02
von Q. Die Randkurve (s) sei positiv durchlaufen. Die Aussenwinkel des Polygons seien
gegeben durch aq, ..., og. Dann gilt:

q
//Kd,u—i—/kgds—i-Zai:%r.
G 5 i=1

In der Formel bedeutet K die Gausssche Kriimmung der Fliche M, und k, ist die geodétische
Kriimmung der Kurve « beziiglich der gegebenen Orientierung von Flache und Kurve. Die
Messung der Aussenwinkel entnimmt man der unten stehenden Abbildung (Figur 2.1).

Figur 2.1: Polygon 2 mit Randkurve « in einer orientierten Fléche M

Wir beweisen nun mit Hilfe der Sétze 2.3.11 und 2.3.9 folgende Tatsache iiber Polygone
mit Soliton Randstiicken:

Theorem 2.3.12. Sei U C M einfach zusammenhdngend und € ein Polygon in U. Weiter
sei y die stiickweise glatte und nach der Bogenlinge parametrisierte Randkurve 02 von €.
Die Kurve «y sei positiv durchlaufen und bestehe aus Solitonkurven. Die Aussenwinkel des
Polygons seien gegeben durch aq, ..., og. Dann gilt:

q
//Kdu+2ai—27r. (2.26)
Q =1
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Beweis: Da U einfach zusammenhéngend ist, ist U orientierbar. Nach dem Satz von
Gauss-Bonnet miissen wir demnach beweisen, dass

/k‘gd.S:O.

v

Sei v : [a,b] — M nach der Bogenlidnge parametrisiert, so dass fiir eine Zerlegung {a =
so < 51 < s < ... < s, = b} die Einschrinkungen vy, , ,, differenzierbar sind fiir
i=1,...,q. Dann gilt:

/ iy ds =3 JECIOE =3 [ —x6an. e i

0 =1

Dabei haben wir die Solitongleichung (1.4) verwendet. Die dussere Normale v erhalten wir
aus 7 durch Drehung um — 7. Somit ergibt sich:

- / —(IX(y(8), A(t) ) dt

Nun benutzen wir das Theorem 2.3.9 respektive die Definition 2.3.7 eines konjugierten
Potentials:

/ tyds =3 | ~txew) 0 =3 IR CORION

Dies schreiben wir schliesslich um mit Hilfe der Formel (1.2):

Y Si—1
2 / Xt dt
q
= > (x((s0) = x(3(si-1)) )
=1
=0,

was zu beweisen war. O



2.3. GEOMETRIE VON SOLITONKURVEN 37

Wir merken noch an, dass die Formel (2.26) auch gilt, wenn der Rand von 2 aus Stiicken
von gedodétischen Kurven besteht. In jenem Fall verschwindet ndmlich das Integral f7 kg ds,
weil fiir geodétische Kurven k, = 0 gilt.

Wir wenden nun das soeben gezeigte Theorem auf eine geschlossene Solitonkurve an.

Korollar 2.3.13. Sei v eine geschlossene glatte Solitonkurve auf M, die ein einfach zu-
sammenhdngendes Gebiet ) berandet. Dann gilt:

/ Kdp = 2. (2.27)
Q

Insbesondere gibt es keine geschlossene Solitonkurve, die ein einfach zusammenhdngendes
Gebiet berandet, wenn eine der drei folgenden Bedingungen erfillt ist:

(i) [[Ktdp < 2m (dabei ist K := max{K,0})
M
(ii) K >0 auf M und [[ Kdp <27
M
(i) K <0 auf M

Beweis: Die Formel (2.27) folgt aus Theorem 2.3.12. Falls wir nun annehmen ~ sei ei-
ne geschlossene Solitonkurve, die ein einfach zusammenhéngendes Gebiet 2 berandet, so
wiirde aus (i) folgen, dass

//Kdug//K+du§//K+du<27r,
Q M

Q

was (2.27) widerspricht. Wir beenden den Beweis mit der Bemerkung, dass die Bedingung
(i) sowohl aus (ii) als auch aus (iii) folgt. O

Bemerkung 2.3.14. (i) Aus dem Korollar folgt insbesondere, dass im euklidischen R?
keine geschlossenen Solitonkurven existieren, egal fiir welches Killingfeld.

(ii) Betrachten wir die euklidische Einheitssphiire in R? mit der aus den Rotationen um
die Nord-Siid-Achse erzeugten Symmetriegruppen, so ist der Aquator eine geschlos-
sene Solitonkurve. Die von dieser Solitonkurve berandete Fléche hat tatséchlich den
Inhalt 27, in Ubereinstimmung mit der Formel (2.27).

(iii) Auf einem einschaligen Rotationshyperboloid mit der natiirlichen Isometriegruppe
versehen, ist der Kehlkreis eine geschlossene Solitonkurve. Man darf also im vorange-
gangenen Korollar 2.3.13 nicht darauf verzichten, dass €2 einfach zusammenhéngend

ist. &

Eine geschlossene Solitonkurve kann als “Nulleck” aufgefasst werden. Nun betrachten wir
den Fall eines “Einecks”. Dies entspricht der Situation eines Selbstschnittes, das heisst
einer nicht eingebetteten Solitonkurve.
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Korollar 2.3.15 (“Einecke”). Die Randkurve eines einfach zusammenhdngenden Ge-
bietes 2 C M sei eine ausser allenfalls in einem Punkt glatte Solitonkurve. Dann gilt:

/ Kdp € |m,3n]. (2.28)

Insbesondere gilt fiir ein einfach zusammenhdngendes M : Falls eine der drei folgenden
Bedingungen erfillt ist, so ist jede Solitonkurve in M eingebettet.

() [[ K+ dp<n
M
(it) K >0 auf M und [[ Kdpy<m
M
(i1i)) K <0 auf M

Beweis: Die Formel (2.28) folgt aus dem Theorem 2.3.12 fiir ¢ = 1. Beachte, dass fiir den
Aussenwinkel im Eckpunkt ay €] — 7, 7| gilt. Die Winkel —7 und 7 sind ausgeschlossen
wegen der Eindeutigkeit der Losung der Solitongleichung fiir Kurven (siehe Korollar 2.2.8).

Sei nun M einfach zusammenhéngend und 7 eine nicht eingebettete Solitonkurve auf M.
Dann berandet eine geeignete Einschriankung v von 4 ein einfach zusammenhingendes
Gebiet Q) (siehe Appendix, Abschnitt 4.1). Dann wiirde aus (i) folgen, dass

//Kd,u<//K+d,u</ Ktdu<m,

was (2.28) widerspricht. Wir beenden den Beweis mit der Bemerkung, dass die Bedingung
(i) sowohl aus (ii) als auch aus (iii) folgt. O

Bemerkung 2.3.16. Aus dem Korollar folgt insbesondere, dass die Yin-Yang-Kurve ein-
gebettet ist. Dies wurde erstmals in [14, Proposition 1 (a)] bewiesen. &

Beispiel 2.3.17. Im Folgenden betrachten wir einen Rotationskegel mit halbem Offnungs-
winkel 8. Als Symmetriegruppe nehmen wir die Rotationsgruppe um die Kegelachse. Wir
interessieren uns dafiir, ob eine globale Solitonkurve auf diesem Kegel eingebettet ist oder
nicht. Eine solche Solitonkurve meidet die Kegelspitze. Um Korollar 2.3.15 anwenden zu
konnen, runden wir die Kegelspitze mit einer Kugelkappe ab, welche so klein gewé&hlt ist,
dass sie mit der betrachteten Solitonkurve einen leeren Schnitt aufweist (siche Figur 2.2).

Nehmen wir also an, die Solitonkurve weise einen Selbstschnitt auf. Eine geeignete Ein-
schriankung ~ dieser Kurve berandet dann ein einfach zusammenhéngendes Gebiet (2. Falls
Q) die Kugelkappe nicht enthélt, folgt sofort ein Widerspruch aus der Formel (2.28) im Ko-
rollar 2.3.15, da dann K = 0 in  gilt. Falls Q die Kugelkappe enthilt, folgt

/ K dp =2n(1 — sin )
Q

(siehe Figur 2.2). Die rechte Seite ist kleiner gleich 7 genau dann wenn g > % ist. Mit
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Figur 2.2: Die Fliche A der Kugelkappe ist A = 27wrh. Wegen r = asinf3
und h = r (1 —sin ) erhalten wir fiir die Kugelkriimmung K = L

a2 sin? 3
und A = 2ma?(1 — sin §) sin? 3. Somit ergibt sich K - A = 27 (1 — sin 3).

=

Figur 2.3: Diese drei Kurven sind die Projektionen von Solitonkurven in
Richtung der Kegelachse. Die erste Projektion ist eine Solitonkurve bei hal-
bem Offnungswinkel & 1+ 0.05 des Kegels. Die zweite Solitonkurve liegt auf
dem Kegel mit dem kritischen Wert des halben fonungswinkels §- Die dritte
Solitonkurve liegt auf einem Kegel mit halbem Offnungswinkel § —0.05. Die
ersten zwei Solitonen sind geméss Beispiel 2.3.17 eingebettete Kurven. Die
numerische Rechnung zeigt bei der dritten Kurve einen Selbstschnitt.
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anderen Worten, wenn der halbe Offnungswinkel des Kegels grosser oder gleich G ist, so
ist jede globale Solitonkurve auf dem Kegel eingebettet. Die drei Bilder in der Figur 2.3
zeigen die Projektion der Losungen fiir verschiedene Offnungswinkeln. Die Figur 2.4 zeigt
einen Kegel mit halbem Offnungswinkel & 1+ 0.05 mit einer darauf befindlichen (einge-
betteten) Solitonkurve. Damit der Verlauf der Kurve auf dem Fliche besser sichtbar ist,
wird der Kegel transparent dargestellt. Die Bilder wurden mit Hilfe eines Mathematica-
Programms erzeugt. Die konkreten Formeln sind im Appendix, Abschnitt 4.3 respektive
Abschnitt 4.3.1, hergeleitet. &

Figur 2.4: Solitonkurve auf einem Kegel mit halben Offnungswinkel § 1 0.05.

Nach dem “Eineck” betrachten wir nun den Fall eines “Zweiecks” aus Solitonkurven. In
Situationen, in welchen wir die Existenz von “Zweiecken” ausschliessen kénnen, folgt ins-
besondere die globale Eindeutigkeit der Solitonkurven. Das heisst, durch zwei verschiedene
Punkte auf der Fliache geht hochstens eine Solitonkurve.

Korollar 2.3.18 (“Zweieck”). Sei ) ein einfach zusammenhingendes “Soliton-Zweieck”
auf M. Dies bedeutet, dass seine Randkurve v aus zwei Teilkurven besteht, welche Fin-
schrinkungen von Solitonkurven auf Intervalle sind. Dann gilt:

/ Kdp € 0,41 (2.29)
Q
Insbesondere gilt fiir ein einfach zusammenhdngendes M : Falls K < 0 auf M ist und P

und @ zwei verschiedene Punkte auf M sind, so existiert hdchstens eine Solitonkurve auf
M, welche P mit QQ verbindet.

Beweis: Die Formel (2.29) folgt aus dem Theorem 2.3.12 fiir ¢ = 2. Beachte, dass fiir die
Aussenwinkel in den Eckpunkten «; €] — 7, 7w[,i = 1,2, gilt. Die Winkel —7 und 7 sind
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ausgeschlossen wegen der Eindeutigkeit der Losung der Solitongleichung fiir Kurven (siehe
Korollar 2.2.8).

Sei nun M einfach zusammenhéngend mit K < 0 und seien P und @) zwei verschiedene
Punkte auf M. Weiter nehmen wir an, y; und 5 seien zwei verschiedene Solitonkurven,
welche P und @ verbinden. Wegen Korollar 2.3.15 sind 7; und =5 eingebettet. Dann beran-
den zwei geeignete Einschrinkungen von y; und v ein Solitonzweieck (siehe Appendix,
Abschnitt 4.2). Die Anwendung von Formel (2.29) auf dieses Solitonzweieck liefert den
gewiinschten Widerspruch. O

Bemerkung 2.3.19. Aus dem Korollar folgt insbesondere, dass sich zwei verschiede-
ne Yin-Yang-Kurven (zum selben Killingfeld) in héchstens einem Punkt schneiden. Dies
wurde erstmals in [14, Proposition 1 (b)] bewiesen. O

Beispiel 2.3.20. Als Anwendung des obigen Korollars betrachten wir die Situation auf
dem einschaligen Rotationshyperboliod M := { (z,y,2) € R? | 22 +y*— 22 = 1}, versehen
mit der Rotationsgruppe als Isometriegruppe. Wir mochten zeigen, dass der Kehlkreis des
Hyperboloids von jedem anderen Soliton in hochstens einem Punkt geschnitten werden
kann. Um dies einzusehen, betrachten wir die universelle Uberlagerung des Hyperboloids:

(R2,g(t,)) — M, (t, ) — (coshtcosp,coshtsing,sinht)
mit
(t, ) = cosh?t + sinh? ¢ 0
g\He)= 0 cosh?t )"

Fiir die konkreten Berechnungen verweisen wir den Leser auf den Abschnitt 4.3. Das
Killingfeld X = (0, 1) erzeugt die Drehgruppe des Hyperboloids. Seien nun P und ) zwei
Punkte auf der p-Achse (deren Bilder liegen also auf dem Kehlkreis). Die ¢-Achse selber
ist dann ein P mit @ verbindender Soliton. Da K < 0 und R? einfach zusammenhiingend
ist, kann laut Korollar 2.3.18 keine andere Solitonkurve P mit ) verbinden.

In der Figur 2.5 ist auf der rechten Seite eine eingebettete Solitonkurve zu sehen, welche den
Kehlkreis genau einmal schneidet. Links ist eine Solitonkurve abgebildet, die den Kehlkreis
meidet. Wir merken noch an, dass dieser Soliton auf dem Hyperboloid einen Selbstschnitt
aufweist, in der universellen Uberlagerung jedoch wegen Korollar 2.3.15 nicht.

o

Beispiel 2.3.21. Als weiteres Beispiel betrachten wir eine Schale M eines zweischaligen
Rotationshyperboloids. Fiir den halben Offnungswinkel des asymptotischen Kegels wahlen

wir einen Wert zwischen & und §. Dann gilt fiir die Gesamtkriimmung

O<// Kdu <.
M

Somit sind Solitonen beziiglich der Drehgruppe nach Korollar 2.3.15 eingebettet, Zweiecke
sind jedoch nicht ausgeschlossen. Die nachfolgenden Bilder in der Figur 2.6 zeigen, dass
Zweiecke in diesem Fall in der Tat vorkommen. O
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Figur 2.5: Zwei Solitonkurven auf einem Rotationshyperboloid

.

Figur 2.6: Zweieck auf einer Schale eines zweischaligen Rotationshyperboloids
(rechts in der Projektion)
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Als weiteres Beispiel betrachten wir noch Solitonkurven auf Schraubenflichen. Die ent-
sprechenden Rechnungen sind im Appendix 4.4 ausgefiihrt. Als erstes betrachten wir eine
Standardschraubenflache. Mit den selben Argumenten wie oben ldsst sich zeigen, dass So-
litonkurven darauf eingebttet sind und die Achse hchstens einmal schneiden. So zeigt das
linke Bild in Figur 2.7 einen Soliton, welcher die Achse einmal schneidet und das rechte
Bild, welcher die Achse meidet.

Figur 2.7: Zwei Solitonkurven auf einer Schraubenfldche

Bemerkung 2.3.22. Bei den vorangegangenen Beispielen wie auch bei dem unten abge-
bildeten Soliton wird die Isometriegruppe auf den Fléichen jeweils von der entsprechenden
Isometriegruppe des umgebenden euklidischen Raums induziert (Translation, Rotation,
Schraubung). Natiirlich lassen sich auch Beispiele konstruieren, wo die Isometriegruppe
der Flidche inhérent ist. Zum Beispiel besitzt die Enneper-Minimalfliche eine Isometrie-
gruppe, welche von einer Rotation in der Parameterebene erzeugt wird. &

Wir schliessen mit dem folgenden Bild, Figur 2.8, einer Solitonkurve auf einem Maccaroni
ab.
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Figur 2.8: Eine Solitonkurve auf einem Maccaroni



Kapitel 3
Mehrdimensionale Solitonen

3.1 Problemstellung

In diesem Kapitel untersuchen wir das Problem der lokalen Losbarkeit der Solitongleichung

(X(f),v(f)) = —-H([) (3.1)

des mittleren Kriimmungsflusses. Dazu bietet sich sowohl die Untersuchung des entspre-
chenden Cauchy-Problems wie auch eines Randwertproblems an. Wir beschrinken uns
jedoch auf das Randwertproblem. Damit meinen wir, grob gesagt, folgendes: Wir geben,
beispielsweise im Falle dim IV = 3, eine geschlossene Kurve in NV vor, welche sich unter dem
Einfluss der gegebenen einparametrigen Gruppe von Isometrien auf N fortbewegt. Dann
stellt sich die Frage, ob in die gegebene Kurve eine Flache eingespannt werden kann, wel-
che der Solitongleichung (3.1) geniigt. Diese Fléche wiirde sich dann unter dem mittleren
Kriimmungsfluss zusammen mit der gegebenen Randkurve gerade unter der Isometrie-
gruppe bewegen.

Sei also NV die umgebende Riemannsche Mannigfaltigkeit von der Dimension n > 3. Auf N
sei ein Killing-Vektorfeld X gegeben. Wir betrachten eine Kartenabbildung ¢y : V C N —
U C R™, so dass fiir eine nichtleere offene Menge ) C R"~! gilt, dass Q x {0} C U ist. Wir
betrachten €2 als unsere Mannigfaltigkeit M und beschreiben die gesuchte Solitonflédche
durch die Abbildung

¢:Q— (U,73), v (z,u(z)). (3.2)

Wir werden im Folgenden sehen, unter welchen Bedingungen sich die Solitonflache tat-
séchlich in dieser Weise lokal als Graph einer Funktion u darstellen ldsst.

Zur Unterscheidung bezeichnen wir die Indizes aus der Menge {1,...,n — 1} mit latei-
nischen Buchstaben und die Indizes aus {1,...,n} mit griechischen Buchstaben. Uber
repetierte unten und oben stehende Indizes wird dann entsprechend stillschweigend sum-
miert. Die Standardbasis in R”~! bezeichnen wir mit e; und die Standardbasis in R” mit
eq- Im weiteren beniitzen wir die Kurzschreibweise u; := g—;.

45
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In diesen lokalen Koordinaten lautet die Gleichung (3.1), welche die Solitonlésung erfiillen
muss,

Dies ist eine Gleichung fiir die Funktion w.

Nun miissen wir die Gleichung (3.3) noch explizit ausschreiben. Dazu betrachten wir zuerst
die linke Seite, welche lokal durch

— X, u(@)) 1P (&, u(2)) Gag (x, u(2))

beschrieben ist. Fiir die Berechnung von v betrachten wir die Funktion F': Q xR C R —
R, definiert durch
F(zy,...,2p) = u(T1,. .., Tp_1) — Tp .

Dann ist die Solitonflache die Niveaufliche zu dieser Funktion F' zum Niveau 0. Fir
Tangentialvektoren & € Ty, $(Q2) gilt dann

<V§F’ §>§ =0

wobei der Gradient von F' gegeben ist durch

g OF

Damit bekommen wir als (nach unten zeigende) Normale v

Y, F
UV = .
IV Fl,

Dabei ergeben sich die Komponenten von VzF und die Norm ||VgF'||5 als

(V;F)* = wg®—g™
IVZFI2 = wiu;g? —2u; g™ + g™

Nach kurzer Rechnung erhilt man daraus fiir die linke Seite der Gleichung (3.3)

1

XUGos = ——
IV F Il

(X Fuy, — X™). (3.4)
Nun berechnen wir die rechte Seite der Gleichung (3.3), also H. Wie wir im Abschnitt 1.2
gesehen haben, gilt die Formel H = g% hij. Dabei ist g;; die auf €2 induzierte Metrik

D% 0 _ _ _ _ _
91 = Fpi 9ag 908 = Jij + Uj Gin + Ui Gjn + WilljGnn,
und h;j ist nach (1.5) durch die Gaussgleichung

2 Lo e _ (&) Y
0 ¢ k 0¢ fe 8¢ 6d) *hijya (35)

Oxidxi YU ok 5y ozt Oxd
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gegeben. Wie wir am Ende des Abschnitts 1.2 bemerkt haben, fillt der mittlere Term auf
der linken Seite weg, wenn wir mit gaguﬁ multiplizieren. Nach multiplizieren der Glei-
chung (3.5) mit gasv° bekommen wir

62¢ — § | Pa 8¢B agbryf 0
PR R i 15, 9zt i IV T

—hij. (3.6)
Expandieren wir die Terme auf der linken Seite von (3.6), erhalten wir

1 _ _ _ _
IVaFllg (3.7)

rk N rk N
—l—I’njuiuk — Fnjui + I’nnuiujuk - anuin> .

Dann lautet die zu losende Solitongleichung (3.3)
Xbup — X" = — gug; + g7 (ff;wc - fz”j) +2g" (ffnug‘% - f%ﬂj)
+ g% (f‘,’fmuiujuk - fﬁnuiuj) . (3.8)

Dabei sind die auftretenden Funktionen an den Stellen Xt = X(z,u(z)), uj = uj(r) und
Ffj = Ffj (z,u(x)) auszuwerten, und die Metrik g%/ hiingt von z,u(x) und von Vu(x) ab,
wobei z € 0 C R ist.

An dieser Stelle geben wir Randbedingungen vor, indem wir verlangen, dass
U= auf 09, (3.9)

wobei wir im Moment nur den Fall ¢ = 0 betrachten. Wir bemerken jedoch schon hier,
dass das Problem (3.8)—(3.9) im Allgemeinen keine Lésung zu haben braucht. Dies sieht
man bereits am Beispiel der Yin-Yang-Kurve. Gibt man sich dort zwei Punkte vor, so
ist die Yin-Yang-Kurve durch die zwei Punkte im Allgemeinen nicht als Graph iiber der
punkteverbindenden Geraden darstellbar. Wir werden daher im Folgenden nach und nach
weitere Bedingungen implementieren.

3.2 Losung mit Hilfe des Satzes iiber implizite Funktionen

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, das gegebene Dirichlet-Problem zu 1ésen. In [14] wird
der Banachsche Fixpunktsatz vewendet, da diese Methode gerade auch einen Algorith-
mus zur numerischen Losung liefert. Es wird jedoch erwéhnt, dass auch der Schaudersche
Fixpunktsatz angewendet werden kann. In der genannten Arbeit wird jedoch nur der Fall
N = R" mit Rotationsisometriegruppen betrachtet. Es zeigt sich, dass bei uns im Allge-
meinen Fall der Satz iiber implizite Funktionen einen geeigneteren Ansatz liefert. Rufen
wir uns diesen kurz in Erinnerung.

Theorem 3.2.1. Seien X,Y und Z Banachriume. Weiter set W C X x Y offen und
nicht leer und f € CY (W, Z). Fiir (z9,y0) € W gelte
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(i) f(z0:y0) =0

(it) Dy f(zo,y0) € L(Y, Z) ist ein Isomorphismus.
Dann existieren offene Umgebungen U(xo), V (yo) mit U(xo) x V(yo) C W und fiir alle
x € U(xg) gibt es genau ein y € V(yo) mit f(x,y) = 0.
Somit ist die Abbildung

g9:U(xo) = V(yo), wr—y

durch f(z,g(x)) = 0 wohldefiniert und es gilt

(i) g € CH(U(x0), V(o)) und

(ii) Dg(x0) = — (Dyf(z0,%0)) " Daf (20, Y0)
Wir wollen nun
T

+29ij (anujuk - 7m J

) = A(X’fuk—X”) auf O (3.10)
=0 auf 99 (3.11)

u
- _
+g" (quiujuk — Ihnuiu;

)
)
)

mit Hilfe von Theorem 3.2.1 losen. Dabei haben wir das Originalkillingfeld X in (3.8)
durch das Killingfeld AX ersetzt, mit dem Hintergedanken, das Problem fiir geniigend
kleines A zu losen.

Bemerkung 3.2.2. Man beachte, dass fiir A = 0 die Gleichung (3.10) gerade eine Mini-
malfliche darstellt, welche in der gegebenen Randkurve eingespannt ist. Es ist daher eine
natiirliche Forderung zu verlangen, dass die Koordinaten so gewahlt sind, dass der Graph
der Funktion u = 0 eine Minimalfliche darstellt. Dies entspricht der in [14] betrachteten
Situation einer Ebene im Euklidischen Fall. %

Als Banachriume im Theorem 3.2.1 withlen wir nun X := R, Y := C?>*(Q)NCy(Q), Z :=
CO(Q) und W = X x Y. Mit Cp(2) meinen wir die Menge der stetigen Funktionen auf €,
die auf 09 verschwinden. Der Raum Y wird dabei mit der Norm von C%%(Q) ausgestattet.
Im Ubrigen beniitzen wir die Notation und Definition der Holder-Réume aus [10].

Weiter sei
fw - Zz
\u) = —gu; + g? (ffjuk - f;;) + 24" (anujuk - f?n“j)
+ g% <f’fmuiujuk — f‘znuiuj> - A (Xkuk - Xn)

und (Ao, up) = (0,0).
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Wir miissen nun iiberpriifen, dass f € C'(R x (C**(Q) N Cy(Q)), C**(Q)) und dass die
Eigenschaften (i) und (i) aus dem Theorem 3.2.1 erfiillt sind.

Dass f tatsdchlich stetig differenzierbar ist, wird im Appendix 4.5 verifiziert.

Wegen der Bemerkung 3.2.2 gilt wie gewiinscht f(0,0) = 0, und somit ist die Eigenschaft
(i) erfiillt.

Um (%) zu iiberpriifen, miissen wir die partielle Ableitung von f nach u berechnen, und
diese im Punkt (A, u) = (0,0) auswerten.

Duf(0,0): C** ()N Co(R) — C*(Q)
v o= 797‘](1:’0’0)1)”
+gz](l‘5050)ff}](l‘a (%3

)
_D, (gz'j(:,:7 0,0)T% (z, 0)) v

— D, (9" (2,0,0)T% (2, 0)) v
- QQU (:Ca 0, O)f‘?n(x’ O)Uj
Setzen wir voraus, dass  ein C%® Gebiet ist, so folgt aus der Bedingung
Dy (9" (x,0,0)T7(x,0)) < 0 (3.12)

und dem Satz 6.14 aus [10], dass D, f(0,0) ein Isomorphismus ist. Unter dieser Vorausset-
zung hat somit die Gleichung (3.10), (3.11) fiir kleine ) eine Losung u € C%%(). Um den
entsprechenden Satz formulieren zu kénnen, fithren wir noch folgende Sprechweisen ein.

Sei N eine n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit mit einem Killingvektorfeld X.
Weiter sei N’ C N eine eingebettete orientierbare minimale Hyperfliche, sowie ¢ : V' C
N — U C R" eine Kartenabbildung so, dass ¢ ' ((R"~! x {0}) N U) = N’. Eine solche
Kartenabbildung respektive solche Koordinaten nennen wir dann kurz minimal. Falls
dann auf (R~ x{0})NU die Bedingung (3.12) gilt, nennen wir die Koordinaten zugelassen.
Falls fiir N’ zugelasssene minimale Koordinaten existieren, nennen wir N’ zugelassen.

Theorem 3.2.3. Sei N eine n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit mit einem
Killingvektorfeld X. Weiter sei N' C N eine zugelassene minimale Hyperfliche. Ist dann
v der Rand eines C*® Gebietes ¥ < N', so existiert fiir geniigend kleines A eine Soliton-
hyperfliche beziiglich des Killingvektorfeldes AX mit dem Rand .

Bemerkung 3.2.4. Wir schliessen die Diskussion an dieser Stelle mit einer hinreichenden
Bedingung fiir die Zuléssigkeit einer minimalen Hyperfliche ab. Dazu machen wir folgen-
de Uberlegung. Gemiiss (3.10) ist g¥ (x, u, 0)f%(a;, u) gerade die mittlere Kriimmung der
Niveaufliche u = konstant. Gelingt es also N/ in eine Bléitterung bestehend aus Minimal-
flichen von N einzubetten, so ist sogar Dy (g% (z, 0, 0)f% (z,0)) = 0 erfiillbar durch ent-
sprechende Wahl des Koordinatensystems. Dies wiederum ist insbesondere dann moglich,
wenn X oder ein anderes Killingfeld N’ transversal schneidet. &

Im Spezialfall, wenn X eine Rotation auf N = R™ erzeugt und N’ eine Hyperebene ist,
wurde der Satz 3.2.3 bereits in [14] bewiesen, dort allerdings mit etwas flexibleren Rand-
bedingungen.
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Beispiel 3.2.5. Als Illustration zum Satz 3.2.3 betrachten wir die Situation einer Schrau-
bung in R3. Als Killing-Feld, welches die Schraubung entlang der x3-Achse erzeugt, be-

trachten wir
—ToWw

X(z)=| zw
A

Wir mé6chten lokal die Solitongleichung (X, v) = — H 16sen, wobei wir die Losung als Graph
einer zu bestimmenden Funktion u {iber dem in der (z1, z2)-Ebene liegenden Einheitskreis
darstellen wollen. Der Satz 3.2.3 garantiert die Existenz einer Losung fiir kleine Werte der
Winkelgeschwindigkeit w und der Translationsgeschwindigkeit A. (Eine genauere Analyse
in diesem Fall liefert, dass es in der Tat nur auf den transversalen Anteil A ankommt.)
Als Mgtrik bekommt man g;; = d;; + u;u; respektive gy =69 — #(Vkukéﬂul mit w? =
1+ 0“u;u;. Als Einheitsnormale auf die Fliache findet man leicht
1, O 0

Y= g T 5y

Die Christoffel-Symbole ergeben sich als
I‘f'j = uijngur .
Aus der Gauss-Gleichung erhélt man daraus die mittlere Kriimmung

1 ..
—H = —g”uij.
w

Damit wird die Solitongleichung schliesslich explizit:
w?(w(uries — uswy) + N) = w1y (1 4 ud) + uga (1 + u?) — 2uiuguss.

Diese Gleichung lasst sich relativ einfach in ein numerisches Verfahren {ibersetzen. Die Idee
dabei ist wie in [14], die Gleichung als Fixpunktgleichung einer kontrahierenden Abbildung
zu betrachten. In jedem Iterationsschritt muss dann eine lineare elliptische Gleichung
gelost werden, was mit Hilfe des Gauss-Seidel-Verfahrens geschieht. Die Kombination mit
einer sukzessiven Gitterverfeinerung liefert schliesslich einen recht schnell konvergierenden
Algorithmus. Die Losung ist fiir eine spezielle Wahl von Randwerten unten abgebildet.
Man beachte dabei, wie der “Bauch” in der Mitte den Translationsanteil liefert und die
vier asymmetrischen “Nasen” am Rand fiir die Drehung sorgen.




Kapitel 4
Appendix

4.1 Einfache Schleifen

Wir beweisen hier das folgende technische Lemma:

Lemma 4.1.1. Sei M eine glatte Riemannsche Mannigfaltigkeit und ~ : [0,¢] — M eine
requlire C'-Kurve, welche nach der Bogenlinge parametrisiert ist. Falls «y nicht injektiv
ist, so bildet v mindestens eine einfache Schleife.

Unter einer einfachen Schleife verstehen wir dabei folgendes: Es gibt ein offenes Teilintervall
Jz,y[ C [0,4], so dass Y[}, injektiv ist und v(z) = (y).

Beweis: Zum Beweis des Lemmas betrachten wir die abgeschlossene Menge

A= {(z,y) € 10,4 x[0,€] | v(x) =~(y)}-

Ferner sei
D :={(z,x) €[0,{] x[0,¢] | z€[0,4]} C A

die Diagonale von A. Wir betrachten dann zwei Félle.

1.Fall: Sei dist(A\ D, D) > 0. Dann gibt es einen Punkt (z,y) € A\ D mit dist(A\D, D) =
dist((x,y), D). Da im Quadrat [z,y] X [z,y] ausser (z,y) und (y,x) kein weiterer Punkt
der Menge A\ D liegt, muss 7|, eine einfache Schleife sein (siehe Figur 4.1).

2.Fall: Sei nun dist(D, A\ D) = 0. Dann gibt es eine Folge (xn,y,) € A\ D, so dass
(Zn,yn) — (Z,%) € D fiir n — oo. Im folgenden diirfen wir wegen Nashs Einbettungssatz
davon ausgehen, dass M respektive ein relevanter kompakter Teil von M isometrisch in
einem euklidischen Raum R* eingebettet ist. Mit dem Mittelwertsatz und der Eigenschaft,
dass 7 eine C'-Funktion ist, folgt dann, dass 0 = 2en) =) _, 4(Z) # 0, was einen

ITn—Yn

Widerspruch liefert. O

o1
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A\ D D

(z,y)

(y, )

A\ D

0 T Y L

Figur 4.1: Tllustration zum 1. Fall

4.2 FEinfache Zweiecke

Wir beweisen hier ein weiteres technisches Lemma:

Lemma 4.2.1. Firi = 1,2 seien y; : [0,4;] — M zwei nach der Bogenlinge parametri-
sierte Solitonkurven, so dass v1(0) = v2(0) und v1(¢1) = y2(f2). Dann bilden v1 und 2
mindestens ein einfaches Zweieck. Das heisst, es gibt la;, bi[ C [0,4;] mit v1(a1) = v2(a2)
und y1(b1) = 72(b2), so dass sich die Einschrinkungen v1ljq, b, und Y2ljay b, nicht schnei-
den.

Beweis: Wir betrachten die abgeschlossene Menge

A= {(z,y) € 0,01] x [0,l2] | y1(z) =2(y) }.

Sei P = (Z,y) ein Haufungspunkt von A, dann ist insbesondere P € A. Somit existiert eine
Folge P; = (z;,y;) von lauter verschiedenen Punkten aus A mit P; — P fiir i — oo. Das
heisst, es gilt 71 (z;) = 7y2(y;). Wir nehmen im Weiteren wieder an, M oder ein relevanter
Teil von M sei isometrisch in einem euklidischen Raum R* eingebettet. Dann gilt

Tj — Tj—1 Yi — Yi—1 T — Ti—1

y1(wi) = (wi1)  y2(yi) —vWi-1) ¥ —yi '
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Die linke Seite konvergiert fiir i — oo gegen 41 (Z), der erste Faktor auf der rechten Seite
gegen 2(y). Da diese beiden Limites Einheitsvektoren sind, folgt, dass

. Yi — Yi—1
hm _—

i—00 Tj — Tj—1

==+l

und
Y1(Z) = £42().

Aufgrund der eindeutigen Loésbarkeit der Solitongleichung folgt nun, dass das Ganze in
[0,11] x [0,12] liegende Stiick der Gerade durch den Héufungspunkt P mit Steigung +1
respektive —1 zu A gehort. Man sieht nun leicht, dass A nur endlich viele solche Ge-
radenstiicke enthalten kann. Wiirde nédmlich A unendlich viele Geraden, sagen wir der
Steigung 1, enthalten, dann finde man eine Folge (z;,y) € A welche sich in einem Punkt
von A héufen wiirden. Dann héitte man

0= 20— W) _ n@) -n@i)
T — Tio1 T —xi1

was nicht sein kann, da die rechte Seite gegen einen Einheitsvektor konvergiert. Wir machen
nun eine Fallunterscheidung, um endlich das einfache Zweieck zu finden.

1. Fall: A enthilt mindestens eine Gerade (aber eben héchstens endlich viele). Wir be-
trachten nur einen Fall einer moglichen Lage dieser Geraden (siehe Figur 4.2). Zwischen
den Punkten @ und S liegen hochstens endlich viele weitere Punkte aus A (unendlich
viele Punkte kann man mit demselben Argument wie oben ausschliessen). Der dem Punkt
Q = (g, ¢2) néchstliegende Punkt sei R = (r,f2). Dann ist vy
ein einfaches Zweieck.

|[qﬂ zusammen mit ’>’2|[£2,€2]

Q= (g,£2) R= (r,£2) S = (£1,£2)

Figur 4.2: Illustration zum 1. Fall

2. Fall: A enthélt keine Gerade (also nur endlich viele Punkte). In diesem Falle wihlt
man zwei Punkte @ = (q1,¢ — 2) und R = (r1,72) aus A, so dass keine weiteren Punkte
aus A im Streifen |g1,r1[XR liegen (siehe Figur 4.3). Je nach Lage der Punkte ist dann
Y1l[g1,r1] Und Y2|[g2, 2] oder (falls weitere Punkte von A auf dem Rand des Streifens liegen)
71llq1, 1] und v2|(g, s,) €in einfaches Zweieck. O



o4 KAPITEL 4. APPENDIX

(1, 42)

’ S = (q1,52)

j'R = (r1,7r2)

+Q= (1, q2)

Figur 4.3: Illustration zum 2. Fall

4.3 Solitonkurven auf Rotationsflichen

Die Abbildung ¢t — (R(t), z(t)), R(t) > 0, sei eine reguléire Kurve in der (R, z)-Ebene. Die-
se Kurve wird nun um die z-Achse rotiert und erzeugt so eine Rotationsfliiche im R3. Damit
ist eine Parametrisierung dieser Flidche geben durch (¢, ¢) — (R(t) cos ¢, R(t)sing, z(t)).
Die Metrik g(t, ¢) auf dieser Rotationsfldche ist dann geben durch

("5 )

Die Christoffelsymbole ng zur Metrik g errechnen sich dann wie folgt:

ri, = -
22 RI(t)? + 2/(t)?
I, =0

R'(t)
rf, = I3 = 0]
2, = 0

Das Killingfeld X = (0,1) erzeugt die Drehgruppe der Rotationsfliche. Wir suchen nun
in der (¢, p)-Ebene eine Solitonkurve beziiglich X in der Form

[T —R% s (p(s), ¢(s))

wobei I ein Intervall ist.
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Eine Einheitsnormale an die Solitonkurve im Punkt (p(s), ¢(s)) ist

1 R2¢’
V(S) = _ (R/2 +Z’2) 1]
\/RQ (R/2 + le) ((R/Z + 22)p2 + R2¢’2) p
Dabei sind R, R’ und 2’ im Punkt p(s) und p’ und ¢’ in s auszuwerten.

Als Kriimmung H der Solitonkurve im Punkt (p(s), ¢(s)) beziiglich der Normalen v erhalt
man

72R/3pl2¢/+R’¢/ (722/2p/2+R(7R¢)/2+pl2R//)) +RR/2(¢/pN7ﬂ/¢N)+R2/ (p/2¢l2”+2/¢)/p"7Z/p/¢)”)

H =
(R/2p/2+z/2p/2+R2¢)/2)\/(R/2+212)((R/2+Z/2)p/2+R2¢/2)

Auch hier sind die Funktionen p und ¢ sowie deren Ableitungen in s und R und z sowie
deren Ableitungen in p(s) auszuwerten.

Fiir die linke Seite der Solitongleichung (X, v) = —H bekommt man schliesslich
Rp/(R/Q + 2/2)
\/(R’2 4 Z’Z)((R’Q 4 Z/Q)p/2 4 R2¢’2)

<X7V>:_

Wir legen nun fest, dass die gesuchte Solitonkurve nach der Bogenldnge parametrisiert
sein soll, das heisst || f'||; = 1, also insbesondere

0= —-f, Nl =21"(F g5 + ! fiT%))- (4.1)

Das Gleichungssystem zweiter Ordnung bestehend aus der Gleichung (X,rv) = —H und
der Gleichung (4.1) wird dann wie in Abschnitt 2.2 umgeschrieben in ein Gleichungssy-
stem erster Ordnung. Man erhélt auf diese Weise die Gleichung fiir Solitonkurven auf
Rotationsflachen:

u
p
d ¢ 2 2 2 U2 2
— = | Rv?R'+R?*uv(R?+2%)—u?(R'R'+2'2") (42)
ds | u R?4-2"?
v

u (2vR'+Ru(R’2+z’2))
- R

Der Forderung, dass die Kurve nach der Bogenldnge parametrisiert ist, kommen wir nach,
indem wir bei den Anfangsbedingungen festlegen, dass || f'(0)||; = 1.

Wie wir in Abschnitt 2.2 gezeigt haben, besitzt dieses Differentialgleichungssystem (4.2)
lokal fiir beliebige Anfangsdaten eine eindeutige Losung respektive eine globale Lésung,
falls die Rotationsfliche geodétisch vollstéandig ist.

4.3.1 Kegel

Als Beispiel einer Rotationsfliiche betrachten wir einen Kegel mit halbem Offnungswinkel
0. In diesem Fall erzeugt
R(t) =tsinf, z(t) = —tcosf
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den Kegel. Setzt man dies in (4.2) ein, so erhélt man

p u
d | ¢ v
s |u| = [ volv+up)sin? g (43)
v _ u(2vtup)
P

4.3.2 Hyperboloid

Als weiteres Beispiel einer Rotationsflache betrachten wir ein einschaliges Rotationshyper-
boloid. Als erzeugende Kurve nehmen wir dafiir

R(t) = Acosht, z(t) =sinht

Der asymptotischen Kegel weist somit einen halbem Offnungswinkel § = arctan A auf.
Setzt man diese Parametrisierung der erzeugenden Kurve in (4.2) ein, so erhélt man

u
P v
i ¢ — | coshp (v2>\2 sinh p —u?(14+-A?) sinh p +uvA? cosh p (cosh? p +A? sinh? p )) . (4‘4)
ds | u cosh? p+ A2sinh? p
v u (21} sinh p + u(cosh® p +A2 cosh p sinh? p ))

cosh p

4.4 Solitonkurven auf Schraubenflachen

Die Abbildung ¢ — (z(t),y(t)) sei eine regulidre Kurve in der (z,y)-Ebene. Diese Kurve
wird nun in Richtung der z-Achse geschraubt und erzeugt auf diese Weise eine Schrau-
benfliche im R3. Damit ist eine Parametrisierung dieser Fliche gegeben durch

Y (t,p) — (x(t) cosp — y(t)sing, z(t)sinp + y(t) cos v, Ag).

Dabei ist 2rA > 0 die Ganghthe der Schraubenfliche. Sei im weiteren die erzeugende
Kurve nach der Bogenlinge parametrisiert, das heisst, es gilt 2/(t)? +%/(t)? = 1. Somit ist
die Kritmmung der Kurve gegeben durch (t) = x'(t)y”(t) — v/ (t)2” (t). Ferner setzen wir
R(t)? := x(t)2 +y(t)? + A\2. Die Metrik g(t, ) auf dieser Schraubenfiiche ist gegeben durch

< 1 —y(t)z'(t) + x(t)y’(t)>
—y(t)z'(t) + z()y'(t) R(t)? '

Wir merken noch an, dass diese Matrix automatisch positiv definit ist: Nach dem Hurwitz-
Kriterium ist dies genau dann der Fall, wenn g1 = 22 + 42 > 0 und det g;; = A\?(22 +
y?) + (3(R*))? > 0.
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Die Christoffelsymbole ng zur Metrik g;; errechnen sich dann wie folgt:

(RQ)/(x SL‘// +y y//)

ry, =
11 2
o (B (e —xy)
12 2
F%l - F%z
R2 (R2),
Iy = —
22 29
H(RQ),
r2, =
11 2
RQ)/
|
12 2
Fgl = F%Q
2 (B (' —zy)
22 2

wobei g = det g;;.

Das Killingfeld X = (0,1) erzeugt die Schraubengruppe der Fliche. Wir suchen nun in
der (¢, ¢)-Ebene eine Solitonkurve beziiglich in der Form

[T =R s (p(s),o(s))
wobel I ein Intervall ist.

Eine Einheitsnormale an die Solitonkurve im Punkt (p(s), ¢(s)) ist

o(s) = (@Y —2'y) + ¢'R?

Ve \ (Y +ay))
wobei w := g (p? + 2p'¢/(xy' — 2'y) + ¢"*R?). Dabei sind z, 2/, y und 3’ im Punkt p(s)
und p’ und ¢’ in s auszuwerten.

Als Kriimmung H der Solitonkurve im Punkt (p(s), ¢(s)) beziiglich der Normalen v erhélt
man
_ 9@ —p ")+ (R (026 (w2 +yy" —2)+30 ¢ (y x;—x y)—rp ¢ R?)

Va(p2 4209 0y —y ')+ R2)
wobei wir, um die Formel etwas zu vereinfachen, hier nun vorausgesetzt haben, dass die
erzeugende Kurve (x(t),y(t)) nach der Bogenléinge parametrisiert ist. Diese Annahme
werden wir im weiteren beibehalten.

H

Fiir die linke Seite der Solitongleichung (X, v) = —H bekommt man schliesslich

(X, 0) = — o/ .
’ \/PIQ —|—2p’¢’(a:y’ _ yx/) +¢’2R2
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Wir legen nun fest, dass die gesuchte Solitonkurve nach der Bogenldnge parametrisiert
sein soll, das heisst || f'||; = 1, also insbesondere

0= SUf, Fla =2 (P + 1T, (1.5

Das Gleichungssystem zweiter Ordnung bestehend aus der Gleichung (X,v) = —H und
der Gleichung (4.5) wird dann wie in Abschnitt 2.2 umgeschrieben in ein Gleichungssy-
stem erster Ordnung. Man erhélt auf diese Weise die Gleichung fiir Solitonkurven auf
Schraubenfléchen:

p u
d | ¢ 2/1)222” ” N
ds | v wR? il (wy —ya') + B E G o) tey s ) |- @)
v w(yx —zy') — u? + (RQ)’(v2(yx/72xgy/)72uuf,m2)

Der Forderung, dass die Kurve nach der Bogenldnge parametrisiert ist, kommen wir nach,
indem wir bei den Anfangsbedingungen festlegen, dass || f'(0)||, = 1.

Wie wir in Abschnitt 2.2 gezeigt haben, besitzt dieses Differentialgleichungssystem (4.6)
lokal fiir beliebige Anfangsdaten eine eindeutige LOsung respektive eine globale Lésung,
falls die Schraubenfldche geodétisch vollsténdig ist.

4.5 Differenzierbare Funktionen auf Banachriaumen

In diesem Abschnitt fassen wir kurz die Theorie der differenzierbaren Funktionen zwischen
Banachrdumen zusammen.

Definition 4.5.1. Seien X, Y zwei Banachriume, ) # U C X offen und f : U — Y.
Die Abbildung f heisst Fréchet-differenzierbar, kurz differenzierbar, in € U, falls ein
stetiger linearer Operator T': X — Y mit

1z +y) — fx) = Tyl = o(llyll)

existiert. Wir schreiben
Df(x) = f(x) = T.
Wir definieren die Menge der stetig differenzierbaren Funktionen
CHU,Y):={ f:U — Y| f ist stetig und differenzierbar in jedem Punkt = € U
und Df € CO(U, L(X,Y)) }. &

Nun kommen wir zu einigen Rechenregeln. Die einfachste ist die Linearitét.

Lemma 4.5.2. Seien X, Y zwei Banachrdiume, ) # U C X offen und f,g € C*(U,Y).
Dann gilt \f + ug € CHU,Y) und (\f + pug) = Af' + pug' fir \,u € R,
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Ferner gilt eine Produktregel, wenn der Zielraum eine Banachalgebra ist.

Lemma 4.5.3. Sei X ein Banachraum undY eine Banachalgebra, ) # U C X offen und
f,g € CYU,Y). Dann gilt fg € CY(U,Y) und D(fg) = gDf + f Dg.

Der Beweis ist einfach. Ebenso einfach ist die folgende Bemerkung.

Lemma 4.5.4. Seien X und Y zwei Banachriume und f : X — Y linear und stetig.
Dann ist f € CH(X,Y) und

Df: X - LX)Y), x—f

Das folgende Lemma enthilt die Kettenregel.

Lemma 4.5.5. Seien X, Y und Z Banachriume und seien ) # U C X, 0 #V C Y
offen. Weiter sei f € CH(U,Y) mit f(U) CV und g € C1(V,Z). Dann ist go f € CY(U, Z)
und es gilt

D(go f)(z) = Dg(f(x)) o Df(z).
Auch die Kettenregel ist einfach zu beweisen.

Nachdem wir nun einige Ableitungsregeln fiir allgemeine Banachrdume behandelt haben,
gehen wir nun speziell iiber zu Holder-Raumen. Dazu benétigen wir vorerst die folgende
technische Aussage.

Lemma 4.5.6. Sei Q C R™ offen, zusammenhdingend und beschrinkt. Sei g € CO%(Q, RY)
und f: Q x RE — R stetig, so dass folgendes gilt:

(i) Fir jede kompakte Teilmenge K C R ezistiert C > 0, so dass fir jedes ¢ € K
[f('aé)]a;ﬂ < C.

(ii) Fiir jedes © € Q ist f(x,€) stetig partiell nach & differenzierbar.

Dann ist die Funktion

»:Q0 — R
z —  f(z,9())

in C%(Q) und es gilt

fGg(ae < sup [f(4]an

£eg(®)

¢ 9 ) )
+llen s { [ @60 |0 € 2 6 e q@=1t |
k=1
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Beweis. Zunichst gilt:

1£( gDz < sup |f(z,8)| < oo.
xef)

£€9(Q)
Fiir die Abschitzung der Holder-Halbnorm gehen wir wie folgt vor:

[f(z,9(x)) = f(y,9(%))]

[f('79(')]a;(2 = Sup T
x#Y €Q “r y‘
< sup |f (@, 9(x) = fly. 9@ | sup [y, 9(x)) — [y, 9(v))]
z#£y €Q ‘CL’ - y‘a z#£y €Q |$ - y|a
= I+1I.

Die Terme I und I schitzen wir separat ab.

Mit der Konvention % := 0 konnen wir schreiben
;o Sup{!f(wvg(w)) — S @) e Q}
|z —yl|*
§ sup { ’f($;|i)__yf|'o(ly>£)| ‘ T,y € Q’ g c Q(Q) }
= sup [f('vg)]a;fl < 0.
£€g9(Y)

Beim Term I gehen wir so vor:

1

Il = sup o
r#£yeQ ‘x_y‘

g2(x) o
+/g a_g(yagl(y)vfagfi(x),...7g£($))d£+“.

2(y)

91(x) 9
[ Lot gt +
a@ 9%

9e(®) 9 f
- cey Go— d
G e

Den Betrag des k-ten Integrals schéitzen wir nun noch folgendermassen ab:

/Qk (z)
9k (y)

s
0%

<lo(o) - slsuw { [ 3 (@610 160 € 0. & € 0@ =10t

(y7gl(y)7 s 7gk*1(y>7§7.qk+1(x)7 s ,gg(:b')) d§ <

Dabei haben wir beniitzt, dass {2 zusammenhéngend ist. Daraus folgt nun die im Lemma
behauptete Abschitzung fiir die Holder-Halbnorm. O

Die Hauptschwierigkeit fiir unsere Anwendung liegt im folgenden Lemma.
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Lemma 4.5.7. Sei Q C R” offen, zusammenhingend und beschrinkt mit C**-Rand.
Weiter sei ¢ € C®(Q x RY R) N C%(Q x RY,R) und
¢ ChYQRY) — CY(Q,R)
u = o, ul).
Dann ist ¢ € CHCH(Q,RY), C%¥(Q,R)) und es gilt
Dy(u) : CHY(QRY) — C%(Q,R)
v = D2§0(7u()) 'U(‘),

wobei Do die Ableitung der Funktion @ nach ihrer zweiten Variablen bedeutet.

Bemerkung 4.5.8. Bevor wir zum Beweis schreiten, bemerken wir, dass man bei der
Verkniipfung von Holder-stetigen Funktionen vorsichtig sein muss. Wir betrachten dazu
das folgende Beispiel.

Sei p : R x R" - R, (z,€) — ¢(z,£) beschrinkt und sei 41,02 € (0,1] mit §1dp < 1.
Weiter seien die folgenden zwei Ungleichungen erfiillt:

1 VEeR"

1 VzeR™

[p(-, )]s, 60 Rm

<
[o(@; s, mn <

Dann ist einfach zu iiberpriifen, dass (-, u(-)) € C%%%2(R™), falls u € C%%(R™ R").
Andererseits ist die Abbildung

CO, o1 (]RWL7 Rn) N CO, 6102 (Rm)
u = ()

im allgemeinen nicht einmal stetig, geschweige denn differenzierbar. Hierzu betrachtet
man zum Beispiel p(z,£) := /|¢| und die Folge u.(x) := |z| + ¢ fiir € \, 0. Dann gilt fiir
01 =09 = %, dass

Ue — UQ in %%
aber

0(ue()) 2 o(ug())  in €010, o

Nun kommen wir zum Beweis von Lemma 4.5.7:

Beweis. Zunichst folgt aus dem Lemma 4.5.6, dass o(-,u(-)) € C%*(Q),R). Beachte,
dass u € CH(Q,RY c CYQ,RY) c CY¥(Q,R"), wobei die zweite Inklusion aus der
Randregularitéit von € folgt. Damit ist die Abbildung ) wohldefiniert.

Wir betrachten nun den Operator T : C1% (€, RY) — C%*(Q,RY), v+ Dap(-,u(-))v(:).
Dieser ist offenbar linear und beschrinkt.
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Wir zeigen nun, dass

H@ZJ(U + U) - 1[)(U) — TUHCO,a
[v]lcre

—0 fir ||v]|gre — 0.

Dies beweisen wir in zwei Schritten.

Im ersten Schritt zeigen wir, dass

[¥(u+v) — ¢p(u) — Tl
[ollgre

— 0 fir ||v||c1.e — 0.

Dazu betrachten wir den Zéhler |4 (u+v)—1(u) —Tv|| reo. Mit der Definition der L>°-Norm
und den Funktionen v und T erhalten wir:

[P(u+v) = (u) =Tolre = sup[p(u(z) +v(z)) — P(u(z)) - To(z)|

z€Q

= sup ¢, @) +v(w)) — il u(z) — Dol u(w)o (o)

(4.8)

Um diese L*°-Norm abschétzen zu kénnen, machen wir eine kleine Zwischenrechnung. Wir
mochten ¢ durch die Taylorformel mit Lagrange-Restglied darstellen.

Sei dazu © : RY — R eine C?-Funktion. Fiir zwei Punkte p, ¢ € Rf definieren wir § : R — R
durch 6(t) := O(p+ t(q — p)).

Nach der Taylorformel mit Lagrange-Restglied gilt dann fiir ein & €10, 1[:
1
O(g) = 0(1) = 0(0) +0'(0) + 50"(¢)

= O(p) +VO(p) (¢—p)+ %(q —p)" Hesse (p+&(g—p)) (g —p).

Wir wenden diese Formel nun an auf die Funktion O(n) = ¢(z,n) und erhalten fiir ein
(von x abhiingiges) £ €]0, 1[:

o(r,q) = @(x,p)+ Dagp(x,p)- (¢ —p) + %(q — p)" Hessy(y, (p+&(a—p))(a — D).

Setzen wir in dieser Gleichung ¢ := wu(x) + v(z) und p := u(x) ein, so erhalten wir fiir
§€l0,1[:

oz, u(x)+v(z)) = @(x,u(x)) + Dap(z, u(z)) -v(z)+ %v(:c)T Hessy(z,.) (u(:c) —l—&)(x))v(x).

Diese Formel verwenden wir nun, um in (4.8) weiter zu rechnen.
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o2, u(@) +v(z)) — ¢z, u(x)) = Dap(z, u(x))o(z)] =
= %v(m)T Hess () (u(z) + Ev(z))v(z)| <
1

< 0@ | Hess ) (u(2) + €0(2)) e <

1
< §HUH%OO sup || Hessy(z,.) (u(ac) +§v(m))Han
€N
¢e[0,1]
Wir schétzen nun den letzten Faktor der obigen Ungleichung ab. Dazu diirfen wir anneh-
men, dass [|v||c1.a < 1ist. Da Q x [0,1] kompakt und ||v||c1.e < 1 ist, ist u(z) + Ev(x) €
Bpr11(0), wobei R = [[u[|. Wegen der Stetigkeit der Abbildung (z,() ~— Hess,,.y(C)

und der Kompaktheit von € x Bry1(0) gilt:
|Hess ;) (()| <C VzeQ, [(lpn <R+ 1.

Somit bekommen wir fiir die letzte Zeile in der obigen Abschétzung:

1 1
SllvllZ  sup | Hess ) (u() + £0(@)) [rmen < Sll0llze - C

(2,6)€0x[0,1]
Nun erhalten wir:
[1(u +v) = (u) = To|| o o [l
[v]lgre = vllera

= C|v|lge — 0 fiir ||v||gie — 0

Im zweiten Schritt zeigen wir, dass

W(U + U) - ¢(u) B TU]a;Q

[ollcra

—0 fir ||v||c1.e — 0.

Dazu betrachten wir den Zahler und erhalten mit den Definitionen der Funktionen 1 und
T:

[lu+v) =) = Tolan = [p(ul)+0()) =@ ul) = Do, u(-)v()asn (4.9)

Um diesen Ausdruck abschétzen zu kénnen, machen wir eine kleine Zwischenrechnung. Wir
mochten fiir die Differenz ¢(x, u(x) + v(z)) — ¢(x,u(x)) durch ein Integral ausdriicken.
Wir betrachten eine einmal stetig differenzierbare Funktion © : RY — R, ¢ — O(¢). Fiir
zwei beliebige Punkte p, ¢ € RY betrachten wir die einmal stetig differenzierbare Funktion
0:[0,1] = R, t+— 0(t) := O(p+t(q — p)). Wir sehen, dass dann

0't) = %@(zﬂrt(q—p)) = VO(p+tlg—p) (¢—p)
0(1) = ©(q)

0(0) = ©()
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Daraus ergibt sich, dass
©(q) —O(p) = 6(1)—6(0)
_ /0 1 ie( Dt
= /0 VO(p+tlqg—p)) (q—p)dt.

Fiir festes € Q wenden wir diese Formel fiir ¢ := u(z) + v(x) und p := u(x) auf die
Funktion O(§) = ¢(z,£) an und erhalten

1
oz, u(z) +v(z)) — p(z,u(x)) = /0 Do (z, u(x) + tv(x)) v(z) dt.

Somit ldsst sich (4.9) in folgende Form bringen:

[p(u() +o() = (,ul-)) = Dap(- u(-))v()]as =
1
Do (- ul(-) +to(-)) v(-) dt — Dag(-,u(-)) v(-)
0 a;Q
g( ,'U ))]aQa

wobei die Funktion g : QxR — R durch g(z, &) := fol Dop(x,u(x)+t€) £ dt—Dap(z, u(x)) £
definiert ist.

Man verifiziert nun leicht, dass die Funktion g die Voraussetzungen fiir die Funktion f im
Lemma 4.5.6 erfillt. Somit folgt aus der Abschitzung (4.7):

[9C,v(D]ase < sup [9(-,8)]asn
£ev()

/ 9 - -
[v]a;ﬂzsup{ ‘6—56(507517"'755) ’ 50 € Q: 5] € UJ(Q)7] = 17a€}
k=1

Um zu zeigen, dass
l9( v())]ase
[vllcra
gilt, betrachten wir die beiden Terme auf der rechten Seite der obigen Ungleichung ge-
trennt. Wir werden zeigen, dass

-0 fiir |v||cle — 0

sup {[9(,&)]ae | § € ()}

||UHCL@

(i)

— 0 fir ||v]|cria — 0

11 Sup{ ’86 607617---756)’ |£OEQv 5] E’UJ(Q),]:L,K} — 0 fiir ||’U”01,a -0
fir alle k € {1,...,¢}.

Also betrachten wir zunéchst den Teil (7).
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Wir miissen zeigen, dass

sup {[9(+, )lasa | € € (D)}

T —0 fir ||v||c1.e — 0. (4.10)

Den Vektor ¢ € v(Q) notieren wir im Folgenden als £ := (£1,...,&) € v(Q) € RY. Um die
Aussage (4.10) zu beweisen, geniigt es

sup {9, Olase | 61| <}
n

0 fiir n \, 0 (4.11)

zu zeigen. Das heisst:

sup{[g(',f)]a;Q | ‘€1| < T’} < £1. (412)

V51>0351:51(81)>0:0<’I’]<51:> o

Sei also €7 > 0. Nun suchen wir ein geeignetes d;. Zunéchst berechnen wir [g(+, &)]q.q. Mit

der Konvention % := 0 und der Definition der Funktion g erhalten wir:

, _ 9(z,&) — g(y, &)
[g(,f)]a;ﬂ - ajs,;lepﬁ ‘x_y‘a

1
/0 Do, u(x) + tE)E dt — Doplw, u(x))E—

= sup

1
z,yeQ |$ - y|a

1
/O Dap(y, u(y) + t§)E dt + Dap(y, u(y))E

Vorerst betrachten wir nun nur den Zéghler fol Dop(x,u(x) + t§)Edt — Dap(x,u(x))é—
(fol Dop(y, u(y) + t&§)€ dt — Dap(y, u(y))€) =: I — II und verwenden die Notation

0
@,i(&%gla"wgf) = 0_§(£0a€17" . 75()7 = 1)"'7£

(und entsprechend fiir hohere Ableitungen).
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In einem ersten Schritt schreiben wir die Terme I und I etwas um:

1 4
I = /OZ i(z,w (2 +t§1,...,ug(x)+t§g)—cp’,;(x,ul(x),...,ug(ac))>§idt

=1

1 £ uy (x)+t&1
= / E / o gpil(x,s,@(:v)+t§2,...,ue(ac)—I—tﬁg) ds
uy (x

0 =1
x)+t&2

ug(
+ " ©.i2 (m, ui(x), s,us(x) + t&s, ..., up(z) + tfg) ds
2(x

wg—1(x)+t€—1

_l’_

@i—1(z, w1 (), ... ue—o(x), s, ue(x) + t&) ds

wg(z)+t&e
+/ . ¢7i5($,u1(az),...,W_l(a:),s) ds | &dt
up(x
1 ¢ (z)+t&r
— / Z/ @,u(x, s,ug(z) + t&a, . .., ug(x) + t@)gi dsdt
0

i—1 Jw(z)

1 £ uz(x)+té2
—i—/ Z/ ©.i2 (:(:,ul(ac), s,us(x) +t€s, ... up(z) + t&) ds
0

i=1 uz(x)
+...+
1 L pup(a)+té
+/ Z/ ( ) QOVZ‘E(QT,Ul(-T),...,Ug_l(.'E),S)éidet
0 ;=1 Jwl(z

Fiir den Term I erhalten wir analog;:

y)+t€1
/ / . ©il (y,s ua(y) + t€a, ..., ug(y) —l—tfg)fi ds dt
u1(y

u2 (y)+té2
/ / w @2y, ur(y), s, us(y) + t€s, ..., ue(y) + t&) ds
u9 y

ue(y)+tEe
/ / ety ur(y), - ue—1(y), s)& ds dt
Uy
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Somit bekommen wir fiir den Zahler:

¢ 1 pui(z)+té
I-1II = Z / /m(x) QOJ']_(f,S,’U,Q(.T) +t&a, . .., ug(x) +t€g)fi dsdt —
L pu(y)+tés
/ / ot (y, 5. ua(y) + 1o, .. uely) + 1€7) € ds
@) +t62
+Z / /( @2 (@, ur (@), s, uz(x) + &, . .., up(x) + &) & ds dt —
uz(z)

u2(y)+té2
/0 / P ) us ) + 6 e 0) + 6
u2(y

+
¢ ) +tE
+Z</ / ez ur(@), ... w1 (2),8)& ds dt —

=1
up(y)+t&e
/ / eio(y,u(y), ... uwe—1(y),s)&dsdt
0 Jue(y)

Mit der Variablensubstitution s := o 4+ u;(z) — u;(y), j =1,...,¢ erhalten wir:

wj (z)+t;
/ " ©ij (x, ur(z), ..., uj—1(z), s, ujr1(x) +t&41, ..., ue(x) + t@)& ds =
uj X

u; (y)+t&;
/ W @i (@ ui(2),. . ujm1 (@), otuj(z)—uj(y), ujp () +t€j 41, - . ue(2)+t&) & do
uj(y

Somit ist die Differenz I — I1I:

¢ 1 pui(y)+té
I—-1I = ) </ / " <<P,i1(:c,s+u1(x) —u(y), uz(x) + t&2, ... up(x) + &) —
; u(y

©.i1(y, s, u2(y) +t&2, ... up(y) + t&))& ds dt)
+...+

¢ 1 pue(y)+tée
Z (/0 / (v) (<P¢e(x,u1(a:)7 s ug—1(z), s+ up() — ug(y)) dsdt —
ug(y

=1

ey ur(y), . w1 (y), ))gz dsdt)

Wir betrachten den ersten Differenzenterm ¢ ;1 (x, s+uy(z) —ui(y), ug(z) +t&o, . . ., ue(z)+
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t&) — ¢,i1(y, s,u2(y) + t€a, ..., up(y) + t&) und schitzen diesen ab:

[@,ij(w, s +ur(x) —u1(y), ua(w) +t&2,...) — v ij(y, s, u2(y) +t&2, .. .)|

< Cl(z —y,ur(z) — ur(y), uz(x) —uz(y), .. ., ue(@) — we(y))|
< C (o = ylan + [u(@) = u(y)lz )

< C (|2 = ylon + [ulaselz — y12, )

= (Jo = yl2, (1o =yl + [Was) )

Dabei héingt die Konstante C' von 2 und von den dritten Ableitungen von ¢ auf einer
kompakten Menge ab. Mit den anderen Differenztermen geht man analog vor und erhélt
dann durch Ausintegrieren und Abschétzen

I —I1] < Ol — g

Somit haben wir fiir [g(-, )] folgende Abschitzung:

Mit der Wahl 6; = & erhalten wir unsere gewiinschte Abschétzung von (4.12)

sup {90, Olaso [ 16| <0}
n

<Cn<ey.

Nun betrachten wir noch den Teil (i7). Sei k € {1,...,¢} fest. Wir werden zeigen, dass fiir
jedes g1 €]0,1] ein §; = d1(e1) > 0 gibt, so dass

0 - = .
HUHCLO‘ < 51 — Sup{ ‘aié‘-qk(gmgla"'vff)‘ |£0 € Qa 5] € UJ(Q)’] = 1376} <eéq.

(4.13)
Sei also 1 €]0, 1] gegeben. Als néichstes definieren wir

C:= Z,E?“iléﬁ}ﬂ@,ik(go, w(€o)+t(Er, .-, &0))| | & € Qu(&) e u(),& € [-1,1], j=1,...,4}

und M := Q x <u(Q) +[-1, 1]€>. Dann ist ¢; gleichméssig stetig auf dem Kompaktum
M, das heisst Veg > 0 369 = do(eg) > 0 Vo,n € M so dass [0 —n| < dg = |px(o) —
ek(n)] < eo.

Sei nun gg := 5 und d1 := min{do(e0), 57,1} Wir nehmen nun an, dass |[v|[c1.« < §1 und
zeigen, dass dann die Abschitzung auf der rechten Seite von (4.13) gilt. Fiir die partielle
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Ableitung bekommen wir

Lt
5—5(50751,...,&) = %(/0 Z‘P,z‘(foyu(&))+t(§17“"’5‘3))€idt>

i=1

5 L
— A ¢, (&0, u(€o))&i
a§k<; (& °)>
A
= /0Z‘P,z‘k(fo,u(fo)+t(§17-~7§z))t§idt
=1

1
+/ o k&0, u(éo) +t(&1,..., &) dt
0
—¢1: (€0, u(&0)).

Nun miissen wir den Betrag der einzelnen Integrale abschétzen. Da §; < 1 folgt, dass
lv]|cr.e < 91 < 1. Dann ist auch ||v||ze < §; < 1 und somit ist fiir die Supremumsbildung
in (4.13) & €] — 01,01[ C [—1,1] fiir alle s = 1,...¢. Dann erhalten wir fir i =1,...,¢

1 1
/0 |0,k (€0, u(&0) + (&1, ..., &) t&| dt < C/o &| dt < C6.

Fiir die anderen zwei Terme erhalten wir wegen der gleichméssigen Stetigkeit von ¢ ; auf
dem Kompaktum M:

1
/0 o1 (€0, u(€o) + t(&r, ..., &) dt — ¢k (o, u(&o))’ =

1
/0 @k (&0, u(€o) + (&1, .-, &) — p (&0, u(éo)) dt‘

< /0 ‘w,k(éoau(ﬁo) +t(&r,. ., &) — @,k(fovu(fo))‘dt

1
§/ codt = ep.
0

Somit erhalten wir nun fiir unsere Wahl von ¢ und 61:

0
‘—g (§0,61,---,8)| < 01Cl+eo
O&k,
€1 €1
< =L c1
< QC€C£+ 5
= £&1.

Damit ist (i7) gezeigt.

Die Stetigkeit von D(-) verifiziert man durch direktes Nachrechnen. O
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