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Statt eines Vorwortes:

,In physics, you’re playing against God; in Finance
you’re playing against people.

E. Derman’

Lzitiert in Stix [108]
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Einleitung

Problemstellung

Zur Quantifizierung von Marktrisiken ist ein geeignetes Risikomass zu bestimmen.
Solche Masse stellen Kenngrossen einer Renditeverteilung oder einer Verteilung von
Gewinnen und Verlusten dar. Empirisch ergeben sich Risikomasse als Schitzung die-
ser Kenngrossen einer Verteilung.

Bei der parametrischen Schitzung von Risikomassen zur Quantifizierung von Mark-
trisiken sind zunidchst Hypothesen iiber Verteilungen von Renditen oder Gewinn-—
und Verlustfunktionen zu bilden. Solche Hypothesen iiber Verteilungsmodelle werden
zum einen aufgrund von allgemeinen Annahmen iiber Finanzmarktdaten aufgestellt,
zum anderen enthalten sie jeweils noch modellspezifische Annahmen. Einen Spezialfall
stellen implizite Modelle dar, bei denen keine explizite Wahl eines Verteilungsmodells
vorgenommen wird. Vielmehr werden in diesem Fall die Kenngrossen, welche das
Marktrisiko quantifizieren sollen, direkt auf Grundlage einer Stichprobe historischer
Daten geschitzt. Bei der Wahl eines expliziten Verteilungsmodells miissen dagegen
zunichst die Verteilungsparameter auf Grundlage dieser Stichprobe geschétzt werden,
bevor eine Kenngrosse als Risikomass geschitzt werden kann. Aber auch eine implizi-
te Modellbildung kommt nicht ohne Annahmen aus. So wird in der Regel unterstellt,
dass die Elemente der Stichprobe unabhéngig und identisch verteilt sind.

In einem Risikomanagementsystem lassen sich drei Risikoarten identifizieren: Mo-
dellrisiko, Parameterrisiko und Schétzrisiko. Beim Modellrisiko handelt es sich um
mogliche Fehler bei der Modellierung des Untersuchungsgegenstandes, also zum Bei-
spiel um ,schlechte® Modelle fiir die Verteilung von Aktienrenditen oder ,falsche®
Annahmen iiber die zeitliche Entwicklung von Marktpreisen.

Das Parameterrisiko besteht darin, dass ein Mass fiir die Risikomessung verwendet
wird, welches das in einer Verteilung enthaltene Risiko unter Umstadnden nicht erfasst.
Es geht also zum Beispiel um die Frage, ob sich der Value—at—Risk als Risikomass
eignet, insbesondere auch dann, wenn auf Grundlage dieses Masses Eigenkapitalallo-
kationen vorzunehmen sind.
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Die gewé&hlte Risikokennzahl ist schliesslich auf Grundlage einer empirischen Rendi-
teverteilung zu schitzen. Der Fehler zwischen der Schétzung und dem ,, wahren® Wert
des Risikomasses stellt dann das Schétzrisiko dar.

Im Mittelpunkt der vorliegenden Arbeit steht eine Analyse und Abschétzung von Mo-
dellrisiken. Fiir diese Wahl sind folgende Griinde ausschlaggebend. Das Modellrisiko
stellt sozusagen die erste Unsicherheitsquelle bei der Umsetzung eines Risikomanage-
mentsystems dar. Ohne eine moglichst gute Modellierung des Untersuchungsgegen-
standes ist das beste Risikomass nur von beschrianktem Nutzen. Im Zusammenhang
mit der Diskussion um den Value—at—Risk als Konzept zur Messung von Marktrisiken
wird dem Modellrisiko zu wenig Beachtung geschenkt. Es wird vor allem das Para-
meterrisiko akzentuiert. Es existiert zum Beispiel eine Reihe von Studien, in denen
untersucht wird, inwieweit sich das Value-at—Risk—Konzept zur Messung von Mark-
trisiken eignet, aber gleichzeitig normalverteilte Renditen unterstellt werden. Dass die
Normalverteilung nur als unzureichende Naherung fiir empirische Renditeverteilungen
betrachtet werden kann, ist hinreichend bekannt. Aussagen iiber die Eignung eines
Risikomasses auf dieser Grundlage sind daher kritisch zu beurteilen.

Die Hohe des Modellrisikos bleibt auch bei ndherer Betrachtung letztlich unbekannt.
Werden verschiedene Modelle beziiglich ihres Modellrisikos untersucht, so ist man
zum einen auf indirekte Kriterien angewiesen, zum anderen sind nur Aussagen fiir
einzelne Modelle relativ zueinander moglich.

Da sich der Value-at—Risk als Standardmass zur Quantifizierung von Marktrisiken
etabliert hat, existiert in der Zwischenzeit umfangreiche Literatur zu diesem Konzept
der Risikomessung. So werden Fragestellungen des Parameterrisikos und der prak-
tischen Umsetzung des Value-at—Risk—Konzeptes ebenso diskutiert, wie statistische
Konzepte zur Value—at—Risk—Schétzung. Auch iiber die Modellierung von Renditen
und iiber die Modellierung der Dynamik von Kursen auf Kapitalméirkten lassen sich
zahlreiche Publikationen finden. Viele der empirischen Untersuchungen dieser Modelle
sind allerdings schon ilter, teilweise fehlt eine Uberpriifung fiir den schweizerischen
Markt. Vor allem aber ist eine Vielzahl dieser Modelle nicht im Zusammenhang mit
der Messung von Marktrisiken untersucht worden. Es fehlt daher eine Uberpriifung
der Modelle beziiglich ihres Modellrisikos, wenn sie als Grundlage zur Schitzung des
Value-at—Risk verwendet werden.

Beim Literaturstudium fallt vor allem die Diskrepanz zwischen betriebswirtschaftlich
und mathematisch orientierter Forschung auf. Bei der betriebswirtschaftlich orien-
tierten Forschung steht die praktische Umsetzung des Value-at—Risk—Ansatzes im
Vordergrund. So wird zum Beispiel der Frage nachgegangen, wie sich auf effiziente
Weise der Value—at—Risk eines ganzen Portfolios bestimmen lésst oder wie Eigenkapi-
talunterlegungen von Marktrisiken vorzunehmen sind. Einer kritischen Hinterfragung
der getroffenen Annahmen wird dabei oft nur wenig Beachtung geschenkt. Dies ist
zum Beispiel besonders auffillig, wenn Simulationsstudien auf Basis der Hypothe-
se normalverteilter Renditen durchgefiihrt werden. Auf der anderen Seite neigt die



Einleitung 3

mathematisch orientierte Forschung dazu, sich einer Sprache zu bedienen, die den
Diffusionsprozess der gewonnenen Resultate in eine praktische Umsetzung erschwert.

Zielsetzung und Vorgehen

In der vorliegenden Arbeit wird der Fragestellung nachgegangen, welches Modell ei-
ner Auswahl verschiedener Modelle zur Beschreibung von Renditeverteilungen und zur
Bewertung von Optionen im Vergleich das geringste Modellrisiko aufweist. Im wesent-
lichen wird dabei der Value—at—Risk als Konzept zur Risikomessung verwendet. Diese
Fragestellung wird anhand empirischer Daten fiir den schweizerischen Aktien— und
Optionenmarkt analysiert.

Die Auswahl der Modelle beruht zunichst auf allgemeinen Annahmen iiber Finanz-
marktdaten. Diese allgemeinen Annahmen gilt es empirisch zu iiberpriifen. Ebenso
miissen modellspezifische Annahmen iiberpriift werden. Als Datenbasis fiir diese Ana-
lysen stehen Aktienkurse der Jahre 1989 bis 1998 und Optionsdaten des Jahres 1998

zur Verfligung.

Das Modellrisiko ist letztlich eine unbekannte Grosse. Bei einer detaillierten Unter-
suchung des Modellrisikos im Zusammenhang mit Value-at—Risk—Schatzungen sind
daher zunédchst geeignete Hilfskriterien zur Abschétzung dieses Risikos zu entwickeln.
Diese Kriterien werden dann in empirischen Analysen eingesetzt, um aus den Resul-
taten Aussagen iiber die Hohe des Modellrisikos ableiten zu kénnen.

Aufbau der Arbeit

Die Arbeit gliedert sich in zwei Teile. Teil T stellt grundlegende Konzepte vor. Es er-
folgt eine Diskussion allgemeiner und modellspezifischer Annahmen sowie deren empi-
rische Uberpriifung. Teil IT beinhaltet Untersuchungen zum Modellrisiko ausgewihlter
Modelle. Als Konzept zur Risikomessung wird im wesentlichen der Value-at—Risk ein-
gesetzt. Diese beiden Teile kénnen nahezu unabhingig voneinander gelesen werden.
Leser, die mit verschiedenen Finanzmarktmodellen vertraut sind, kénnen den ersten
Teil auch iiberspringen.

Die detaillierte Gliederung von Teil I gestaltet sich wie folgt. Kapitel 1 legt grundlegen-
de mathematische Konzepte dar, die in der Arbeit immer wieder verwendet werden.
Vor allem geht es um die Beschreibung der zeitlichen Entwicklung von Aktienkursen
durch stochastische Prozesse. Im darauffolgenden Kapitel werden allgemeine Annah-
men iiber Finanzmarktdaten wie die Hypothese unabhéngig und identisch verteilter
Renditen und das Tail-Verhalten von Renditeverteilungen vorgestellt. Statistische
Tests zur Uberpriifung dieser Hypothesen werden vorgestellt und in einer Untersu-
chung fiir den schweizerischen Aktienmarkt angewendet. Kapitel 3 stellt die wichtig-
sten Finanzmarktmodelle vor und begriindet die Auswahl dreier spezieller Ansétze fiir
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die weiteren Untersuchungen. Die ausgew&hlten Modelle werden in Kapitel 4 ausfiihr-
lich erlautert und anhand von Daten des schweizerischen Aktien— und Optionenmark-
tes in Kapitel 5 iiberpriift.

Teil IT befasst sich mit Value—at-Risk—Schétzungen auf Grundlage der ausgewihlten
Modelle. Dazu werden zunichst in Kapitel 6 Begriffe wie Risiko, Modell-, Parameter—
und Schétzrisiko definiert. Der Value—at—Risk wird als Konzept zur Risikomessung
eingefiihrt, Verfahren zur Generierung von Renditeverteilungen diskutiert. Eine Dar-
stellung der regulatorischen Rahmenbedingungen erfolgt ebenfalls. Als alternatives
Konzept zur Risikomessung werden die Lower—Partial-Moments vorgestellt. Diese
Kennzahlen lassen sich zusammen mit dem Value—at—Risk in eine allgemeinere Klasse
von Risikomassen einordnen. Statistische Verfahren zur Quantilschitzung als Grund-
lage fiir Value—at—Risk—Schétzungen und zur Schatzung von Lower—Partial-Moments
werden in Kapitel 7 vorgestellt. Es schliesst sich in Kapitel 8 eine Diskussion und
Auswahl verschiedener Kriterien zur Abschédtzung von Modellrisiken an. Ein grund-
legendes Konzept ist dabei das Backtestingverfahren. In empirischen Studien werden
in Kapitel 9 bis 11 Value—at—Risk—Schatzungen fiir den Swiss Market Index, fiir aus-
gewihlte schweizerische Aktien und Aktienoptionen diskutiert. Als Grundlage fiir
diese Value—at—Risk—Schétzungen dienen die in Kapitel 4 diskutierten Modelle. Die
Kriterien zur Abschitzung des Modellrisikos werden eingesetzt, woraus sich Aussagen
iiber das Modellrisiko eines speziellen Modells im Vergleich mit den iibrigen unter-
suchten Modellen ableiten lassen.

Eine Zusammenfassung der Ergebnisse schliesst die Untersuchung ab.

Entwicklung geeigneter Software

Fiir die Untersuchungen in dieser Arbeit stand keine Standardsoftware bereit, das
heisst auch statistische Softwarepakete wie zum Beispiel SAS bieten fiir die zu behan-
delnden Probleme nur in beschrinktem Umfang Hilfestellung an. Aus diesem Grund
wurde die entsprechende Software vom Autor entwickelt. Anhang F gibt einen Uber-
blick iiber die der Arbeit beigelegten Programme. So wurden Routinen zur Uber-
prifung der allgemeinen Annahmen von Finanzmarktdaten entwickelt, ebenso wie
fiir die Analyse der ausgew&hlten Modelle. Letztere umfassen Verfahren zur Parame-
terschdtzung, statistische Tests zur Validierung der Modelle; Optionsbewertungsfor-
meln und Routinen zur Monte-Carlo-Simulation. Programmiert wurde in der Sprache
C, wobei auf Routinen aus der umfangreichen Programmbibliothek von Numerical Re-
cipes zur Losung mathematischer Teilprobleme zuriickgegriffen werden konnte.



Teil 1

Finanzmarktmodelle und
deren empirische
Uberpriifung






Kapitel 1
Grundlegende Konzepte

Die Messung von Marktrisiken, das heisst die Messung von Kursrisiken von Akti-
en, Edelmetallen, Rohstoffen und deren Derivate, von Zinsdnderungsrisiken und von
Wechselkursrisiken, setzt zweil Dinge fundamental voraus. Erstens ist ein geeignetes
Konzept zur Risikomessung zu entwickeln, konkret ein Konzept zur Berechnung einer
oder mehrerer Risikomasszahlen. Dies setzt aber zweitens eine geeignete (mathema-
tische) Beschreibung des Untersuchungsgegenstandes voraus.

Wihrend der zweite Teil der vorliegenden Arbeit sich mit der Bestimmung von Ri-
sikomasszahlen beschiftigt, geht es im ersten Teil um eine addquate Beschreibung
des Untersuchungsgegenstandes. Dieser Untersuchungsgegenstand ist bei Marktrisiken
einfach anzugeben. So werden Aktien, Waren, Wiahrungen und Zinsinstrumente auf
Mirkten gehandelt, das heisst es sind Entwicklungen und Verdnderungen auf diesen
Mirkten zu analysieren. Die beobachtbare Grésse und damit der Untersuchungsge-
genstand ist dann der Kurs des jeweiligen Instruments oder der jeweiligen Anlage.
Gegenstand dieser Arbeit werden ausschliesslich der Aktienmarkt und der zugehdrige
Optionsmarkt sein.

Wie kommt solch ein Kurs zustande? Sind es eher zuféllige Einfliisse, die ihn bestim-
men, oder ldsst er sich etwa aus anderen Grossen und Fakten determinieren? Was
ist sozusagen die Natur des Kurses? Je nachdem wie diese Frage beantwortet wird,
andert sich auch die Art der mathematischen Formulierung und Beschreibung des
Untersuchungsgegenstandes. Dieser Fragestellung ist der erste Teil dieses Kapitels ge-
widmet.

Aus der am Markt beobachtbaren Grosse, also einer bestimmten Kurshohe, lassen
sich Renditen berechnen. Diese abgeleitete Grosse und weniger der Kurs einer Anlage
wird in der Regel von Okonomen betrachtet. Daher wird im zweiten Teil auf diese
Grosse ndher eingegangen.

Das erste Kapitel kann so als eine Einfithrung grundlegender Konzepte, seien sie ge-
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danklicher oder methodischer Art, verstanden werden. Die notwendigen Definitionen
und Notationen werden eingefiihrt. Fiir eine ausfiihrliche Diskussion des notwendi-
gen mathematischen Riistzeuges ist naturgemdiss in einer Arbeit wie der vorliegenden
nur wenig Raum. Deshalb sei an dieser Stelle auf die Literatur verwiesen. Eine her-
vorragende Einfithrung in die Finanzmathematik bietet Neftci [87]. Das Werk von
Campbell et al. [26], welches sich mit 6konometrischen Fragestellungen ausschliesslich
von Finanzméarkten befasst, ist ebenfalls sehr empfehlenswert. Einen umfassenden
Uberblick iiber stochastische Methoden, wenn auch ohne 8konomische Anwendungen,
gibt Gardiner [50]. Als Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie sei auf Mikosch
[86] verwiesen.

1.1 Beschreibung des Aktienkurses als Zufallsvaria-
ble

In der Einfilhrung zu diesem Kapitel wurde von der Natur des (Aktien—) Kurses ge-
sprochen. Von der Natur des Aktienkurses ist abhiéngig, welche mathematische Theo-
rie zur Beschreibung und Modellierung von Finanzméirkten eingesetzt wird. Selbst-
verstandlich ist jeder solcher Ansatz mit Annahmen und Vereinfachungen verbunden.

Ein Ansatz besteht darin, den Kurs einer Aktie als deterministische Grosse anzuneh-
men. Der Kurs liesse sich dann etwa aus historischen Kursinformationen, aus unter-
nehmensspezifischen Daten, aus makrotkonomischen Variablen sowie aus einer Reihe
anderer Faktoren berechnen. Dies bedeutet dann insbesondere auch, dass sich zukiinf-
tige Kurse prognostizieren lassen, vorausgesetzt alle fiir die Prognose notwendigen
Informationen und deren Beziehungen untereinander sind bekannt. Mathematisch ge-
sehen ist nur noch einfache Analysis notwendig. Diese Sichtweise ist Ausdruck eines
rein mechanistischen Weltbildes, es wird aber wohl kaum jemand annehmen, dass die
Realitdt auf den Finanzmérkten sich dadurch erkldren und beschreiben liesse. Allein
alle notwendigen Informationen zu beschaffen, erscheint aussichtslos.

Oder steht hinter der Kursentwicklung einer Aktie zwar ein deterministischer Prozess,
der aber bei bestimmten Konstellationen vollig irregulires und chaotisches Verhalten
zeigen kann? Mit solchen Fragestellungen beschiftigt sich die Chaostheorie. Oft be-
schleicht einen das Gefiihl, dass gerade fiir Borsen (deterministisches) Chaos eine
zutreflende Beschreibung darstellt. So wird auch immer wieder und in einer Vielzahl
von Publikationen versucht, die Theorie chaotischer Bewegungen auf das Verhalten
von Finanzmérkten anzuwenden. Eine iiberzeugende empirische Bestatigung dafiir,
dass sich Aktienkurse durch deterministische chaotische Systeme beschreiben lassen,
fehlt aber nach wie vor (vgl. Lorenz [77], S. 222 ff. und Chen et al. [27]). Zu einem
spateren Zeitpunkt wird auf diese Theorien nochmals eingegangen.

Eine dritte Moglichkeit, die Natur von Aktienkursen zu beschreiben, besteht darin,
einen Kurs als Realisierung einer Zufallsvariablen zu betrachten. Man kann sich etwa
vorstellen, dass sich die Vielzahl von Faktoren, die auf die Preisbildung einwirken,
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zwar 1n einer einzigen Variablen zusammenfassen lassen, sich jedoch iiber die Aus-
priagungen dieser Variablen nur noch Wahrscheinlichkeitsaussagen machen lassen. Zu
einem bestimmten gegebenen Zeitpunkt kénnen dann Aussagen iiber die Wahrschein-
lichkeitsverteilung getroffen werden. Bereits im Jahr 1900 wurde von Louis Bachelier
(1870-1946) diese Sichtweise vertreten (zitiert in Gehrig und Zimmermann [51], S. 6):

"Le Calcul des probabilités ne pourra sans doute jamais s’appliquer aur mou-
vements de la cote et la dynamique de la Bourse ne sera jamais une science ex-
acte. Mais il est possible d’étudier mathématiquement [’état statique du marché
a un instant donné, c’est—a—dire d’établir la loi de probabilité des variations de
cours qu’admet a cet instant le marché. Si le marché, en effet, ne prévoit pas
les mouvements, il les considére comme étant plus ou moins probables, et cette
probabilité peut s’évaluer mathématiquement.”

Fir die Beschreibung der Dynamik der Aktienkurse, also deren zeitliche Entwick-
lung, kénnen zeitabhingige Zufallsvariablen eingefiihrt werden. Es ist nun diese Art
der Beschreibung von Kursen, welche die Grundlage der modernen Finanzmathematik
bildet. Desweiteren lassen sich auf dieser Basis Modelle entwickeln, mit deren Hilfe
versucht werden kann, das zeitliche Verhalten von Kursen abzubilden, ohne dabei
einen exakten zukiinftigen KKurs prognostizieren zu wollen.

Somit wurde bereits ein zentrales Konzept dieser Arbeit eingefiihrt, ndmlich die Be-
schreibung von Aktienkursen als zeitabhidngige Zufallsvariablen. Die nachfolgenden
Abschnitte geben nun eine kurze Einfithrung in die fiir diese Art der Beschreibung
notwendigen mathematischen Werkzeuge.

1.2 Die Dynamik von Aktienkursen: stochastische
Prozesse

Die Beschreibung von Aktienkursen wird iiber zeitabhingige Zufallsvariablen oder
sogenannte stochastische Prozesse erfolgen. Eine exakte Definition dieser Prozesse,
spezielle stochastische Prozesse und deren Eigenschaften werden im folgenden vorge-
stellt und diskutiert.

1.2.1 Zeitstetige versus zeitdiskrete Beschreibung

Eine zeitdiskrete Beschreibung von Aktienkursbewegungen scheint zunichst einfa-
cher und naheliegender als eine zeitstetige Beschreibung, insbesondere aus empirischer
Sicht. So werden Stichproben von historischen Daten anhand diskreter Zeitpunkte er-
hoben. Modellparameter lassen sich nur auf der Basis solcher diskreter Daten schitzen,
ebenso wie sich Hypothesen iiber Modellannahmen nur anhand diskreter Daten iiber-
priifen lassen. Schliesslich werden Transaktionen an den Borsen nur an diskreten Zeit-
punkten erfasst (wenn auch bis auf die Zehntelsekunde genau, aber eben doch diskret).
Eine zeitdiskrete Beschreibung ist daher die eigentlich korrekte Beschreibungsweise.
Deshalb existiert auch eine Reihe von Modellen iiber die Dynamik von Aktienkursen,
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welche direkt auf zeitdiskreter Basis formuliert sind (vgl. Campbell et al. [26], S. 381
f.).

Gegen eine zeitdiskrete Beschreibung sprechen vor allem mathematische Griinde. Die
Handhabung zeitstetiger stochastischer Prozesse ist oft wesentlich einfacher als die-
jenige zeitdiskreter Prozesse, insbesondere existieren teilweise nur Ergebnisse fiir den
zeitkontinuierlichen Fall, fiir den zeitdiskreten Fall dagegen nicht. Beispielsweise exi-
stiert eine sehr wichtige Formel, die bei der Bewertung von Derivaten eine herausra-
gende Rolle spielt, nur im zeitkontinuierlichen Fall. Oft kann in einer stetigen For-
mulierung der Einfluss von einzelnen Grossen auf den Wert eines Derivates besser
abgelesen werden als in einer zeitdiskreten Beschreibung (vgl. Campbell et al. [26],

S.381f.).

Zudem konnen Arbitrageargumente, wie bei der Herleitung der Black—Scholes Formel,
nur im zeitstetigen Fall angewandt werden. Die Zeit als stetige Variable erlaubt es,
an beliebig kurz aufeinanderfolgenden Zeitpunkten Anpassungen in Portfoliogewich-
ten vorzunehmen (vgl. Neftci [87], S. 35 f.). Bewertungsformeln fiir Optionen werden
daher in der Regel fiir den zeitkontinuierlichen Fall abgeleitet!.

Aus diesen Griinden, vor allem aber wegen der mathematisch einfacheren Konzep-
te, werden in dieser Arbeit zeitstetige Formulierungen in der Regel vorgezogen. Es
ist aber selbstverstdndlich, dass Modelle, die zeitkontinuierlich formuliert sind, fiir
Parameterschitzungen, fiir die Uberpriifung von Hypothesen und fiir numerische Si-
mulationsalgorithmen in der Zeit diskretisiert werden miissen. Darauf wird jeweils
eingegangen werden.

1.2.2 Definition eines stochastischen Prozesses

Der Kurs einer Aktie an einem gegebenen Zeitpunkt wird im folgenden als Zufallsva-
riable X = X (w) auf einem Ergebnisraum € (w € Q) modelliert. Zur vollstandigen
Definition eines Wahrscheinlichkeitsraumes sei zusitzlich eine o-Algebra auf Q und
ein Wahrscheinlichkeitsmass P gegeben.

Bei einer Aktie interessieren allerdings nicht nur die moglichen Kurse an einem be-
stimmten Zeitpunkt, sondern insbesondere auch die Entwicklung des Kurses iiber die
Zeit. Ein mathematisches Modell fiir die Beschreibung der zeitlichen Entwicklung ist
ein sogenannter stochastischer Prozess.

Ein stochastischer Prozess X ist eine Menge von Zufallsvariablen
(Xe,t€T) = (Xe(w), t €T, we), (1.1)

definiert auf  (vgl. Mikosch [86], S. 23). Ist T C R* wird X als zeitkontinuierli-
cher Prozess bezeichnet, ist 7" C N wird X als zewtdiskreter Prozess bezeichnet. Ein

!Eine Ausnahme bildet das Binomial-Optionspreismodell nach Cox, Ross und Rubinstein (vgl.

etwa Neftci [87], S. 27 ff.).
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stochastischer Prozess X ist eine Funktion von zwei Variablen. Fiir einen gegebenen
Zeitpunkt ¢ € T ist X eine Zufallsvariable, wie eingangs beschrieben:

Xe = X¢(w), weQ.
Fiir ein gegebenes zufilliges Ereignis w € €2 ist X eine Funktion der Zeit:
X =Xe(w),teT.
Diese letzte Funktion wird als Realisierung, Trajektorie oder Pfad des Prozesses be-

zeichnet.

1.2.3 Spezielle stochastische Prozesse

Ein stochastischer Prozess kann als Menge von endlichdimensionalen Zufallsvekto-
ren interpretiert werden. Die endlichdimensionalen Verteilungen des stochastischen
Prozesses X sind dann die Verteilungen der endlichdimensionalen Zufallsvektoren

(Xeyy ooy Xen) s b1y tn €T

fiir jede mogliche Wahl von ¢4, ...,¢, € T und jedes n > 1 (vgl. Mickosch [86], S. 27).
Diese endlichdimensionalen Verteilungen bestimmen vollstédndig einen stochastischen
Prozess. In diesem Sinn werden sie im folgenden als Verteilung des stochastischen
Prozesses bezeichnet.

Stochastische Prozesse konnen nun nach Art der endlichdimensionalen Verteilungen

klassifiziert werden. Dazu bezeichnet thly.thn (z1,...,2y) die Dichtefunktion oder
Wahrscheinlichkeitsfunktion der endlichdimensionalen Verteilung von X ..., X ,
wobei t; <13 < ...<t, angenommen sei und (z1,...,2,) € R” oder (z1,...,2,) €
A

Im einfachsten Fall fehlt jede Dynamik, das heisst, es gilt

X, X, (T1,.. . 00) = Ix., (1) - Ixy, () -

Die Zufallsvariablen zu verschiedenen Zeitpunkten sind in diesem Fall unabhingig
voneinander. Eine Realisierung eines solchen Prozesses zu einem bestimmten Zeit-
punkt hdngt nicht von denjenigen zu anderen Zeitpunkten ab. Der Prozess besitzt kein
»Gedéchtnis®. Gilt zusdtzlich, dass fx, (z;) = fx,(z) fiir alle i = 1,...,n, so handelt
es sich um einen sogenannten i.i.d. Prozess ( i.i.d. = identically and independently
distributed). Handelt es sich dariiber hinaus bei der eindimensionalen Verteilung um
eine Normalverteilung mit Erwartungswert Null und Varianz ¢?, nennt man solch

einen Prozess weisses Rauschen:

Xy ~id.d. N(0,0?).
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Nach den zeitlich unabhéngigen Prozessen, ist die néchst einfache Klasse von Prozes-
sen diejenige, die iiber eine Art  Kurzzeitgeddchtnis“ verfiigen, sogenannte Markov—
Prozesse. Die Markov—Eigenschaft wird {iber eine Annahme fiir die bedingte Vertei-
lung definiert:

thn (l‘n|l‘n_1, sy $1) = thn (xn|xn—1) .

Die Markov-Bedingung besagt, dass die Wahrscheinlichkeit einer Anderung von &,,_;
auf z, in der Zeitspanne ¢, — t,_1 gerade nicht von fritheren Zeitpunkten und den
dort realisierten Werten des Prozesses abhéngt. Die gesamte fiir die Zukunft relevante
Information ist in der Gegenwart bereits vorhanden (vgl. Gardiner [50], S. 43, Honer-

kamp [58], S. 67).

Ein Markov—Prozess ist daher eindeutig durch fx, (z1) und die bedingten Verteilun-
gen bestimmt. Alle endlichdimensionalen Verteilungen lassen sich daraus konstruieren,
so zum Beispiel fiir t3 > t5 > t1:

Ixoox, (T, @) = fx, (es|e2) fx,, (22]20) fx, (21)

(vel. Gardiner [50], S. 43). Die eindimensionalen bedingten Verteilungen werden auch
Ubergangswahrscheinlichkeiten genannt.

Eine weitere wichtige Klasse von Prozessen sind die sogenannten (strikt) stationdren
Prozesse. Ein stochastischer Prozess X = (X;,t > 0) heisst (strikt) stationr, wenn
die endlichdimensionalen Verteilungen invariant unter Translationen in der Zeit sind,
das heisst wenn (X,,..., X;,) und (Xt,4e, ..., Xt 4¢) fiir jede mogliche Wahl von
ti,...,tp €T, n>1und €, so dass &1 +¢,...,t, +€ €T dieselbe Verteilung besitzen
(vgl. Mikosch [86], S. 29). Solche Verteilungen sind dann nur von Zeitdifferenzen ¢; —¢;
abhingig (7,7 € N).

1.2.4 Der Wiener—Prozess

Der Wiener—Prozess gehort zwar in die Klasse der Markov—Prozesse, seine Bedeutung
ist aber so herausragend, dass thm ein eigener Abschnitt gebiihrt. So ldsst sich jeder
sogenannte Diffusions—Prozess, das heisst ein Prozess mit stetiger Trajektorie bezie-
hungsweise stetigem Pfad, durch Wiener—Prozesse ausdriicken (vgl. Gardiner [50],
S.52 f.). Ebenso spielt er bei der Stochastischen Integration eine wichtige Rolle (vgl.
Gardiner [50], S. 83 ff.). Schliesslich bildet er die Basis fiir die Entwicklung vieler

Finanzmarktmodelle.

Da es sich beim Wiener—Prozess W = (W, ¢ > 0) um einen Markov—Prozess handelt,
geniigt zu dessen Charakterisierung die Angabe der Ubergangswahrscheinlichkeit

1 (wn—wn—1)2

, (wn | wn— = — ¢ 2Cn—fu-1) 1.2
ot |t =1) = e (1.2
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mit ¢,, > t,,_1 und der eindimensionalen Dichte

1 w?
(w) = e = | 1.3
Dabei stellt fyy, eine Verteilung dar, die fiir ¢ # 0 einer Normalverteilung mit Erwar-
tungswert Null und Varianz ¢ entspricht und fiir ¢ — 0 gegen eine d—Funktion strebt.

Der Wiener—Prozess besitzt einige interessante Eigenschaften (vgl. Gardiner [50],
S. 68 ff.). Zunéchst ist der Wiener—Prozess nicht stationar. Die stetigen Pfade des
Wiener—Prozesses sind nicht differenzierbar. Dies l4sst sich wie folgt begriinden. Eine
zunéchst als deterministisch angenommene Funktion W (t) ist differenzierbar in ¢, falls
der Grenzwert

iy WA B) =W (1)
h—0 h

existiert. Da es sich bei W um einen stochastischen Prozess handelt, lassen sich ,nur*
Aussagen iiber Wahrscheinlichkeiten machen. Deshalb untersucht man die Wahr-

scheinlichkeit
p{‘w S k} .

Diese Wahrscheinlichkeit ist fiir den Wiener—Prozess gegeben durch

oQ 1 _w_2
—
kh V2Th
Fiir den Grenziibergang i — 0 gilt dann
>kf=1

20 dw .
Wign — W,
p {‘ t+h t
h
Fiir beliebige Werte von k ist daher die Grdsse |W| fast sicher grosser als dieser
Wert, das heisst die Ableitung ist in jedem Punkt fast sicher unendlich und existiert
damit fast sicher nicht.

2

Eine weitere wichtige Eigenschaft des Wiener—Prozesses ist die stochastische Un-
abhéngigkeit der Anderungen oder Inkremente von W. Die gemeinsame Verteilung
lasst sich wegen der Markov-Eigenschaft schreiben als

n—1

Twe,, we, (Wn, .. wp) = H Ixo,, (wiga|wi) fx,, (w1)
i=1

und unter Verwendung der Ubergangswahrscheinlichkeit (1.2) als

1 _(wigg —wy)?
Fove, v (0, 1) [ e e T i, (1),
t t1 7 ’ Pt 27T(tl'+1 —tl) t1
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Definiert man AW; = W(t;) — W(t;—1) als Anderung des Prozesses bei einer Zeit-
differenz At; = ¢; — t;,_1, ist die gemeinsame Verteillung der einzelnen AW, durch

Aw?

u 1 _ v}
faw,,, aw,, (Aw,, ..., Aws) = | | —=—=c 34 fx, (w1)
i—n \/27TAtZ'

gegeben. Somit ist die Bedingung fiir eine stochastische Unabhéngigkeit erfiillt.

1.2.5 Prozesse mit Poisson—Spriingen

Ein weiterer wichtiger nichtstationdrer Markov—Prozess ist der sogenannte Poisson—
Prozess (vgl. Gardiner [50], S. 75 f., Honerkamp [58], S. 72, Neftci [87], S. 149 ff.,
Shimko [106], S. 16 ff.). Er beschreibt das Auftreten von Spriingen um einen gewissen
Betrag zu bestimmten zufélligen Zeiten. Diese Spriinge fiihren dazu, dass die Trajek-
torie dieses Prozesses nicht mehr stetig ist und damit auf keinen Fall differenzierbar
ist.

Ein stochastischer Prozess (X:,t € [0,00)) heisst Poisson—Prozess, wenn folgende
Bedingungen erfiillt sind: Xy = 0, stationdre und unabhéngige Inkremente X; — X;_1
und X; poissonverteilt fiir alle ¢ > 0 und A > 0:

At)Y
fr (o) = B (1.4
Dies ist ein Modell dafiir, dass im Zeitintervall [0,?] gerade = Ereignisse eintreten. Fiir
die Ubergangswahrscheinlichkeit ergibt sich:

A(t2=t1)) 2770 _5\(t5—t,)

th ($2|$1) == We falls 2 Z L1 (15)
’ 0 falls zy < 21

mit z =0,1,... und £ > ;.

1.2.6 Martingale im zeitkontinuierlichen Fall

Ein Begriff, der vor allem bei der Bewertung von Optionen eine wichtige Rolle spielt,
ist derjenige des Martingals. Dieser Begriff wird an dieser Stelle fiir zeitkontinuierliche
stochastische Prozesse eingefiihrt (vgl. Neftci [87], S. 102 ff. und Mikosch [86], S. 77
ff.).

Fir die Definition eines Martingals muss zunéchst der Begriff einer Filtration ein-
gefiithrt werden. Dazu nimmt man an, dass (F,t > 0) eine Menge von o—-Algebren
eines Ergebnisraumes € ist und dass alle F; Teilmengen einer grosseren o—Algebra F

auf € sind.
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Die Menge (F;,t > 0) von o—Algebren auf Q heisst Filtration, wenn
Fs CF fur alle 0 <s <t. (1.6)

Eine Filtration kann daher als wachsende Menge von Informationen interpretiert wer-
den.

Die Verkniipfung einer Filtration mit einem stochastischen Prozess ergibt sich folgen-
dermassen. Ein stochastischer Prozess (X, ¢t > 0) ist an eine Filtration (F;,t > 0)
adaptiert, falls fiir die o—Algebren o(X;) des Prozesses gilt:

o(Xy) C F fir alle t >0.

Der stochastische Prozess (X, > 0) ist immer an die sogenannte natirliche Filtrati-
on, die durch den stochastischen Prozess selbst generiert wird, adaptiert:

Fr=o0(X;5,s<1).
Dies bedeutet, dass der stochastische Prozess nicht mehr Information tragt als die

Filtration.

Damit kann nun die Martingaleigenschaft definiert werden. Ein stochastischer Prozess
(X¢,t > 0) wird als zeitkontinuierliches Martingal beziiglich der Filtration (F,t > 0)
bezeichnet, wenn gilt:

1. E[X:] < oo fiir alle t > 0,
2. (X, t > 0) ist adaptiert an die Filtration (F, ¢ > 0),
3. E[X¢|Fs] = X, fiir alle 0 < s < ¢.

Punkt 3 stellt in dieser Definition die zentrale Bedingung dar. Sie besagt, dass X; die
beste Prognose fiir X, ist, gegeben F;. Ein Prozess, fir den F[X;|F;] > X fiir alle
0 < s < ¢ gilt, wird als Submartingal, ein Prozess, fiir den E[X:|F;] < X, fiir alle
0 <s <t gilt, wird als Supermartingal bezeichnet.

Fiir die Definition zeitdiskreter Filtrationen und Martingale sei auf die Literatur ver-

wiesen (vgl. Mikosch [86], S. 78 und S. 80):

1.2.7 Charakteristische Funktion

Die Momente einer Zufallsvariablen oder eines stochastischen Prozesses lassen sich
durch Differenzieren der zugehorigen charakteristischen Funktion bestimmen.

Die charakteristische Funktion G(k,t) einer Zufallsvariablen X beziehungsweise sto-
chastischen Prozesses (X;,t > 0) mit zugehoriger Dichtefunktion f ist tiber

G(k,t) = E[e'F %] = /e““Xt fx, (z) de (1.7)

definiert? (vgl. Honerkamp [58], S. 13 f., Gardiner [50], S. 32 f., Neftci [87], S. 298

24 ist die imaginére Einheit, das heisst ¢ € C.



16 Kapitel 1. Grundlegende Konzepte

f.). Existieren alle Momente, kann man durch Entwickeln der Exponentialfunktion in
eine Taylor—Reihe die charakteristische Funktion in

wa:ZE%Em] (1.8)

n=0
iiberfithren. Ist die charakteristische Funktion bekannt, 14sst sich das n—te Moment
von X; berechnen, indem die n—te Ableitung der charakteristischen Funktion an der

Stelle k£ = 0 ausgewertet wird:

d Gk, 1)

T =" E[X]]. (1.9)

k=0

1.2.8 Stochastische Differentialgleichungen

In der Darlegung stochastischer Konzepte in den vorhergehenden Abschnitten wurde
in der Notation nicht zwischen zeitstetigen und zeitdiskreten Prozessen unterschieden.
Eine Unterscheidung in der Notation erleichtert allerdings in den folgenden Abschnit-
ten das Verstdndnis der Zusammenhange. Deshalb wird zu folgender Notation {iberge-
gangen: X; bezeichnet einen zeitdiskreten Prozess, X (t) bezeichnet einen zeitstetigen
Prozess.

Einfithrung in stochastische Differentialgleichungen

Die Dynamik eines zeitstetigen stochastischen Prozesses X (t), also die zeitliche Ent-
wicklung dieses Prozesses, kann durch eine sogenannte stochastische Differentialglei-
chung beschrieben werden. Sie lautet in ihrer einfachsten Form

dX (1)

= a(X(1),0) + (1) (1.10)

mit 7(t) ~ i.i.d. N(0,?). Die zeitliche Anderung von X (t) setzt sich also zusammen
aus einem deterministischen Teil a(X (¢),1), wobei « eine Funktion des Prozesses X (¢)
und der Zeit ¢ ist, und einem stochastischen Prozess n(t). Man kann sagen, dass der
Prozess X () seinen Zufallscharakter iiber das weisse Rauschen n(t) erhilt. Ohne die-
sen stochastischen Anteil wiirde es sich um eine deterministische Differentialgleichung
handeln. Gleichung (1.10) ldsst sich durch Trennung der Variablen tiberfiihren in

dX(t) = a(X(t),t) +n(t) dt (1.11)
und durch Integration iiber das Zeitintervall [¢,¢ 4 di] auf folgende Form bringen:
t4dt t+dt
X(t+dt) — X(t) :/ a(X (), ) dt’ +/ n(t')dt’. (1.12)
t t

Die linke Seite dieser Gleichung wird definiert als dX(t) = X (¢t + dt) — X(¢). Der
Ausdruck dX(t) wird auch als stochastisches Differential bezeichnet. Das Integral
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tiber a(X (t),t) lasst sich niherungsweise darstellen als a(X(t),t)dt. Schwierigkeiten
bereitet hingegen das Integral tiber n(¢). Es handelt sich hierbei um ein sogenanntes
stochastisches Integral. An dieser Stelle geniigt es, das Integral als Grenzwert einer
Summe zu betrachten, wobei die Art des Grenzwertes nicht genauer diskutiert werden

soll (vgl. Gardiner [50], S. 83 ff.). Das Integral dW(t) = a n(t') dt’ ist dann als

¢
Summe normalverteilter Zufallsvariablen wieder normalverteilt. Fiir Erwartungswert

und Varianz des Integrals dVW () gilt (vgl. Honerkamp [58], S. 81):
Eldw(@)] = 0,
var[dW(t)] = o%dt.
Definiert man dW (t) = U_ldVNV(t), so ist dW (t) ~ i.i.d. N(0,dt) ein Wiener—Prozess

und es ergibt sich
dX(t) = a(X(t),t)dt + o dW (1) . (1.13)
In dieser Form werden in der Regel stochastische Differentialgleichungen formuliert,

hier fiir den einfachsten Fall eines konstanten Koeffizienten o.

Die allgemeinste Form einer stochastischen Differentialgleichung mit einem Koeffizi-
enten o(X(t),t), der vom Prozess selbst und explizit von der Zeit abhingt, lautet

dX(t)
dt
mit n(t) ~ i.é.d. N(0,1) oder in Integralform

= a(X(1).) + o (X (1), 1) (1) (1.14)

t4dt t+dt
X(t+dt)—X(t) :/ a(X(t),t) dt’+/ o(X (), )y n")dt'.  (1.15)

Hier trifft man nun auf ein komplizierteres stochastisches Integral tiber n(t). Als ap-
proximativen Beitrag des Integrals fiir kleine d¢ kann man den Wert des Integranden
am Anfang des Intervalls [, + dt] betrachten und ihn mit der Lange des Intervalls
multiplizieren. Es ergibt sich

t+4dt
dX(t) = a(X(t),t) dt + o(X(t),1) / n(t)dt (1.16)
t
N——
= dW (t)~i.i.d. N(0,dt)

beziehungsweise

dX (1) = a(X (1), 1) dt + (X (1), 1) dW (1) (1.17)

In dieser Form werden sehr viele Modelle fiir die zeitliche Entwicklung von Aktien-
kursen, Zinssidtzen oder auch anderer mikro— und makrodkonomischen Grossen for-
muliert. Der Term «(X (t),t) wird als Driftanteil bezeichnet. Dies erklart sich daraus,
dass bei konstantem « und bei fehlendem stochastischen Anteil dW(t), X (¢) einfach
linear mit der Zeit anwachsen wiirde. Der Faktor o(X (t),t) wird als Diffusionsanteil
bezeichnet.
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Einige der wichtigsten stochastischen Differentialgleichungen als Modelle im Finanz-
bereich zusammen mit ihren Eigenschaften werden beispielsweise bei Shimko (vgl.

Shimko [106]) diskutiert.

Stochastische Differentialgleichungen mit Sprungkomponente

Stochastische Prozesse, bei denen sowohl kontinuierliche Anderungen in Form eines
Wiener—Prozesses als auch diskrete Spriinge in Form eines Poisson—Prozesses auf-
treten, kénnen ebenfalls durch eine stochastische Differentialgleichung beschrieben
werden:

dX (1) = a(X (1), 1) dt + o (X (1), €) dW (1) + E(X (1), 1) dq(t) . (1.18)

dq(t) bezeichnet hier die Sprungkomponente des Prozesses. Betrachtet man in Glei-
chung (1.5), welche die Ubergangswahrscheinlichkeit eines Poisson—Prozesses angibt,
kleine Zeitintervalle dt = 5 — ¢; und Anderungen des Prozesses um eine ganzzahlige
Einheit, so lasst sich diese Ubergangswahrscheinlichkeit niherungsweise schreiben als

th2 (l‘z :l‘1+1|l‘1) = Adt. (119)

Der Parameter A ist damit ein Mass fiir die Wahrscheinlichkeit eines Sprunges pro
Zeiteinheit. Die Grosse dg(t) in Gleichung (1.18) ist dann eine Zufallsvariable, die
einen Sprung um eine Einheit zum Zeitpunkt ¢ beschreibt. Die Wahrscheinlichkeits-
verteilung dieser Zufallsvariablen ist gegeben durch

1) = Adt
=0 = (1=XNdt. (1.20)

Im Falle eines Sprunges andert sich der Prozess X (¢) um den Betrag (X (¢),1).

Euler—Approximation

Stochastische Differentialgleichungen beschreiben die Zeitentwicklung von zeitstetigen
Prozessen. Fiir eine direkte numerische Simulation eignen sie sich daher nicht. Unter
Simulation wird in diesem Zusammenhang die Generierung einer diskreten Trajektorie
als eine mogliche Realisierung des Prozesses verstanden. Es wird daher eine diskrete
Approximation benétigt. Die einfachste Approximation dieser Art ist die sogenannte
EBuler-Approzimation (vgl. Kloeden und Platen [72], S. 305 ff.). Ausgangspunkt bildet
die allgemeine stochastische Differentialgleichung

dX (1) = a(X (1), 1) dt + (X (1), 1) dW (1),

wobei dW(t) ~ i.d.d. N(0,dt). Zunichst wird die Zeit vom Startpunkt ¢ bis zum
Endzeitpunkt 7' in N dquidistante Stiicke At = (T — tg)/N eingeteilt . Es ergibt
sich so eine Folge von aquidistanten Zeitpunkten ¢; (i = 0,1,..., N). Als zeitdiskrete
Approximation X; fiir den zeitkontinuierlichen stochastischen Prozess X (t) schreibt
man

Xt-I—At_Xt :OZ(Xt,t) At—|—O'(Xt,t) AWt, (121)
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wobei AW; ~ i.i.d. N(0,At). Fiir den Wert X;1a; des Prozesses zum Zeitpunkt
t + At, gegeben den Wert des Prozesse X; zum Zeitpunkt ¢, ergibt sich

Xt-I—At :Xt +O[(Xt,t) At—|—O'(Xt,t) AWt (122)

Mit dieser Gleichung lésst sich aus den bekannten Werten zum Zeitpunkt ¢ und einer
Realisierung einer normalverteilten Zufallsvariablen der Wert des Prozesses am da-
rauffolgenden Zeitpunkt bestimmen. Stochastische Differentialgleichungen kénnen so
numerisch gelést werden.

1.2.9 Ito’s Lemma

Bisher wurden Anderungen dX (t) des stochastischen Prozesses in kleinen Zeitinter-
vallen dt betrachtet. Wie aber werden Anderungen von Funktionen des stochastischen
Prozesses beschrieben? Diese Frage ist zum Beispiel bei der Bewertung von Derivaten
von Bedeutung. Der Wert eines Derivats hingt funktional von einem zugrundelie-
genden Instrument ab. So hingt beispielsweise der Wert einer Aktienoption von der
Kursentwicklung der zugehorigen Aktie ab. Wird dann die Kursentwicklung des zu-
grundeliegenden Instruments durch einen stochastischen Prozess beschrieben, ergibt
sich der Wert des Derivats als Funktion des Wertes des stochastischen Prozesses.

Man betrachtet also eine Funktion f(X(#),?) in Abhingigkeit vom stochastischen
Prozess X (t) und der Zeit ¢:

X)) RxRt 5 R,
Ausgangspunkt bildet die stochastische Differentialgleichung (1.17). Entwickelt man

f in eine Taylor—Reihe um (X, ) (vgl. Bronstein und Semendjajew [20], S. 279): fithrt
dies auf

df = f(X+dX,t+dt)
_of af 1[o*f 2 5 0 O*f o
+ (1.23)

Fiir dX ist jeweils die stochastische Differentialgleichung (1.17) einzusetzen, was hier
aus Griinden der Ubersichtlichkeit nicht explizit dargestellt wird. Die Summanden in
Gleichung (1.23) werden nun auf ihre Ordnung bezliglich dt untersucht. Terme mit
(dt)™ (n > 1) werden vernachlissigt, da sie fiir kleine dt zu verschwindenden Beitragen
fiihren.

dW ist als Wiener—Prozess normalverteilt und von der Ordnung V/dt. Mit Wahrschein-
lichkeit Eins gilt (dW)? — dt fiir dt — 0. Dies bedeutet, dass in

(dX)? 02" (adt)? 4 (0dW)? + 2a0dW dt
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der zweite Term dominiert:
(dX)?* ~ (X (t),t)dt .

dXdt = adt? + cdWdt besitzt keine Beitriige der Ordnung dt und wird daher ver-
nachléssigt.

Insgesamt ergibt sich damit als Entwicklung bis zur Ordnung dt die sogenannte [to—
Formel (vgl. Wilmott et al. [116], S. 26 ff., Shimko [106], S. 13 ff., Karatzas und Shreve
[70], S. 149 ff., Honerkamp [58], S. 81):

df = g—jf( a(X(t),t)dt—i—a(X(t),t)dW(t)}—i—g—{dt
10%f
+ Sl (X (1.24)

Dieser Zusammenhang wird auch als [to-Lemma bezeichnet.

Fiir den Prozess mit Poisson-Spriingen (1.20) ergibt sich als Tt6—Formel (vgl. Shimko
[106], S. 18):

it = e+ ox e, av o)+ La
+ %S;QUZ(X@)J)CIH [F(X +&,6)— F(X,1)] dq(t). (1.25)

Anderung von f bei Eintritt

eines Sprunges

1.3 Renditen und Renditeverteilungen

Es sind fast immer Renditen und weniger Preise oder Kurse, die in der Finanzékono-
mie betrachtet und untersucht werden. Dafiir lassen sich im wesentlichen zwei Griinde
anfithren, ein 6konomischer und ein mathematisch theoretischer Grund (vgl. Camp-

bell et al. [26], S. 9 ff.).

Aus 6konomischer Sicht spricht folgendes Argument fiir die Betrachtung von Ren-
diten. Renditegrossen sind als Verhéltniszahlen dimensionslos, das heisst Anlagen in
unterschiedlichen Wahrungen und in ganz unterschiedlichen Mérkten und Produkten
lassen sich direkt miteinander vergleichen.

Mathematisch gesehen sind es vor allem die statistischen Eigenschaften von Renditen,
die dazu fithren, dass sie den Preisen vorzuziehen sind. Zu diesen Eigenschaften zahlt
vor allem die Stationaritidt. So fithren viele der dynamischen stochastischen Modelle,
zum Beispiel auch der Wiener— und der Poisson—Prozess, zu nichtstationédren Preisen,
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aber zu stationdren Renditen. Diese Stationaritétseigenschaft ist etwa bei der Para-
meterschitzung mit Hilfe der Maximum-Likelihood Methode wichtig.

Die folgenden Abschnitte setzen sich daher mit den verschiedenen Méglichkeiten aus-
einander, wie Renditegrossen definiert werden kénnen, und welche Vor— und Nachteile
mit der einen oder anderen Definition verbunden sind. Ebenso wird auf die Dichten
beziehungsweise Verteilungen von Renditen eingegangen, vor allem auf den Unter-
schied zwischen unbedingter und bedingter Verteilung.

1.3.1 Einfiihrung von Renditegrdssen

Grundlage fiir die Berechnung von Renditegrossen bilden die Preise einer Anlage, et-
wa Aktienkurse zu verschiedenen Zeiten. Dieser Preis einer Anlage zum Zeitpunkt ¢
sei 1m folgenden mit P, bezeichnet.

Es gibt zwei Moglichkeiten, wie Renditen definiert werden konnen, zum einen als
arithmetische Wachstumsraten oder relative Preisinderungen, zum anderen als geo-
metrische Wachstumsraten oder logarithmische Preisdnderungen.

Arithmetische Wachstumsraten

Die arithmetische Wachstumsrate oder relative Preisinderung R: zwischen den Zeit-
punkten £ — 1 und t ist definiert als

b= Py

Ri=Ri_1: =
t t—1,t P,

(1.26)
Die so definierte Rendite R; ist also eine dimensionslose Grosse, verlangt aber immer
die Angabe des Zeithorizontes iiber den sie bestimmt wurde, zum Beispiel als Tages—,
Monats— oder Jahresrendite.

Werden einzelne Renditen R; einer Anlage iiber k& Perioden derselben Linge aggre-
giert, ergibt sich
P — Py

Py,

oder ausgedriickt in Renditen der Einzelperioden

Ry =

P —P P P Py .Pt—k+1

— — 1= — -1
Py, Py, P Py Py,
P — P ) (Pt—k+1 — Py )
S S O (el 2 ik Sl |
( Pt—l Pt—k

= ( (Rt—i+1 + 1)) —1.
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Die Aggregation iiber mehrere Zeitperioden erweist sich also als eher miihsam.

Wird die Rendite eines Portfolios berechnet, das sich aus mehreren verschiedenen

Anlagen zusammensetzt, so 1st dies im Fall relativer Preisinderungen sehr einfach.

Es ergibt sich bei N Anlagen und dem Gewicht w; als relativem Wert der Anlage i
N . .

(3,2, wi = 1) als Portfoliorendite

N
7
Rt,Portfolio = E wy Rt

i=1

mit den Einzelrenditen R: (i =1,..., N).

Geometrische Wachstumsraten

Die zweite Moglichkeit, eine Renditegrosse zu definieren, ist diejenige als geometri-
sche Wachstumsrate oder logarithmische Preisanderung (oft auch als Log—Rendite
bezeichnet):

Iz
Py
Die arithmetischen Wachstumsraten lassen sich hieraus durch Taylor-Entwicklung
der Logaritmusfunktion gewinnen. Eine Aggregation iiber k& FEinzelperioden erfolgt
im Fall der Log—Renditen durch Summation der Einzelrenditen

(1.27)

T =Ti—1 = In

P
Tt—kt = In
P P_
= In ¢ ﬂ)
) Pt 2 Py,
k
= Zrt it—i4+1
i=1

und 1st damit sehr viel einfacher auszufiihren als bei relativen Preisdnderungen. Dies
ist als wesentlicher Vorteil der Log—Renditen zu betrachten.

Ein weiterer Vorteil der geometrischen Wachstumsraten besteht darin, dass aus vie-
len zeitstetigen Modellen fiir die Dynamik von Aktienkursen durch Anwendung der
Ito-Formel die Dynamik der logarithmischen Preisdnderungen, somit der Rendite,
abgeleitet werden kann (vgl. beispielsweise Kapitel 4).

Nachteile des Konzeptes geometrischer Wachstumsraten treten bei der Bestimmung
einer Portfoliorendite auf, da der Logarithmus einer Summe nicht gleich der Summe
der Logarithmen ist. Fiir eine empirische Studie wie der vorliegenden ist dies aber
von sekundérer Bedeutung.

Deshalb wird im folgenden nahezu ausschliesslich mit geometrischen Wachstumsraten
beziehungsweise Log—Renditen gearbeitet.
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1.3.2 Unbedingte und bedingte Renditeverteilungen

Im Hinblick auf eine Modellbildung ist der Unterschied zwischen unbedingter und
bedingter Renditeverteilung von Bedeutung.

Betrachtet man beispielsweise eine Stichprobe von Renditen r;; fiir die Zeitpunkte ¢ =
1,...,T und fiir insgesamt i = 1,..., N verschiedene Anlagen, so kann die gemeinsame
Dichte f dieser Renditen allgemein formuliert werden durch

f(ri1, -y rN1; -1y -, PNT]O)

Der Vektor 8 bezeichnet einen Parametervektor, falls die Verteilung der Renditen
durch eine spezielle Familie von Verteilungen modelliert wird. Bei einer Normalver-
teillung wéren diese Parameter der Erwartungswert und die Varianz. Der Parameter-
vektor 8 wird allerdings in der Regel unterdriickt.

Mit Hilfe von bedingten Verteilungen, im folgenden fiir eine einzelne Anlage ¢, kann
die zeitliche Entwicklung, also die Dynamik von Renditen erfasst werden. So lédsst sich
die gemeinsame Verteilung nach dem Multiplikationssatz als Produkt von bedingten
Verteilungen und der Verteilung der Rendite fiir ¢ = 1 schreiben:

Friv, ..o omr) = fu(ra) - fia(riolri)

fz’3(7°z'3|7°z’2, 7°z'1)

fir(riv|rim=1, ..., 1),

wobei die Dichten f;; fiir verschiedene Zeitpunkte ¢ = 1, ..., T verschieden sein diirfen.
Je nach Annahme oder Struktur der bedingten Verteilungen ergeben sich unterschied-
liche Dynamiken. Vergleiche hierzu auch die Diskussion der stochastischen Prozesse,
beispielsweise von Markov—Prozessen (vgl. Abschnitt 1.2.3).

Sind die Renditen 7;; zeitlich unabhéngig , so ist f;; = f; V ¢ und unbedingte und
bedingte Dichtefunktion sind identisch:

Jie(rielrie—1, mie—2, . 151) = filre)

Die unbedingte Dichte oder Verteilung von Renditen erhilt man empirisch durch
Schitzen (parametrisch oder nicht parametrisch) der Dichte anhand einer gegebenen
Stichprobe von historischen Daten. Die bedingte Verteilung erhélt man nur dadurch,
dass ein Modell fiir die zeitliche Entwicklung der Renditen vorgegeben wird (vgl.
Campbell et al. [26], S. 14, Hsieh [59]).
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Kapitel 2

Annahmen iiber
Renditeverteilungen und
empirische Befunde

Jede Modellbildung geht, da es sich um eine vereinfachende Abbildung der Realitét
handelt, von einer oder mehreren Annahmen iiber den Untersuchungsgegenstand aus.
Dies ist auch bei Finanzmarktmodellen nicht anders. In der Regel beziehen sich diese
Annahmen auf die Art der Verteilung von Renditen und/oder auf die zeitliche Dyna-
mik von Aktienkursen, Wahrungen, Zinsen oder dhnlichem. Es spielt keine Rolle, ob
ein Modell explizit formuliert wird, etwa eine spezielle Verteilung fiir Renditen unter-
stellt wird, oder eine Modellbildung implizit erfolgt, indem zum Beispiel angenommen
wird, dass eine empirische Verteilung historischer Renditen als gute Approximation
fiir eine zukiinftige Zeitperiode betrachtet werden kann. Im folgenden stehen An-
nahmen expliziter Modelle im Vordergrund, da in dieser Arbeit solche Modelle zur
Beschreibung von Finanzmarktdaten verwendet werden.

Eine Untersuchung iiber Finanzmarktmodelle setzt daher eine Untersuchung iiber die
den Modellen zugrundeliegenden Annahmen voraus. Dies wird Inhalt dieses Kapitels
sein. Im ersten Abschnitt werden die hdufigsten Annahmen iiber Finanzmarktdaten
erldutert und diskutiert. Daran schliesst sich ein Abschnitt tiber statistische Testver-
fahren zur Uberpriifung dieser Annahmen an. Schliesslich wird im dritten Abschnitt
eine empirische Untersuchung fiir den schweizerischen Aktienmarkt durchgefiihrt.

2.1 Annahmen iiber Renditeverteilungen

In diesem Abschnitt werden die wichtigsten Annahmen tiber Finanzmarktdaten vor-
gestellt und kritisch diskutiert.

25
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2.1.1 Probleme bei Finanzmarktzeitreihen

Zeitreihen von Finanzmarktdaten weisen gegeniiber Zeitreithen wie sie in den naturwis-
senschaftlichen Disziplinen, etwa in der Physik, untersucht werden, einige gravierende
Nachteile auf. Werden zum Beispiel Daten auf taglicher Basis erhoben, so liefert selbst
ein Zeitraum von 100 Jahren nur circa 25000 Datenpunkte. Dies ist vergleichsweise
wenig, zudem sind diese téglichen Daten durch Wochenenden und Feiertage unterbro-
chen. Bei naturwissenschaftlichen Experimenten i1st dagegen eine fast kontinuierliche
Beobachtung moglich. Naturwissenschaftliche Messungen kénnen zudem wiederholt
werden, eine Finanzmarktzeitreihe wird dagegen nur ein einziges Mal generiert und
kann daher auch nur ein einziges Mal beobachtet werden.

Weiterhin existieren bei Finanzmarktzeitreihen Strukturbriiche, da sehr viele dusse-
re Einfliisse auf den Wert zum Beispiel einer Aktie einwirken. Es sind nicht nur die
Entwicklungen auf dem Aktienmarkt zu beriicksichtigen, sondern das Verhalten von
Aktienmarkten wird durch andere Méarkte, durch viele andere makrotkonomische Va-
riablen und durch politische Entscheidungen beeinflusst. In naturwissenschaftlichen
Untersuchungen werden die Versuchsbedingungen dagegen konstant gehalten.

Die angefiithrten Griinde machen deutlich, dass bei Finanzmarktdaten eine Modell-
und Hypothesenbildung auf Schwierigkeiten stosst, Modellannahmen und Hypothesen
daher auch schwer zu iiberpriifen sind.

2.1.2 Hypothese unabhéngig und identisch verteilter Renditen

Eine der bekanntesten und am h&aufigsten getroffenen Annahmen iiber Finanzmarkt-
daten ist diejenige, dass Renditen zeitlich unabhéingig und identisch verteilt sind (vgl.
Campbell et al. [26], S. 33 ff., Duffie und Pan [37], S. 10). Diese Annahme wurde
bereits im Jahre 1900 von Louis Bachelier [3] getroffen.

Eine der wichtigsten Konsequenzen dieser Annahme ist die Gleichheit von beding-
ter und unbedingter Dichtefunktion der Renditen. Diese Annahme ermdoglicht es; mit
der Maximum-Likelithood-Methode Parameterschitzungen anhand historischer Da-
ten durchzufiihren, worin ein wesentlicher Vorteil der ¢.i.d.—Annahme zu sehen ist.
Fiir die ersten beiden Momente einer Renditeverteilung impliziert die 7.i.d.—Annahme,
dass diese zeitunabhangig sind.

Gegen die Annahme unabhéngig und identisch verteilter Renditen wird eine ganze
Reihe von Argumenten ins Feld gefiihrt. Eines der bekanntesten dieser Argumente
ist das sogenannte Volatilititsclustering (vgl. J. P. Morgan [65], S. 55 f.). Darunter
versteht man das verstarkte Auftreten sehr grosser Renditeschwankungen, also vo-
latiler Kurse, in bestimmten Zeitperioden, wéhrend in anderen Zeitabschnitten nur
geringe Schwankungen zu beobachten sind. Es enstehen also zeitliche Cluster hoher
beziehungsweise niedriger Volatilitdten. Solches Volatilitatsclustering fithrt dazu, dass
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die Standardabweichung, die als Masszahl fiir Volatilitit oder Schwankung verwendet
wird, als zeitabhingig oder heteroskedastisch zu betrachten ist. Dies spricht gegen
die identische Verteilung der Renditen. Um Volatilitdtsclustering empirisch zu beob-
achten, wird in der Regel ein Plot der Renditen gegen die Zeit verwendet. Solche
Darstellungen sind allerdings mit Skepsis zu betrachten. Die Cluster sind nédmlich
nicht nur schwierig zu identifizieren, sondern ob sie iiberhaupt sichtbar sind, hingt
sehr stark von der Wahl der Achsenskalierung ab.

Ein weiteres Argument gegen identisch verteilte Renditen, vor allem wenn sich diese
Annahme auf sehr lange Zeitrdume erstreckt, ist das folgende: Finanzmérkte agieren
nicht unabhéngig, sondern sie sind eingebettet in einen sehr viel gréosseren Kontext.
Wandel im 6konomischen, technologischen, rechtlichen und sozialen Umfeld iibt des-
halb einen Einfluss auf die Kursentwicklung und damit auf die Verteilung der Renditen
aus.

Gegen die zeitliche Unabhingigkeit von Renditen spricht iiberdies ein empirisch zu
beobachtendes Phanomen. So sind Renditen zeitlich zwar oft unkorreliert, dies bedeu-
tet jedoch nicht, dass sie unabhéngig sind, denn es ist ebenso zu beobachten, dass die
quadrierten Renditen oder der Absolutbetrag der Renditen eine zeitliche Korrelation
aufweisen. Dies ist ein Hinweis auf Abhangigkeit (vgl. J. P. Morgan [65], S. 56 ff.).

2.1.3 Tail-Verhalten von Renditeverteilungen

Eine weitere oft getroffene Annahme ist, dass Log—Renditen normalverteilt sind. Auch
diese Annahme geht auf Bachelier zuriick. Empirisch wird in der Regel allerdings be-
obachtet, dass die unbedingte Dichte von Renditen im Vergleich zur Normalverteilung
fat-tailed oder heavy-tailed ist, das heisst, dass sich in den Enden der Verteilung mehr
Wahrscheinlichkeitsmasse konzentriert als dies bei einer Normalverteilung der Fall ist

(vgl. Bryson [22], S. 598 ff.).

Ein mogliches Kriterium zur Charakterisierung einer fat—tailed Verteilung ist die
Nichtexistenz einer endlichen Varianz. Dariiber hinaus existieren in der Literatur
weitere Versuche, eine Verteilung beziiglich ihres Tail-Verhaltens zu klassieren (vgl.

Bryson [22], S. 598 ff.).

Bei empirischen Studien wird oft als Kriterium zur Identifikation einer heavy—tailed
Verteilung die Kurtosis geschétzt (vgl. Duffie und Pan [37], S.11, Hull und White [61],
S.11). Eine hohere Kurtosis als der Wert Drei, dem Wert der eine Normalverteilung
charakterisiert, soll dann eine Verteilung mit breiten Enden identifizieren. Verteilun-
gen mit einer Kurtosis iiber Drei werden im allgemeinen als leptokurtisch bezeichnet.
Bei der Verwendung der Kurtosis zur Charakterisierung des Tail-Verhaltens wird
allerdings iibersehen, dass eine heavy—tailed Verteilung zwar auch leptokurtisch ist,
der Umkehrschluss aber nicht zwingend ist. Es wird daher in Abschnitt 2.2.4 eine
explorative Methode vorgestellt, die es erlaubt, zwischen einer light-tailed und eine
heavy—tailed Verteilung zu differenzieren.
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Typischer Vertreter der Klasse der light—tailed Verteilungen ist die Normalverteilung.
Verteilungen, die einen breiteren Tail als die Normalverteilung aufweisen, allerdings
eine endliche Varianz besitzen, werden als semi—fat—tailed bezeichnet.

2.1.4 Nichtlinearitaten und deterministisches Chaos

Dieser Abschnitt greift die in Kapitel 1.1 gefithrte Diskussion {iber die Natur von
Renditen auf. Bisher wurde in dieser Arbeit unterstellt, dass es sich beir Renditen um
zeitabhingige Zufallsvariablen, also um stochastische Prozesse handelt.

Als Alternative zu einer stochastischen Beschreibung von Zeitreihen von Wirtschafts-
daten kann auch versucht werden, deren Dynamik durch ein deterministisches und
lineares System zu beschreiben. Es handelt sich dabei um ein System, bei dem der
funktionale Zusammenhang zwischen Werten des Untersuchungsgegenstandes zu ver-
schiedenen Zeitpunkten linear und deterministisch ist. Da Wirtschaftszeitreihen durch
solche Systeme allerdings oft nicht realistisch abgebildet werden, werden zusitzlich
stochastische Einfliisse zugelassen, die fiir eine irregulire Uberlagerung ansonsten li-
nearer Zusammenhénge sorgen. Solch ein Vorgehen ist zum Beispiel aus der Theorie

der Wirtschaftszyklen bekannt (vgl. Lorenz [77], S. 222 ff.).

Sogenannte deterministisch chaotische Systeme konnen als weitere Moglichkeit zur
Erklarung und Beschreibung von Wirtschaftszeitreihen, insbesondere von Finanz-
marktzeitreithen, dienen. Diese Art der Beschreibung verfolgt einen deterministischen
Ansatz. Bestimmte Konstellationen lassen es jedoch zu, dass ein System vollig irre-
guldres Verhalten zeigen kann, wie es bei beobachtbaren Finanzmarktdaten oft der
Fall zu sein scheint. Chaotisches Verhalten in deterministischen Systemen tritt vor
allem dann auf, wenn die Systeme nichtlineare Zusammenhénge aufweisen.

Soll solch ein Verhalten in Zeitreithen von Finanzmarktdaten detektiert werden, so
stellen sich dieselben Probleme, wie sie in Abschnitt 2.1.1 schon erwahnt wurden. Der
Hauptnachteil ist darin zu sehen, dass die Zeitreithen zu kurz sind, also zu wenige
Daten zur Verfiigung stehen.

Einige empirische Untersuchungen haben versucht, chaotisches Verhalten in Wirt-
schaftszeitreihen zu entdecken. Einen Uberblick hieriiber gibt Lorenz (vgl. [77],
S. 222 ff.). Es kann nicht ausgeschlossen werden, dass mikro— und makrodkonomi-
sche Zeitreihen solch ein Verhalten zeigen. Dabei sind Finanzmarktdaten per se keine
bessere Kandidaten fiir chaotisches Verhalten. Selbst wenn Chaos nicht entdeckt wer-
den kann, gibt es oft Anzeichen fiir niedrig dimensionale Nichtlinearitdten in vielen
Skonomischen Zeitreihen (vgl. auch Campbell et al. [26], Kapitel 12, Chen et al. [27],
Hsieh [59], Malliaris und Stein [82]). Lorenz fordert vor dem Hintergrund der geringen
Datenbasis daher die Entwicklung zusitzlicher empirischer Tests zur Identifizierung
von chaotischem Verhalten.
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Kramer und Runde [74] stellen sogar die Hypothese auf, dass ein Grossteil des bis-
her entdeckten chaotischen Verhaltens in Finanzmarktzeitreihen nur darauf zuriick-
zufithren ist, dass zum Beispiel Aktienkurse nur in diskreten Einheiten, sogenannten
Ticks, gehandelt werden konnen (zum Beispiel CHF 0,10 oder CHF 1,-).

2.2 Statistische Tests zur Uberpriifung der Annah-
men

2.2.1 Brock—Dechert—Scheinkman—Test

Der Brock-Dechert—Scheinkman-Test (BDS-Test) wurde mit der Intention ent-
wickelt, auf ¢.7.d. zu testen. So entdeckt der BDS—Test viele Abweichungen von dieser
Annahme wie Nichtstationaritat und deterministisches chaotisches Verhalten (vgl.

Brock et al. [19], S. 52 ff.).

Die Nullhypothese Hy des BDS—Tests lautet: die Renditen sind unabhingig und iden-
tisch verteilt. Der Grundgedanke besteht nun darin, eine Testgrosse zu konstruieren,
die unter Hy asymptotisch normalverteilt ist, um damit die Nullhypothese iiberpriifen
zu kénnen.

Fiir die nachfolgenden Uberlegungen geht man davon aus, dass n Beobachtungen
T1,..., &, einer Zeitreihe {x,} vorliegen. Zusitzlich wird eine Einbettungsdimension
m € NN (m < n), und ein beliebiger aber fester Abstand € € RT benétigt. Die Zeitreihe
{z:} wird nun in einen m-dimensionalen Raum durch Bildung von sogenannten m-—
histories
X7 = (2, Beg1, - Tegm-1),t=1,...,n—m+1

eingebettet (vgl. Brock et al. [19], S. 15 und S. 42). Diese Einbettung erlaubt die
Definition des Korrelationsintegrals.

Das Korrelationsintegral C, (¢) ist definiert durch
Cr(e) = lim Cp, 5 (e) (2.1)

n—r 00
(vgl. Campbell et al. [26], S. 477), wobei

n—mn—m+1

2
Crmonle) = I (25, 24, €) (2.2)
=D & 2,
mit
m—1
Im (l‘s, Tt, 6) = H I(xs-l-ka Lotk 6)
k=0
und | |
_ 1 falls |z, — x| < e
s, e, €) = { 0 sonst
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Die einzelnen Grossen konnen anschaulich interpretiert werden. Die Grosse I(.) misst,
ob zwei Beobachtungswerte rdumlich nahe beeinander liegen. I,,(.) ist genau dann
gleich Eins, wenn zwei m-histories (s, €541, ..., Ts4m—1) Und (¢, Ze41, -+ o, Tepm—1)
einen Abstand kleiner € voneinander besitzen. Die Funktion Cy, ,, (€) misst schliesslich
den Anteil der Punktepaare (x7",x7"), die weniger als den Abstand ¢ voneinander
entfernt liegen.

Das Korrelationsintegral Cy,(¢) kann daher als die Wahrscheinlichkeit interpretiert
werden, dass zwel m-histories einen Abstand kleiner € voneinander besitzen. Cp, ,(€)
st somit eine Schatzfunktion fiir das Korrelationsintegral.

Fiir die Konstruktion einer Testgrosse des BDS—Tests ist der folgende Zusammenhang
von Bedeutung (vgl. Brock et al. [19], S. 16). Sind die Elemente einer Zeitreihe {z;}
t.2.d., dann gilt

Cm(€) = [C1(e)]™ (2.3)

fiir alle festen m und €. Die Umkehrung dieses Zusammenhangs gilt nicht. Das heisst,
gilt zwar Cy,(€) = [C1(€)]™, dann folgt daraus nicht unbedingt die ¢.i.d.~Eigenschaft.
Beispiele hierfiir sind aber von sehr pathologischer Natur (vgl. Hsieh [59], Fussnote
7).

Der in Gleichung (2.3) formulierte Zusammenhang motiviert nun die Betrachtung
der Grosse \/n{Cym n(€) — [C1,,(€)]™} als Grundlage fiir eine Test—Statistik zur Uber-
priifung der i.i.d.~Hypothese. Es gilt (vgl. Brock et al. [19], S. 42 ff.): unter der
t.2.d.—Hypothese 1st die BDS-Statistik

— \/E{Cm,n(g) — [Cl,n(E)]m} (24)

Tmn(€)

Wmn

)

asymptotisch standardnormalverteilt. ¢y, , ist ein Schétzer fiir die asymptotische
Standarbweichung von Cp, »(€) — [C1 n(€)]” und wird folgendermassen bestimmt:

Bl = AR 42 Y RO )
+  (m = 1)’[C()P™ = m* K ()[C(e)]* %}, (2.5)
wobel
~ 6
Kale) = (n—m-=1)(n—=m)(n —m+1)
n—-m-—1 n—m n—m+1

Z Z I (2,25, €) Im (25, 2, €) . (2.6)

Fiir die Anwendung der BDS—Statistik ist eine geeignete Wahl fiir m und ¢ zu treffen
(vgl. Brock et al. [19], S. 48 ff.). Der Wert fiir € sollte zwischen 0.5 und 2.0 mal der
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Standardabweichung liegen. Fiir m sollte 2 < m <5 gelten, bei einer Stichprobe von
mehr als n = 500 Beobachtungen, wobei n/m > 200 gelten sollte, da sonst nicht
geniigend sich iiberlappende m—histories existieren.

2.2.2 Recurrence Plot

Beim Recurrence Plot handelt es sich um ein zweidimensionales graphisches Verfahren
zur Entdeckung von strukturellen Anderungen in den zu untersuchenden Daten, wie
zum Beispiel Volatilitdtsclustering (vgl. Brock et al. [19], S. 87 f.). Das Konzept dieses
graphischen Verfahrens ist eng mit den Ideen des BDS—Tests verwandt.

Werden mit ¢ und s zwei Zeitperioden bezeichnet, so wird ein Punkt (¢,s) im t—s—
Koordinatensystem gezeichnet, wenn fiir die zwei zugehdrigen m-histories x7* und
x7" und einem beliebig vorgegebenen Abstand ¢ gilt:

1% = %o <€

Fiir die Wahl der Parameter m und € sind die Ausfithrungen in 2.2.1 analog anzu-
wenden.

Beim Recurrence Plot ergeben sich dunkle und helle Flichen, die in der Regel sym-
metrisch zur Diagonalen liegen. Bei den dunklen Flachen erscheinen viele der rdum-
lich nahe beeinander liegenden Punkte in einem kurzen Zeitintervall, bei den hellen
Flachen erscheinen dagegen weit entfernte Punkte in einem kurzen Zeitintervall. Das
Auftreten von abwechselnden dunklen und hellen Fléchen zeigt eine Verletzung der
¢.2.d—Annahme an.

Zwischen dem Recurrence Plot und dem Korrelationsintegral besteht eine enge Bezie-
hung. Sind ndmlich die Elemente einer Zeitreihe {#;} .i.d., dann ist die Wahrschein-
lichkeit fiir einen Punkt bei (¢, s) gerade das Korrelationsintegral Ci, (¢). Bei Vorliegen
einer i.7.d.—Zeitreihe ist dann die Wahrscheinlichkeit fiir einen Punkt bei (¢, s) fiir alle
t und s gleich gross. Als Plot ergibt sich eine gleichméssig geschwirzte Flache. Mit
dem Recurrence Plot lassen sich aber auch Aussagen iiber die Art einer Verletzung
der 7.7.d.~Annahme machen:

1. Folgt aus einer Darstellung des Punktes (¢, s), dass der Punkt (t+1, s41) mit ho-
her Wahscheinlichkeit gezeichnet wird, dann macht sich dies in der graphischen
Darstellung durch Linien parallel zur Diagonalen bemerkbar. Dies impliziert,
dass rdumlich nahe beeinander liegende Punkte fiir die Prognose zukiinftiger
Werte dienen koénnen.

2. Liegt der Zeitreihe ein Trend zugrunde, so lduft die Darstellung , aus der Dia-
gonalen®.

3. Phasen reduzierter Volatilitiat fithren zu dunklen Quadraten. Dies kann als In-
dikator fiir Volatilitatsclustering verwendet werden.
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4. Ein abrupter Wechsel in der Dynamik des die Zeitreihe generierenden Prozesses
fiihrt im Recurrence Plot zu einem abrupten Wechsel zwischen helleren und
dunkleren Flidchen. So kénnen strukturelle Anderungen in den Daten detektiert
werden.

2.2.3 Autokorrelationen und Q-Statistiken

Aussagen iiber zeitliche Korrelationen und Abhingigkeiten von Elementen einer
Zeitreihe lassen sich auch durch die Schitzung der Autokorrelationsfunktion und die
Auswertung der Q-Statistiken gewinnen (vgl. Campbell et al. [26], S. 44 ff., Hartung
[55], S. 675 ff.).

Die Autokovarianzfunktion der Ordnung k einer Zeitreihe {z;} ist definiert durch
V(k) = COv[xta xt-l-k] ) (27)

wobel k auch als Time Lag bezeichnet wird. Aus der Autokovarianzfunktion ergibt
sich durch Normierung die Autokorrelationsfunktion der Ordnung k:

cov[s, Tiqr] _ ’Y(k’)

plk) = varled . 4(0) (2.8)
Bei gegebener Stichprobe z1, ..., z, werden Autokovarianz— und Autokorrelations-
funktion geschitzt durch
| ok
yk) = > (e — &) (wepr — T) (2.9)
t=1

plk) = tz_lz(?_l_(;)(_x;’;_gj), (2.10)

wobei der Erwartungswert von X als arithmetisches Mittel £ = %Z?:l zy geschitzt
wird und 0 < k < n. Fiir den Time Lag k = 0 gilt p(0) = 1.

Zeigt eine graphische Darstellung der Autokorrelationsfunktion als Funktion des Ti-
me Lags nur fiir kleine & nicht verschwindende Funktionswerte, kann auf eine Un-
korreliertheit der Daten geschlossen werden. Auch wenn aus Unkorreliertheit nicht
Unabhéngigkeit folgt, konnen auf Grundlage der Autokorrelationsfunktion Hinweise
auf eine solche Unabhingigkeit abgeleitet werden. Wird bei Finanzdaten nicht nur
die Autokorrelationsfunktion der Renditen, sondern auch diejenige der quadrierten
Renditen oder des Absolutbetrages geschétzt, so ist das Nichtverschwinden dieser
Autokorrelationen selbst bei verschwindender Autokorrelation der einfachen Rendi-
ten ein Indiz fiir eine Abhangigkeit der Daten (vgl. J. P. Morgan [65], S. 56 ff.).

Handelt es sich beim Schétzen der Autokorrelationsfunktion weitestgehend um ein
Verfahren, bei dem versucht wird, durch eine graphische Darstellung der Autokor-
relationsfunktion Riickschliisse auf eine Korreliertheit der Daten zu ziehen, ist die
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Portemanteau->Statistik oder Q-Statistik ein Test tiber die Nullhypothese, dass alle
Autokorrelationen Null sind (vgl. Campbell et al. [26], S. 47).

Die Q-Statistik von Box—Pierce ist bei einem Stichprobenumfang n definiert durch
Qm=nY_p*(k). (2.11)

Unter der Nullhypothese ist der Schitzer Q,, = ny . p*(k) asymptotisch x*-
verteilt mit m Freiheitsgraden. Dabei bezeichnet m die Anzahl Time Lags, die in
die Berechnung der Testgrosse eingeht. Die Nullhypothese ist beil einem Signifikanz-
niveau o zu verwerfen, falls Q,, > an;l_a, wobei an;l_a das (1 — «)100%—Quantil
der y?—Verteilung mit m Freiheitsgraden bezeichnet.

Fir kleine Stichprobenumféinge wird die Q-Statistik von Box-Ljung verwendet:

Zz(k) . (2.12)

~

Q=n(n+2)Y
k=1

Unter der Nullhypothese ist die Schatzung Q;n wieder y?—verteilt mit m Freiheitsgra-
den.

QQ-Statistiken eignen sich dazu, Abweichungen von der Hypothese verschwindender
Autokorrelationen in jeder Richtung und fiir alle Time Lags zu entdecken. Allerdings
ist die Festlegung der Anzahl m von Time Lags, die beriicksichtigt werden sollen,
sorgfaltig abzuwégen. Ist m zu klein, so besteht die Gefahr, dass bestehende Korrela-
tionen héherer Ordnung eventuell unberiicksichtigt bleiben. Werden dagegen zu viele
Autokorrelationen verwendet, so hat der Test aufgrund nicht signifikanter Autokorre-
lationen hoéherer Ordnung eventuell nur eine geringe Aussagekraft. In der Regel wird
in empirischen Studien fiir m ein Wert zwischen 10 und 15 gewahlt.

Ebenso wie bei den Autokorrelationsfunktionen, kann eine Anwendung der Q-
Statistik auf quadrierte Renditen oder auf den Absolubetrag der Renditen Hinweise
auf eine Abhéngigkeit der Daten liefern.

2.2.4 Excessfunktion

Bei der Schétzung der Ezcessfunktion handelt es sich um eine explorative Methode,
um das Tail-Verhalten einer Verteilung zu beurteilen (vgl. Embrechts et al. [43], S. 294
ff., Emmer et al. [45]). Diese Methode wurde fiir positive Daten entwickelt. Um sie
auf den linken Teil einer Renditeverteilung, also auf in der Regel negative Renditen
anwenden zu konnen, wird von diesen Renditen der Absolutbetrag genommen. Eine
Stichprobe des Absolutbetrages solcher Renditen sei durch zq,..., z, gegeben.
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Die Excessfunktion 1st definiert durch
e(u) = Bz — ulz > v, (2.13)

wobel v > 0 den sogenannten Schwellenwert bezeichnet. Ein Schétzer fiir die Ex-
cessfunktion in Abhéngigkeit des Schwellenwertes ist gegeben durch

1

enl(u) = Ty - 1’...’n};max(1‘i—u,0). (2.14)

Durch Auftragen von é,(u) als Funktion von u kann zwischen heavy— und light—tailed
Verteilungen differenziert werden. Fiir eine Exponentialverteilung, die den Ubergang
zwischen einer light—tailed und einer heavy—tailed Verteilung darstellt, ist die Ex-
cessfunktion eine Konstante, ndmlich gerade der Parameter der Exponentialvertei-
lung. Eine Verteilung mit einem leichteren Tail als derjenige der Exponentialverteilung
besitzt fiir wachsende u eine gegen Null fallende Excessfunktion. Die Excessfunktion
einer Verteilung, die heavy—tailed ist, strebt hingegen gegen unendlich.

Abbildung 2.1: Excessfunktion von normalverteilten Renditen.

Abbilung 2.1 zeigt zur Illustration den Verlauf der Excessfunktion von 2000 si-
mulierten normalverteilten Renditen mit Erwartungswert g = 0.0000 und Varianz

o? =0.0001.
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2.2.5 Compass Rose

Wie bereits bei der Diskussion um das Vorliegen von chaotischem Verhalten in Fi-
nanzdaten erwahnt (vgl. Abschnitt 2.1.4), vermuten Krimer und Runde [74], dass
viele Indizien fiir solches Verhalten in Wahrheit nur davon herrithren, dass an den
Borsen Kurse nur in diskreten Einheiten (Ticks), gehandelt werden kénnen. Diese
Tatsache fiithrt beim Auftragen der einfachen Renditen zum Zeitpunkt ¢ + 1 gegen die
Rendite zum Zeitpunkt ¢ zu einem sternartigen Muster, welches als Compass Rose
bezeichnet wird.

P; soll im folgenden den Preis einer Aktie und k > 0 die Grosse eines Ticks bezeichnen.
Fiir das Verhéltnis zweier aufeinanderfolgenden als arithmetische Wachstumsraten
berechneter Renditen ergibt sich

Ripn Py — PPy
R, P—P_ P

Die Compass Rose erscheint in einer graphischen Darstellung von R:y1 gegen Ry,
wenn Py > P, — P, gilt. Daraus folgt P,_1/P; &~ 1, was fiir das Verhiltnis der

Renditen auf
Riyi Py =B e h e

I NPt_Pt—l_ ny h nyg

fithrt. Hierin bezeichnet n; € Z die Anzahl Ticks, um die sich der Preis geédndert
hat. Wird nun R;41 gegen R: abgetragen, ergeben sich charakteristische Geraden
mit Steigung n;11/n¢. Abbildung 2.2 zeigt eine auf diese Art und Weise entstehende
Compass Rose in einer schematischen Darstellung. Am hiufigsten treten Geraden mit
Verhiltnissen n¢yq/ny = 0,41, £2 auf und zwar in dieser Reihenfolge. Nicht ganz so
deutlich zu erkennen sind in der Regel Strahlen zwischen diesen Geraden.

Der Effekt der Compass Rose wurde 1994 erstmals erw&hnt, einem breiteren Publikum
ist er allerdings erst seit 1996 bekannt. Oft wird dieser Effekt nur dadurch verdeckt,
dass Achsen falsch skaliert sind oder fiir die Darstellung der Punkte zu grosse Symbole
verwendet werden.

In einer Simulationsstudie haben Kramer und Runde [74] gezeigt, dass die Compass
Rose tatséchlich nur dadurch entsteht, dass ausschliesslich in diskreten Einheiten
gehandelt werden kann. In dieser Studie wurden normalverteilte Renditen mittels
eines Zufallszahlengenerators erzeugt und anschliessend gerundet. Um Unzulénglich-
keiten bei der Generierung von zufilligen Renditen ausschliessen zu kénnen — insbe-
sondere sind hier eventuelle statistische Abh&ngigkeiten zwischen den Zufallszahlen
zu erwidhnen — wurde durch den Autor der vorliegenden Arbeit eine Simulationsstu-
die mit verschiedenen Zufallszahlengeneratoren aus Numerical Recipes durchgefiihrt
(,ranl®, ,ran3“ und ,rand“, vgl. Press et al. [95], Kapitel 7). Die Ergebnisse stimmen
mit denjenigen von Kramer und Runde iiberein.
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Abbildung 2.2: Schematische Darstellung einer Compass Rose.

Die Simulationsstudien zeigen allerdings ernsthafte Konsequenzen fiir die Anwendung
des BDS—Tests auf. So kann eine an sich korrekte Nullhypothese von ¢.i.d.—Renditen
nur wegen Rundungsfehlern abgelehnt werden. Eine Ablehnung dieser Nullhypothe-
se liesse dann auch eine Erkldrung von Aktienrenditen durch chaotische Systeme
zu. Werden Renditen aber als logarithmische Kursdnderungen berechnet, diirfte dies
keine Rolle spielen. Durch die Berechnung des Logarithmus wird der Effekt aufgeho-
ben, dass Aktienkure nur in diskreten Einheiten gehandelt werden. Da im folgenden
Log—Returns verwendet werden, sollten sich fiir die Anwendung des BDS-Tests kei-
ne Konsequenzen ergeben. Dies bedeutet, dass eine Ablehnung der i.i.d.—Hypothese
nicht dadurch verursacht wird, dass Aktienkurse nur in diskreten Einheiten gehandelt
werden.

2.3 Empirische Uberpriifung fiir den schweizeri-
schen Aktienmarkt

In diesem Abschnitt werden die in Abschnitt 2.1 diskutierten Annahmen iiber Fi-
nanzmérkte mit den in Abschnitt 2.2 vorgestellten statistischen Tests anhand von
Daten des schweizerischen Aktienmarktes iiberpriift.

Dazu wurde ein Programm entwickelt, welches alle oben eingefiithrten statistischen
Tests und graphischen Instrumente beinhaltet (vgl. Anhang F). Die Routine zum
BDS-Test wurde nicht selbst entwickelt. Sie wird von W.D. Dechert der Allgemeinheit
zur Verfliigung gestellt und ist in die vom Autor erstellte Software integriert worden.
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2.3.1 Datengrundlage

Der empirischen Untersuchung liegen alle Tagesschlusskurse der Jahre 1989 bis 1998
von fiinf bérsenkotierten schweizerischen Aktiengesellschaften zugrunde. Es handelt
sich pro Aktie um 2492 Datenpunkte. Bei der Auswahl der untersuchten Titel wurde
auf eine hohe Marktliquiditédt geachtet. So soll verhindert werden, dass einzelne Kauf-
oder Verkaufsauftrige sich in deutlichen Kursbewegungen niederschlagen. Als Indika-
tor fiir die Marktliquiditét sind die taglichen Umsétze der einzelnen Titel verwendet
worden. Ein hohes Handelvolumen sollte fiir einen liquiden Titel sprechen. Folgende
Titel wurden daher ausgewahlt: ABB Inhaber (ABBI), Credit-Suisse Namen (CSN),
Nestlé Namen (NESN), Novartis Namen (NOVN) und Roche Genussschein (ROG).
Diese Titel bilden nicht nur die Grundlage fiir die Untersuchungen in diesem Ab-
schnitt, sondern auch fiir die Analysen in den folgenden Kapiteln.

Die Daten wurden iiber die Datenbank von Datastream' bezogen. Die Aktienkurse
sind korrigiert um Kapitalmassnahmen, das heisst um Kapitalerh6hungen, Splits, etc.
Neben ,,normalen® Tagesschlusskursen liefert Datastream auch sogenannte Return In-
dizes. Sie zeigen die theoretischen Aktienkurse unter der Annahme, dass Dividenden
reinvestiert werden, um zusétzliche Einheiten des jeweiligen Titels zu erwerben.

Die Berechnung dieser Return Indizes setzt eine genaue Kenntnis der Hohe und des
Zeitpunktes der Dividendenzahlung voraus. Da in der Schweiz keine Ausschiittungen
aus laufenden Gewinnen vorgenommen werden diirfen, erfolgt die Dividendenzahlung
einmal pro Jahr. Der Return Index RI; am Tag ¢ wird anhand der Kurse P; und
P, fiir alle Zeitpunkte ausser dem Tag der Dividendenzahlung folgendermassen

berechnet:
P

Py’
Py ist in den verwendeten Zeitreihen von Datastream durch den Schlusskurs des ersten

Handelstages des Jahres 1988 gegeben. Fiir den Tag der Dividendenzahlung lautet die
Berechnung

th = th—l

P+ Dy
Py
wobei mit D; die Dividende bezeichnet wird. Werden fiir die Return Indizes die téagli-

chen Renditen als geometrische Wachstumsraten ermittelt, so ergibt sich fiir alle Tage
ausser dem Tag der Dividendenzahlung

RI; 1 P
n =1In ,
Rl Py

th = th—l

|

was der iiblichen logarithmischen Preisdnderung entspricht. Am Tag der Dividenden-
zahlung erhilt man:

RI; P+ D,
=In ,

In =
Rl Py

! Datastream ist eine Marke des Informationsanbieters Primark Corporation und bietet historische
Zeitreihen von mikro— und makroskonomischen Daten an.
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also eine um die Dividende korrigierte Rendite. Anzumerken bleibt, dass bei der Er-
mittlung der Return Indizes Steuern, speziell die Verrechnungssteuer, und Kosten
der Reinvestition, zum Beispiel Kommissionen und Spesen, unberiicksichtigt bleiben.
Wenn nichts Anderes erwdhnt wird, basieren die Untersuchungen in den folgenden
Abschnitten und Kapiteln auf den dividendenkorrigierten Renditen.

Novartis ist am 20.12.1996 durch Fusion aus Ciba—Geigy und Sandoz hervorgegan-
gen. Die von Datastream gelieferten Kurse fiir die Novartis Namenaktie bis zu diesem
Zeitpunkt sind diejenigen der Sandoz AG.

Neben den Titeln der erwdhnten Aktiengesellschaften wird auch ein Index untersucht
und zwar der Swiss Market Index (SMI). Die Tagesschlusskurse des SMI wurden wie-
derum iiber Datastream bezogen. Dem SMI wurde der Vorzug vor dem Swiss Perfor-
mance Index gegeben, da fiir letzteren an der Eurex” keine standardisierten Derivate
gehandelt werden. Die Kurse und Renditen des SMI sind allerdings nicht unabhingig
von denen der oben erwdhnten Titel. Der SMI stellt als Index eine gewichtete Summe
der Kurse von ausgewidhlten Aktien des schweizerischen Aktienmarktes dar. Da alle
untersuchten Titel in die Berechnung des SMI fiir den analysierten Zeitraum eingehen,
besteht eine gewisse Abhingigkeit zwischen Aktien und Index.

2.3.2 Der schweizerische Aktienmarkt in den Jahren 1989 bis
1998

Am Beispiel des SMI wird ein kurzer Uberblick iiber die Entwicklung des Aktien-
marktes in der Schweiz in den Jahren 1989 bis 1998 gegeben. Diese Entwicklung kann
nicht isoliert betrachtet werden, sondern ist im Kontext der makrodkonomischen Ent-
wicklung, vor allem auch der globalen Mirkte, zu sehen.

Abbildung 2.3 zeigt das Verhalten der Renditen am Beispiel des SMI fiir den erwdhn-
ten Zeitraum. Sehr gut sind einzelne Ereignisse zu erkennen, wie der Minicrash im
Oktober 1989, die Kuwait—Krise in der zweiten Jahreshélfte 1990 und Anfang 1991
und der Moskauer Putschversuch im August 1991. Das seit Herbst 1997 unruhiger
gewordene Borsengeschehen ldsst sich in einer deutlich erhShten Volatilitidt ablesen.
Im Gegensatz zu den Jahren 1989 bis 1991, in denen hauptsichlich einzelne starke
Kurseinbriiche zu verzeichnen waren, sind nun starke Abweichungen sowohl nach un-
ten als auch nach oben zu beobachten, und zwar iiber einen langeren Zeitraum.

Ausgelést wurden die Krisen ab 1997 im siidostasiatischen Wirtschaftsraum (Indone-
sien, Siid Korea, Malaysia, Philippinen, Thailand) (vgl. Basle Committee on Banking
Supervision [8], IOSCO [44]). In den Jahren zuvor waren in diesen Lindern sehr
hohe Wachstumsraten zu verzeichnen gewesen, was hohe ausldndische Investitionen,

?Die Eurex ist die aus SOFFEX und Deutsche Bérse AG durch Fusion am 25.9.1998 hervor-
gegangene Terminbérse. An ihr werden standardisierte Geldmarkt—, Kapitalmarkt—, Aktien— und
Indexprodukte gehandelt.
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Abbildung 2.3: Tagesrenditen des SMI in den Jahren 1989-1993 und 1994-1998.

Kapitalzufluss und ein verstarktes Engagement auslandischer Banken, vor allem eu-
ropéischer Banken, zur Folge hatte. Die auftretenden wirtschaftlichen Schwierigkei-
ten blieben allerdings nicht auf den siidostasiatischen Raum beschrinkt, sondern sie
wirkten sich auch auf die aufsteigenden Mérkte in Lateinamerika und Osteuropa und
spater auf die entwickelten Méarkte Europas und der USA aus.

Solchen Krisen entstehen nie iiber Nacht, sondern sie kiindigen sich vorher an. So
auch in diesem Fall. Die Lander Siidostasiens hatten mit einer steigenden Inflation
zu kdmpfen und hiuften kurzfristige Auslandschulden an, welche die Gefahr in sich
bergen, nicht erneuert werden zu kénnen.

Zu Beginn des Jahres 1997 brachen einige koreanische Konzerne zusammen, was den
Startpunkt der Turbulenzen markierte. Im Juli desselben Jahres wurde die thailandi-
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sche Wahrung abgewertet und im Zuge davon auch andere asiatische Wahrungen,
teilweise weit unter ein Niveau, das als notwendig erachtet wird, um die Wettbe-
werbsfahigkeit im Export zu gew&hrleisten. Eine Abwertung bei gleichzeitig steigen-
den Preisen bedeutet eine geringere reale Kaufkraft und verstiarkt den Inflationsdruck.
Als Folge ging das Wirtschaftswachstum dramatisch zuriick. Die Marktkapitalisierung
verminderte sich innerhalb eines Jahres um bis zu 85% (gemessen in US Dollar). Diese
ganzen Ereignisse fithrten zu einem spekulativen Druck auf die aufsteigenden Méarkte
in Lateinamerika und Osteuropa, womit sich die Krise weltweit auszubreiten begann.
Ausliandische Investoren zogen schliesslich ihr Kapital ab. In Indonesien fiihrten die
wirtschaftlichen Schwierigkeiten zusétzlich zu innenpolitischen Spannungen und so-
zialen Unruhen.

Wenn sich auch die Auswirkungen dieser Krisen auf die européischen Méarkte mit der
Zeit abschwichten, bildeten sie fiir lingere Zeit einen gewissen Unsicherheitsfaktor.

Im August des Jahres 1998 brachen neue Turbulenzen aus (vgl. Committee on the
Global Financial System [29]). Am 17. August wurde die russische Wahrung abgewer-
tet, gleichzeitig fielen russische Staatsanleihen aus. Dies fithrte dazu, dass das Risiko
in anderen aufsteigenden Markten, vor allem Lateinamerikas, verstarkt wahrgenom-
men wurde. Die Wahrungen dieser Lander gerieten unter Druck, der Marktwert von
Staatsanleihen dieser Lander fiel daher. Bis Mitte September setzte deshalb eine star-
ke Nachfrage nach ,sicheren® Anlagemdoglichkeiten ein. So fielen die Renditen der
Staatsanleihen der fithrenden Industrienationen und erstklassiger privater Schuldner.

Auch die Aktienmarkte der Industrienationen waren von diesen Geschehnissen betrof-
fen. Es kam zu einem Preisverfall und einer deutlich gestiegenen Volatilitat. Besonders
die Titel von europiischen Banken waren betroffen, da die Investoren davon ausgin-
gen, dass das Engagement gerade dieser Banken in Russland besonders hoch sei (vgl.
0.V. [91]). Schweizerische Banktitel verloren rund die Hilfte an Wert. So wurde die
Credit—Suisse First Boston, eine Tochter der Credit—Suisse Group, in ihrem Rating
herabgestuft, was fiir die Titel der Credit—Suisse einen Kursriickgang zur Folge hatte.
Zuvor war der Kurs durch Fusionsgeriichte stark angeheizt worden (vgl. Maier [79]).

Schliesslich kamen noch die Verluste des Hegde Fund ,,Long—Term Capital Manage-
ment* hinzu, die am 22.9.1998 bekanntgegeben wurden. Dieser Fund kontrollierte mit
nur 4 Milliarden US Dollar Eigenkapital Anlagen in der Héhe von 125 Milliarden US
Dollar. Vor allem die UBS AG war von diesen Verlusten betroffen (vgl. Maier und
Heusser-Bachmann [80], Maier und Schmocker [81]).

Fast so schnell wie die Krise ausgebrochen war, horte sie auch wieder auf. Ausschlagge-
bend war eine Zinssenkung in den USA am 29.9.1998 und die Einsicht der Investoren,
dass die Reaktionen wohl iibertrieben waren.

Die erlduterten Entwicklungen im schweizerischen Aktienmarkt werden an vielen Stel-
len in die Diskussion empirischer Befunde einfliessen.
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2.3.3 Uberpriifung der i.i.d.—Annahme mittels BDS—Test

Der BDS—Test wird dazu verwendet, die Annahme unabhéngig und identisch verteil-
ter Renditen zu iiberpriifen. Untersucht werden die fiinf genannten Aktientitel ergénzt
um den SMI. Fiir diese Titel werden jeweils ein zehnjahriger Zeitraum (1989-1998)
und zwei fiinfjahrige Subperioden (1989-1993 und 1994-1998) analysiert, also insge-
samt 18 Untersuchungen durchgefiithrt. Diese Perioden bilden ebenso die Grundlage
fiir die Analysen in den weiteren Abschnitten dieses Kapitels.

Exemplarisch werden die Ergebnisse fiir die Credit—Suisse Namenaktie demonstriert.
Die detaillierten Ergebnisse fiir die iibrigen Titel finden sich in Anhang B.1.

Fiir die Anwendung des BDS—Tests sind die Einbettungsdimension m und der
vorgegebene Abstand e geeignet zu wihlen. Fiir die Einbettungsdimension wurde
m = 2,3,4,5 gewahlt. Dies stellt sicher, dass bei einer Anzahl von n Beobachtun-
gen zwischen circa 1250 (fiinfjahrige Periode) und 2500 (zehnjihrige Periode) die
Forderung n/m > 200 erfiillt ist. Der Abstand ¢ wird in Einheiten ¢ der Standard-
abweichung gemessen und auf § = 0.5,1.0,1.5,2.0 festgelegt. Mit allen moglichen
Kombinationen von § und m ergeben sich 16 BDS-Statistiken.

Tabelle 2.1 zeigt nun die Ergebnisse fiir die Credit—Suisse Namenaktie. Aufgefiihrt
ist die Priifgrosse des BDS-Tests fiir verschiedene Werte von ¢ und m und fiir die
erwiahnten Zeitrdume. Diese Testgrosse ist unter der Nullhypothese, dass die Renditen
t.2.d. sind, asymptotisch standardnormalverteilt. Die kritischen Werte fiir eine zweisei-
tige Fragestellung betragen 2.756 bei einem Signifikanzniveau von a = 1% respektive
1.960 bei einem Signifikanzniveau von o = 5%. Zunichst werden die Resultate bei
einem Signifikanzniveau von o = 1% diskutiert. In 62.5% aller Falle wird hierbei fiir
die Periode 19891998, in 100% aller Falle fiir die Periode 1989-1993 und in 87% aller
Fille fiir die Periode 1994-1998 die Hypothese identisch und unabhingig verteilter
Renditen nicht abgelehnt. Bei einem Signifikanzniveau von « = 5% reduzieren sich
diese Werte auf 50%, 94% und 62.5%. Vor allem fiir die Jahre 1989-1993 weist der
BDS-Test auf i.2.d.~Renditen der Credit—Suisse Namenaktie hin.

Tabelle 2.2 zeigt im Uberblick die Haufigkeit der Nichtablehnung der Nullhypothese
fiir alle untersuchten Aktien und den SMI. Insgesamt wurden 288 BDS-Statistiken
ausgewertet.

Insgesamt lasst sich festhalten, dass der BDS—Test darauf hinweist, dass die Renditen
der untersuchten Aktien und des SMI unabhéngig und identisch verteilt sind. Diese
Hinweise sind fiir die fiinfjadhrigen Perioden, vor allem fiir die Jahre 1989-1993, starker
ausgepragt als fiir den gesamten zehnjdhrigen Zeitraum.
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Periode 1989-1998 | 1989-1993 | 1994-1998
Beobachtungen n 2491 1243 1247
m )
2 0.5 0.7433 0.3842 0.5352
3 0.5 0.8218 0.4218 0.5812
4 0.5 0.5805 0.2836 0.3994
5 0.5 0.3675 0.1822 0.2418
2 1.0 1.2872 0.6652 1.0277
3 1.0 2.3131* 1.1844 1.8105
4 1.0 2.6835** 1.3376 2.1291*
5 1.0 2.7007** 1.3098 2.1471*
2 1.5 1.1908 0.5661 0.9478
3 1.5 2.5449* 1.2646 1.9475
4 1.5 3.6180** 1.7406 2.8465**
5 1.5 4.4192** 2.1012* 3.5244**
2 2.0 0.8007 0.3454 0.6056
3 2.0 1.8301 0.9153 1.3438
4 2.0 2.9045** 1.3954 2.1824**
5 2.0 3.8901** 1.8487 2.9864**
x signifikant bei o0 = 5%
xx signifikant bel o = 1%

Tabelle 2.1: BDS-Statistiken fiir verschiedene Werte von m und ¢
und verschiedene Zeitrdume der Credit—Suisse Namenaktie.

2.3.4 Recurrence Plots

Zwischen Recurrence Plot und BDS—Test besteht eine enge Beziehung. So sind fiir
die Plots die gleichen Parameter festzusetzen wie fiir den BDS—Test. Die Werte fiir m
und ¢ wurden im folgenden auf m = 5 und & = 0.5 festgelegt. Am Beispiel des SMI
und der Credit—Suisse Namenaktie sollen die Recurrence Plots diskutiert werden. Die
Renditedaten umfassen weiter die Jahre 1989 bis 1998. Der SMI kann als Abbild des
gesamten Marktgeschehens betrachtet werden. Zudem kann der Recurrence Plot fiir
den SMI mit der zeitlichen Entwicklung der Renditen in Abbildung 2.3 verglichen
werden. Die untersuchten Aktien zeigen im wesentlichen alle dasselbe Bild wie der
Recurrence Plot fiir die Credit—Suisse Namenaktie. Daher stehen die Ergbenisse fiir
die Credit—Suisse Namenaktie reprisentativ fiir die {ibrigen Titel.

Abbildung 2.4 und Abblidung 2.5 zeigen die Recurrence Plots fiir den SMI und die
Credit—Suisse Namenaktie. Wegen der sehr grossen Datenmenge kénnen aus techni-
schen Griinden nur Daten oberhalb der Diagonalen dargestellt werden. Die Punkte
unterhalb der Diagonalen ergeben sich aus denjenigen oberhalb der Diagonalen durch
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Signifikanzniveau Periode

1989-1998 | 1989-1993 | 1994-1998

a=1% 81% 100% 92%
a=5% 68% 94% 79%

Tabelle 2.2: Haufigkeit der Nichtablehnung der Nullhypothese des BDS—Tests
bei verschiedenen Signifikanzniveaus fiir alle fiinf Aktientitel und den SMI.

Spiegelung an derselben. Zu erkennen sind helle und dunkle Fléchen, die sich mit-
einander abwechseln. Dunkle Flachen zeigen Renditen mit niedriger Volatilitdat oder
allgemein ein ruhiges Borsengeschehen an. Helle Flachen sprechen dagegen fiir hohe
Volatilitdten. Solche helle Flachen treten vor allem in den Jahren 1997 und 1998 auf.
Betrachtet man diese hellen Flachen fiir den SMI genauer und vergleicht sie mit den
Renditen, l4sst sich folgendes festhalten. Die hellen Fldchen im Recurrence Plot korre-
spondieren mit den in Abschnitt 2.3.2 genannten Phasen erhohter Volatilitat. So tritt
der erste helle Bereich im Zeitraum Mitte 1990 bis Anfang 1991 auf. Dies ist genau
die Zeit der Kuwait—Krise. Eine weitere helle Flache ist ungefahr fiir das Jahr 1994 zu
erkennen. In der Darstellung der zeitlichen Entwicklung der Renditen sind fiir diesen
Zeitraum erhohte Volatilitdten zu beobachten, wenn auch nicht besonders ausgeprégt.
Der helle Bereich fiir die Jahre 1997 und 1998 wird in der ersten Jahreshilfte 1998
unterbrochen durch einen etwas dunkleren Abschnitt. Dieser Bereich korrespondiert
mit leicht geringeren Renditeausschligen fiir diesen Zeitraum.

In der Regel wird versucht, Volatilitdtsclustering, also das Auftreten von Phasen
erhohter oder verminderter Volatilitdat, durch die Betrachtung der zeitlichen Entwick-
lung der Renditen, wie etwa in Abbildung 2.3 zu entdecken. Mit dem Recurrence Plot
kénnen solche Phasen ebenfalls entdeckt werden und zwar trennschérfer als beim erst-
genannten Vorgehen. Er wird daher fiir diesen Zweck vorgezogen.

Neben der Untersuchung des Volatilitdtsverhaltens, dient der Recurrence Plot der gra-
phischen Uberpriifung der 7.¢.d.—Annahme. Ein Wechsel zwischen hellen und dunklen
Abschnitten spricht gegen die Annahme unabhéngig und identisch verteilter Renditen.
Solche abrupten Wechsel sind auch in Abbildung 2.4 und 2.5 zu erkennen. Daneben
treten aber auch teilweise sehr grosse Flichen mit einer gleichméssigen Uberdeckung
auf. Dies kann als Hinweis auf ¢.7.d. interpretiert werden.

Wechsel zwischen Bereichen hoher und niedriger Volatilitdt oder Strukturbriiche ma-
chen schliesslich noch auf ein Problem bei der Parameterschdtzung von expliziten
Modellen aufmerksam. Bei diesen Modellen muss auf Grundlage historischer Daten
eine Parameterschitzung vorgenommen werden, welche aber fiir das aktuelle oder
zukiinftige Verhalten wegen einer verdnderten Situation nicht mehr reprisentativ sein
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Abbildung 2.4: Recurrence Plot fiir die Renditen des SMI: Zeit-
raum 1989-1998, m =5, 6 = 0.5.
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Abbildung 2.5: Recurrence Plot fiir die Renditen der CSN: Zeit-
raum 1989-1998, m =5, 6 = 0.5.
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miissen.

2.3.5 Empirische Autokorrelationsfunktionen und Q-Sta-
tistiken

Die Schitzung von Autokorrelationsfunktionen und die Auswertung von Q-Statistiken
lassen Aussagen liber die zeitliche Korrelation der Renditen zu. Werden zudem Au-
tokorrelationen und Q-Statistiken fiir den Absolutbetrag der Renditen und fiir qua-
drierte Renditen betrachtet, lassen sich Hinweise auf zeitliche Abhéngigkeiten der
Renditen ableiten. Beispielhaft werden im folgenden die Ergebnisse fiir die Credit—
Suisse Namenaktie diskutiert. Die detaillierten Resultate fiir die {ibrigen Titel finden
sich im Anhang B.2.

Die Abbildungen 2.6 bis 2.8 zeigen die geschétzten Autokorrelationsfunktionen fiir
die Perioden 1989-1998, 1989-1993 und 1994-1998 in Abhingigkeit vom Time Lag.
Dieser Lag wird hier in Tagen gemessen. Fiir die Renditen r; stellt man fiir alle drei
Zeitrdume fest, dass die Korrelationen mit Ausnahme kleiner Time Lags zwischen ein
und zwei Tagen sehr gering sind. Ein anderes Bild ergibt sich bei der Betrachtung des
Absolutbetrages der Renditen |r;| und der quadrierten Renditen r2. Hier variieren die
Ergebnisse je nachdem, ob der zehnjdhrige Zeitraum betrachtet wird oder eine der
Subperioden. Wird die Autokorrelationsfunktion von |r;| und r? fiir die Renditen der
Jahre 1989-1998 geschitzt, so ergibt sich eine Funktion, die deutlich von Null verschie-
dene Werte aufweist, und zudem nur sehr langsam abféllt. Dies bedeutet, dass auch
fiir grosse Time Lags noch eine Korrelation in den Daten besteht. Dieses Verhalten ist
vor allem auf die Jahre 1994-1998 zuriickzufiihren. Hier zeigen die Autokorrelations-
funktionen nahezu dasselbe Verhalten wie fiir den gesamten zehnjihrigen Zeitraum,
wiahrend die Autokorrelationen der quadrierten Renditen und der Absolutbetrige
der Renditen der Jahre 1989-1993 bis auf kleine Time Lags nahezu verschwinden.
Die iibrigen untersuchten Titel weisen in der Regel ein ganz dhnliches Verhalten auf,
ebenso die Korrelationsfunktionen fiir den SMI. Einzig die Novartis Namenaktie zeigt
ein anderes Bild. In diesem Fall weist nur die Autokorrelationsfunktion der Abso-
lutbetrége der Renditen fiir die Jahre 1989-1998 und 1994-1998 deutlich von Null

verschiedene Korrelationen auf, die quadrierten Renditen dagegen nicht.

Wihrend die Schitzung der Autokorrelationsfunktionen graphisch rasch einen Ein-
druck dariiber zuldsst, ob eine Korrelation vorliegt, lassen die Q-Statistiken von
Box—Pierce und Box-Ljung eine Quantifizierung dieser Zusammenhénge zu. Diese
Ergebnisse werden nun préasentiert. Die Anzahl der beriicksichtigten Time Lags wur-
de bei allen Schéatzungen auf m = 15 festgelegt. Tabelle 2.3 zeigt die Resultate fiir
die Credit—Suisse Namenaktie. Die Q—Statistiken sind jeweils unter der Nullhypothe-
se, dass alle Korrelationen von Null verschieden sind, asymptotisch y?—verteilt mit
m = 15 Freiheitsgraden. Die kritischen Werte betragen 30.58 bei einem Signifikanz-
niveau von @ = 1% und 25.00 bei einem Signifikanzniveau von o = 5%. Betrachtet
man die Q-Statistiken ergibt sich folgendes Bild. Wie bei der graphischen Analyse
der Autokorrelationsfunktionen resultieren unterschiedliche Ergebnisse je nach un-
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Abbildung 2.6: Empirische Autokorrelationsfunktion von 7, rZ und |r| der
OSN. Zeitraum 1989 bis 1998.
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Abbildung 2.7: Empirische Autokorrelationsfunktion von 7, rZ und |r| der
OSN. Zeitraum 1989 bis 1993.
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Abbildung 2.8: Empirische Autokorrelationsfunktion von 7, rZ und |r| der
OSN. Zeitraum 1994 bis 1998.

Zeitraum Q-Statistik re 7’? [rel

1989-1998 Box—Pierce | 31.7046** | 1577.60** | 1660.06**
Box—Ljung | 31.8446** | 1583.63** | 1666.04**

1989-1993 Box—Pierce | 24.9542 51.9772%* | 119.110**
Box-Ljung 25.0831* 52.1453** | 119.660**

1994-1998 Box—Pierce | 32.4482** | 947.733** | 1134.56**
Box-Ljung | 32.7340** | 955.097** | 1143.04™*

= signifikant bel o = 5%

xx signifikant bel o = 1%

Tabelle 2.3: Q-Statistiken von Box—Pierce und Box—Ljung fiir die CSN. Signi-
fikanzniveaus o = 1% und o = 5%. Anzahl Time Lags m = 15.
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tersuchtem Zeitraum und untersuchter Renditegrosse. Nur fiir die Periode zwischen
1989 und 1993 wird die Hypothese verschwindender Korrelationen fiir die Renditen
nicht abgelehnt. Fiir alle Zeitraume wird fiir die Absolutbetréige der Renditen und fiir
die quadrierten Renditen die Nullhypothese verworfen. Die Werte der Teststatistiken
nach Box—Pierce und Box—Ljung weisen dabei nur geringe Differenzen auf, was auf
ausreichend grosse Stichprobenumfénge schliessen lésst.

Ein dhnliches Bild ergibt sich bei der Untersuchung aller iibrigen Titel und des SMI.
Tabelle 2.4 zeigt die relative Haufigkeit einer Nichtablehnung der Nullhypothese bei
verschiedenen Signifikanzniveaus fiir die Renditegréssen r¢, 72 und |r¢|. Die relativen
Héufigkeiten wurden auf Grundlage der Ergebnisse fiir die fiinf ausgewdhlten Akti-
en und fiir den SMI aller drei Zeitperioden berechnet. Die Hypothese unkorrelierter

"t g | Il

Box—Pierce o =1% | 50% 0% 0%
a=5% | 50% | 0% | 0%
Box—Ljung o =1% | 50% | 0.6% | 0%
a=5% | 40% | 0.6% | 0%

Tabelle 2.4: Relative Haufigkeiten der Nichtableh-
nung der Nullhypothese der Q-Statistiken nach Box—
Pierce und Box-Ljung.

Renditen wird nur in rund der Hilfte der Fille nicht abgelehnt. Nur bei der No-
vartis Namenaktie und dem SMI ergibt sich eine Unkorreliertheit der Renditen fiir
alle untersuchten Zeitrdume. Fiir die quadrierten Renditen und den Absolutbetrag
der Renditen muss auf das Vorhandensein zeitlicher Korrelationen geschlossen wer-
den. Ausnahme bildet auch hier die Novartis Namenaktie, was sich bereits bei der
Schitzung der Autokorrelationsfunktion angedeutet hat. So ergibt sich bei den Ren-
diten dieser Aktie fiir den Zeitraum 1994-1998 eine Nichtablehnung der Hypothese
von unkorrelierten quadrierten Renditen.

Insgesamt haben die Untersuchungen in diesem Abschnitt gezeigt, dass vor allem
bei den quadrierten Renditen und bei den absoluten Renditen zeitliche Korrelationen
bestehen. Dies muss als Hinweis auf eine zeitliche Abhéngigkeit der Renditen gedeutet
werden.

2.3.6 Empirische Excessfunktionen

Mit der Schitzung der Excessfunktion soll iiberpriift werden, ob die Renditevertei-
lungen der vorliegenden Aktien fat—tailed sind oder nicht. Wiederum wird dies exem-
plarisch fiir den SMI und die Credit—Suisse Namenaktie dargestellt.
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Abbildung 2.9 und 2.10 zeigen den geschitzten Excess in Abhéngigkeit vom Schwellen-
wert. Als Datenbasis liegen weiter die Jahre 1989-1998 zugrunde. Beide Excessfunk-
tionen zeigen ein dhnliches Verhalten. Wahrend sie zunéchst noch leicht fallen, steigen
sie mit wachsendem u stark an. Daraus ldsst sich eindeutig schliessen, dass es sich
bei den vorliegenden Renditeverteilungen um fat—tailed Verteilungen handelt. Die
Excessfunktionen fiir die iibrigen Aktien zeigen denselben Verlauf.

2.3.7 Zusammenfassung der empirischen Resultate

Fiir fiinf Titel des schweizerischen Aktienmarktes und fiir den SMI wurden einige der
wichtigsten Annahmen iiber Renditen empirisch tiberpriift.

Zunichst werden die Ergebnisse der BDS-Tests diskutiert. Die Resultate dieses Test
lassen den Schluss zu, dass in den meisten Fillen die Hypothese von unabhéngig und
identisch verteilten Renditen nicht abgelehnt werden kann. Dieses Resultat rechtfer-
tigt die Verwendung von Modellen, welche gerade die i.2.d.~Annahme fiir Renditen
unterstellen.

Mit dem Recurrence Plot lassen sich sehr trennscharf Regionen hoher und niedriger
Volatilitdt voneinander unterscheiden. Die Trennschirfe ist dabei wesentlich besser
als bei einer blossen Betrachtung der Renditen in Abhéngigkeit der Zeit. Die grossen
gleichmissig iiberdeckten Flachen in den Recurrence Plots der untersuchten Rendite-
daten weisen auf unabhingig und identisch verteilte Renditen in diesen Perioden hin.

Die Schatzung der Autokorrelationsfunktionen und die Auswertung der Q-Statistiken
ergibt jedoch Hinweise auf eine zeitliche Abhéngigkeit der Renditen. Dies steht im
Widerspruch zu den Implikationen der BDS—Tests. Auf einen konzeptuellen Unter-
schied zwischen Autokorrelationsfunktion einerseits und Recurrence Plot andererseits
ist allerdings hinzuweisen. Bei der Schitzung der Autokorrelationsfunktion werden
alle Elemente einer Zeitreihe beriicksichtigt, die einen bestimmten zeitlichen Abstand
voneinander besitzen. Beim Recurrence Plot werden rdumliche Abstdnde gemessen,
wobel es im Gegensatz zur Schitzung der Autokorrelationsfunktion darauf ankommt,
aus welchem zeitlichen Bereich einer Zeitreihe die jeweils betrachteten Daten stam-
men.

Es wird daher vermutet, dass zumindest fiir bestimmte Zeitperioden, vor allem fiir

die Jahre 1989 bis 1993, die i.i.d.—Hypothese haltbar ist.

Renditeverteilungen schweizerischer Aktien zeigen breite Enden. Dies hat die
Schitzung der Excessfunktion eindeutig ergeben. Dieses Resultat hat auch fiir den

SMI Giiltigkeit.
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Abbildung 2.9: Empirische Excessfunktion fiir die Renditen des SMI. Zeitraum
1989 bis 1998.
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Abbildung 2.10: Empirische Excessfunktion fiir die Renditen der CSN. Zeit-
raum 1989 bis 1998.



Kapitel 3

Uberblick iiber verschiedene
Finanzmarktmodelle

Dieses Kapitel gibt einen kurzen Uberblick iiber die wichtigsten Ansitze zur Mo-
dellierung von Finanzmarktdaten. Es handelt sich dabei lediglich um eine Auswahl
und nicht um eine vollstéandige Erfassung dieser Modelle. Aus diesen Ansétzen wer-
den drei Modelle ausgewéhlt, die in den nachfolgenden Kapiteln fiir den schweize-
rischen Aktien— und Optionenmarkt untersucht werden und die als Basis fiir para-
metrische Value—at—Risk—Schétzungen auf diesen Méarkten dienen. Eine ausfiihrliche
Begriindung fiir die getroffene Wahl erfolgt ebenfalls.

Finanzmarktmodelle

Modelle unter der Annahme Modelle unter der Annahme
unabhéngiger Renditen abhangiger Renditen
Modelle mit nicht Modelle mit enc- Zeitstetige Modelle | | Zeitdiskrete Modelle
endlicher Varianz licher Varianz

Abbildung 3.1: Klassifizierung verschiedener Finanzmarktmodelle.

Als Grundschema fiir die Einordnung der Modelle werden die Annahmen {iber die zeit-
liche Abhangigkeit der Renditen verwendet (vergleiche hierzu auch Abbildung 3.1).
Bei Modellen, die eine zeitliche Unabhéngigkeit unterstellen, sind unbedingte und be-
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dingte Renditeverteilungen identisch. Ansétze, die zeitliche Abhangigkeiten fiir die
Renditen zulassen, postulieren Modelle fiir die bedingten Renditeverteilungen. In bei-
den Modellklassen existieren Modelle, die Renditeverteilungen mit breiteren Enden
als diejenigen der Normalverteilung ergeben. Bei den zeitunabhédngigen Modellen er-
folgt eine Einteilung in Renditeverteilungen mit endlicher Varianz und solche mit
nicht endlicher Varianz. Die zeitabhdngige Modellierung der Rendite erlaubt zusétz-
lich eine Beriicksichtigung des Effekts des Volatilitatsclustering. In dieser Klasse wird
zwischen zeitstetigen und zeitdiskreten Modellen unterschieden (vgl. auch die Dis-
kussion in Abschnitt 1.2.1). Formuliert werden all diese Modelle auf der Basis von
Log—Renditen.

Nicht speziell diskutiert werden nichtlineare Modelle und deterministisch chaotische
Systeme.

3.1 Modelle unter der Annahme unabhingiger Ren-
diten

Bei Modellen, die auf der Annahme zeitlicher Unabhéngigkeit der Renditen beruhen,
sind bedingte und unbedingte Renditeverteilung identisch. Da keine Hypothesen iiber
die Form der bedingten Renditeverteilungen gebildet werden, kénnen Effekte wie das
Volatilitatsclustering nicht modelliert werden. Eine Modellierung von unbedingten
Renditeverteilungen mit breiten Enden ist dagegen moglich. Bei den im folgenden
diskutierten Modellen handelt es sich ausschliesslich um zeitstetige Modelle.

3.1.1 Renditeverteilungen mit endlicher Varianz
Geometrische Brownsche Bewegung und normalverteilte Renditen

Das Standardmodell zur Beschreibung der Kursdynamik von Aktien und zur Beschrei-
bung von Aktienrenditen ist die Geometrische Brownsche Bewegung. Sie impliziert
normalverteilte Renditen.

Die Geometrische Brownsche Bewegung ergibt sich aus der allgemeinen stochastischen
Differentialgleichung (1.17), indem Drift und Volatilitit als Funktionen angenommen
werden, die zwar von der Zeit unabhéngig sind, aber linear vom Aktienkurs abhéngen.
Wiéhrend der Prozess fiir den Kurs S(¢) nichtstationér ist, bilden die Renditen (%)
einen stationdren Prozess. Diese Renditen sind unabhingig und identisch normalver-
teilt.

Die Geometrische Brownsche Bewegung bildet die Grundlage fiir die Ableitung des
Optionspreismodells nach Black und Scholes [11]. Dieses Modell erméglicht die Bewer-
tung von europiischen Call-und Put—Optionen mit Hilfe einer geschlossenen Formel.
Ebenso existieren analytische Ausdriicke fiir die Bewertung von europiischen Optio-
nen mit Dividendenzahlungen und fiir die Bewertung amerikanischer Optionen. Fiir
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komplexere Optionsstrukturen lassen sich die entsprechenden Gleichungen zumindest
numerisch 16sen. In all diesen Optionspreisformeln nimmt die Volatilitit eine zentrale
Rolle ein.

Mischung von Normalverteilungen

Ein weiterer zeitunabhéngiger Ansatz zur Modellierung von Renditen, welcher es zu-
gleich erméglicht; Renditeverteilungen mit breiteren Enden als diejenigen der Normal-
verteilung zu erhalten, ist die Mischung zweier verschiedener Normalverteilungen (vgl.

Venkataraman [111], Kon [73], Duffie und Pan [37], S. 38, Hamilton [54], S. 685 ff.).

Dabei wird die Gesamtrendite r(t) aus zwei normalverteilten Renditen r,(t) ~
N(ptn,02) und rg(t) ~ N(0, 0'%) zusammengesetzt:

r(t) = Ara(t) + (1=A)rs(t) , Ae[0,1],

wobei A = 1 mit Wahrscheinlichkeit p und A = 0 mit Wahrscheinlichkeit (1 — p)
auftritt. Der Erwartungswert der gesamten Rendite wird durch denjenigen von ry (%)
bestimmt. Interpretieren lasst sich diese Mischung von zwei normalverteilten Zufalls-
variablen folgendermassen: das normale Borsengeschehen wird durch die Renditen
7n(t) modelliert, ausserordentliche Ereignisse, die mit Wahrscheinlichkeit (1 — p) ein-
treten, werden durch die Renditen rg(t) modelliert, die eine hhere Varianz 0'% > o2
aufweisen. So ergeben sich Renditeverteilungen mit breiten Enden.

Zu schitzen sind die Parameter un,ai,ag und die Wahrscheinlichkeit p. Die zu-
gehorige Log-Likelihood-Funktion besitzt bei gewdhnlicher Maximum-—Likelihood—
Schitzung allerdings kein globales Maximum. Deshalb werden in der Praxis diese
Grossen mittels einer Quasi-Bayesian-Maximum-Likelihood-Methode geschitzt (vgl.

Hamilton [54], S. 689).

Neben der Kombination von Normalverteilungen sind auch Mischungen von Vertei-
lungen unterschiedlicher Familien vorstellbar, zum Beispiel die Mischung einer Nor-
malverteilung mit einer Student t—Verteilung, die im folgenden Abschnitt dargestellt
wird.

Student t—Verteilung

Eine Modellierung von Renditen durch die Familie der Student t—Verteilungen ergibt
ebenfalls breitere Enden als eine Normalverteilung (vgl. Blattberg und Gonedes [13]).
Die Dichte der Student t—Verteilung mit k Freiheitsgraden ist definiert als

wobei T'(.) die Gammafunktion bezeichnet (vgl. Bronstein und Semendjajew [20],
S. 681). Fiir & — oo konvergiert die Student t—Verteilung bekanntlich gegen eine
Normalverteilung.
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Sprung—Diffusions—Prozess

Der Sprung-Diffusions—Prozess als Modell fiir die Dynamik von Aktienkursen wurde
von Merton [84] eingefiihrt. Die Grundidee dieses Ansatzes besteht darin, ,norma-
le® Kursdnderungen als Geometrische Brownsche Bewegung zu modellieren. Zusétz-
lich treten zu zufilligen Zeiten, modelliert als Poisson—Prozess, aussergewdhnliche
Ereignisse ein, die zu deutlichen Kursspriingen fithren kénnen. Die Grosse solcher
Kurspriinge wird wiederum durch eine Zufallsvariable beschrieben. Die Kombination
dieser beiden Prozesse fiithrt dann zu Renditeverteilungen mit breiten Enden. Fiir die
Existenz solcher Kursspriinge lassen sich empirische Hinweise finden (vgl. Ball und
Torous [4], Jorion [69], Bruand [21]).

Wie im Fall der Geometrischen Brownschen Bewegung kann auch fiir den Sprung—
Diffusions—Prozess eine geschlossene Optionspreisformel fiir den Fall européischer Op-
tionen hergeleitet werden.

Verallgemeinerte hyperbolische Verteilungen

Eine Klasse von Verteilungen, die in den neunziger Jahren zur Modellierung von Ak-
tienrenditen vorgeschlagen wurde, sind die sogenannten verallgemeinerten hyperboli-
schen Verteilungen und speziell die hyperbolische Verteilung (vgl. Eberlein und Keller
[40], Prause [94]). Auch fiir letztere konnte eine Optionspreisformel zur Bewertung
europdischer Optionen hergeleitet werden (vgl. Eberlein und Jacod [39]).

Empirische Untersuchungen fiir amerikanische, deutsche und schweizerische Aktien
haben ergeben, dass sich die hyperbolische Verteilung zur Modellierung empirischer
Renditeverteilungen gut eignen, da vor allem die Enden der Renditeverteilungen bes-
ser approximiert werden als zum Beispiel durch die Normalverteilung (vgl. Eberlein

und Keller [40], Eberlein et al. [41], Kiichler et al. [75], Rydberg [102], Rydberg [103],
Weber [113]).

3.1.2 Renditeverteilungen mit nicht endlicher Varianz

Eine Renditeverteilung, die fat—tailed ist, besitzt eine nicht endliche Varianz (vgl. Bry-
son [22]). Die bisher vorgestellten Modelle zeigen mit Ausnahme der Geometrischen
Brownschen Bewegung zwar breitere Enden als eine Normalverteilung, sind aber im
strengen Sinne der Definition einer fat—tailed Verteilung eher semi—fat—tailed, da sie
endliche Varianzen besitzen.

Stabile Pareto—Verteilung

Die Familie der Stabilen Pareto—Verteilung besitzt keine endliche Varianz und keine
endlichen héheren Momente. Dies bedeutet, dass Stichprobenschitzungen fiir Vari-
anz oder auch Kurtosis von stabil pareto—verteilten Zufallsvariablen mit wachsen-
dem Stichprobenumfang nicht konvergieren, sondern divergieren. Die Stabile Pareto—
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Verteilung ist damit der Klasse der fat—tailed Verteilungen zuzuordnen.

Die Bezeichnung ,,stabil“ ist dadurch begriindet, dass stabil pareto—verteilte Zufalls-
variablen stabil unter Summation sind, das heisst, dass die Summe von unabhéngi-
gen und stabil pareto—verteilten Zufallsvariablen wieder eine stabil pareto—verteilte
Zufallsvariable ist. Eine geschlossene Darstellung der Dichtefunktion ist nur in Spe-
zialfallen moglich. Es handelt sich dabei um die Normalverteilung, die Cauchy— und
die Bernoulli-Verteilung (vgl. Campbell et al. [26], S. 17 ff.). Dagegen lésst sich ein
expliziter Ausdruck fiir den natiirlichen Logarithmus der charakteristischen Funktion

G (k) der Stabilen Pareto—Verteilung angeben (vgl. Campbell et al. [26], S. 18):
_ kX1 _ 251, afq1 . am
InG(k) = In E[e™] = idk — v|k| {1 i sgn(k) tan ( 5 )} ,

wobel X eine stabil pareto—verteilte Zufallsvariable darstellt. Die Parameter «, 3,
4 und ~ sind wie folgt zu interpretieren. § € R ist der Lageparameter, f € R der
Schiefeparameter. Fiir § = 0 ergibt sich eine symmetrische Verteilung, fiir 8 > 0 eine
rechtsschiefe und fiir 3 < 0 eine linksschiefe Verteilung. v € Rt ist ein Skalierungs-
parameter. Der Exponent a € (0,2] ist vor allem fiir das Verhalten in den Enden
verantwortlich. Fiir @ = 2 ergibt sich die Normalverteilung, fiir &« — 0 werden die
Enden der Verteilung zunehmend breiter.

Gegen eine Modellierung von Aktienrenditen durch eine Stabile Pareto—Verteilung
spricht, dass empirische Befunde in der Regel mit wachsendem Stichprobenumfang
eine Konvergenz der Schétzungen hoherer Momente zeigen. Da sich iiber lidngere
Zeitraume berechnete Renditen als Summe von Eintagesrenditen ergeben, sind diese
nach dem Zentralen Grenzwertsatz zunehmend normalverteilt. Dies wird empirisch
auch beobachtet. Die Stabilitdt unter Summation von stabil pareto—verteilten Zu-
fallsvariablen widerspricht somit den empirischen Befunden iiber die Verteilung von
Mehrperiodenrenditen.

Empirische Untersuchungen zur Modellierung von Aktienrenditen durch die Stabile
Pareto—Verteilung finden sich beispielsweise bei Mandelbrot [83] und Tucker [110].

3.2 Modelle unter der Annahme abhingiger Rendi-
ten

Bei zeitabhangigen Modellen fiir die Renditen sind unbedingte und bedingte Rendi-
teverteilung nicht mehr identisch. Deshalb sind nun bedingte Renditeverteilungen zu
modellieren.

3.2.1 Zeitstetige Modelle

Bei der Geometrischen Brownschen Bewegung sind Drift und Volatilitdt als zeit-
unabhéngig angenommen. Eine Verallgemeinerung dieses Modells kann in Richtung
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zeitabhéngigem Drift und/oder zeitabhingiger Volatilitit erfolgen. In der Literatur
werden allerdings eher die Modelle mit zeitabhéngiger Volatilitat diskutiert, da die Vo-
latilitdt in den Optionspreisformeln von Black und Scholes, die auf der Geometrischen
Brownschen Bewegung beruhen, eine zentrale Rolle einnimmt. Mit der Beriicksichti-
gung zeitabhingiger Volatilitdten wird eine bessere Beschreibung von Optionsmarkt-
preisen durch die in einem Optionspreismodell bestimmten Preise erwartet.

Mit einer zeitabhingigen Volatilitdt kann zusdtzlich der Effekt des Volatilitéts-
clustering beriicksichtigt werden.

Zeitabhiangiger Drift

Modelle mit zeitabhidngigem Drift wurden beispielsweise von Lo und Wang (vgl.
Campbell et al. [26], S. 371 ff.) untersucht. Diese Autoren haben mehrere Alternativen
zur Geometrischen Brownschen Bewegung als Modelle fiir die Aktienkursdynamik vor-
geschlagen. Der Ornstein—Uhlenbeck—Prozess mit Trend stellt eine solche Alternative
dar. Fiir den logarithmierten Aktienkurs H () = In.S(¢) schreibt sich dieser Prozess
in der Form
A(H (1) = pt) = = (H (1) — pt) dt + o dW (1)

mit dW(t) ~ i.i.d. N(0,dt) und v > 0. Falls H(¢) vom Trend j ¢ abweicht, erfolgt eine
Anpassung an diesen Trend mit Anpassungsrate v. Der Ornstein—Uhlenbeck—Prozess
(ohne Trend) ist der einzige Prozess mit unabhingig und identisch normalverteilten
Inkrementen dW (¢), der stationér ist (vgl. Gardiner [50], S. 77). Durch Beriicksichti-
gung eines Trends wird er nicht stationér.

Als Optionspreisformeln ergeben sich die Black—Scholes—Formeln mit modifizierter
Volatilitat, die fiir die vorgestellte Kursdynamik zu hoheren Optionspreisen fiithren
als die Black—Scholes—Formel.

Der Ornstein—Uhlenbeck—Prozess mit Trend zeigt nicht verschwindende Autokorrela-
tionen fiir Renditen. Lo und Wang haben verschiedene Modelle untersucht, die zu ver-
schiedenen funktionalen Zusammenhangen fiir die Autokorrelationsfunktionen fiithren.

Zeitabhingige Volatilitat

Das bekannteste zeitstetige Modell mit einer zeitabhéngigen Volatilitat ist dasjenige
von Hull und White [63]. Sie postulieren fiir den Aktienkurs eine Dynamik der Form

dS(t) = pS(t) dt + S(t) o(t) AWy (t)

mit dWi(t) ~ i.i.d. N(0,dt) und Driftparameter p und fiir die Volatilitat o(t) einen
stochastischen Prozess in der Form eines Mean—Reverting—Prozesses (vgl. Shimko
[106], S. 12)

do?(t) = a (b — o (t)) dt + E[a*(1)]* AW (1)
mit dWa(t) ~ é.i.d. N(0,dt). Die Prozesse dW;(t) und dWa(t) weisen dabei eine Kor-
relation p auf. Fiir die spezielle Wahl o« = 1/2 geht der Prozess fiir den Kurs in den
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Square—Root—Prozess iiber, der von Cox, Ingersoll und Ross [31] als Modell fiir die
Zinssatzdynamik vorgeschlagen wurde.

Die Parameterschiatzung fiir den stochastischen Prozess, der zur Modellierung von
o?(t) unterstellt wird, gestaltet sich schwierig, da dessen Realisierungen nicht be-
obachtet werden koénnen. Sind Aktienkurs und stochastische Volatilitat unkorreliert
(p = 0), kann eine geschlossene Optionspreisformel fiir die Bewertung européischer
Optionen abgeleitet werden.

Sind Aktienkurs und stochastische Volatilitit korreliert (p # 0), ergibt sich kein einfa-
ches Resultat fiir den Optionspreis européischer Optionen. Fiir den Spezialfall o« = 1/2
geben Hull und White [62] eine Potenzreihenentwicklung fiir den Optionspreis an. He-
ston [57] leitet ebenfalls fiir o« = 1/2 eine geschlossene Optionspreisformel ab.

Wird statt dem oben beschriebenen stochastischen Ansatz zur Modellierung von o (%)
ein rein deterministischer Ansatz zur Modellierung verwendet, so dndern sich die
Black—Scholes—Formeln nur dahingehend, dass als ,neue® Volatilitdt das Integral iiber

die Volatilitdt vom Bewertungszeitpunkt ¢ bis zum Verfall 7', das heisst ftT o(s) ds,
einzusetzen ist.

3.2.2 Zeitdiskrete Modelle

Fiir eine zeitabhingige diskrete Modellierung der Volatilitét existiert eine Vielzahl
von Modellen. Eine zeitdiskrete Modellformulierung korrespondiert dabei mit einer
nur zeitdiskreten Beobachtungsmoglichkeit von Kursen und Renditen.

ARCH- und GARCH Modelle

Allen ARCH-Modellen (ARCH = Autoregressive Conditional Heteroskedasticity) und
GARCH-Modellen (GARCH = Generalized Autoregressive Conditional Heteroskeda-
sticity) liegt eine einheitliche Struktur fiir die Modellierung der Renditen zugrunde:

Tt = 0t Vt,

wobel es sich bel v; um eine unabhéngig und identisch verteilte Zufallsvariable mit
Erwartungswert Efv;] = 0 und Varianz E[v?] = 1 handelt.

Die zeitabhingige bedingte Varianz o2 ergibt sich als Funktion der Zeit ¢, vergangener

: : 2 2 .
Renditen r¢_1,...,7—p und vergangener Varianzen oi_,...,0;_.:
2 _ 2 2
op = F(t,re—1, . Toep, Opq,y o, 0 y)
Je nach Spezifikation der Funktion /" und der Verteilung von v; gegeben ry_q, ..., 7:—p

ergeben sich unterschiedliche Modelle. Oft wird fiir die Verteilung von v; eine Nor-
malverteilung unterstellt, was aber zur Folge hat, dass die Verteilung von r; eine
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Verteilung mit breiteren Enden als diejenigen der Normalverteilung ist.

Der ARCH(p)-Ansatz nach Engle [48] ist das klassische zeitabhangige Modell fiir die

Volatilitdt beziehungsweise Varianz:
2 _ 2 2
Oy =+ a1+ . FopT_y,

wobei ag > 0 und aq,...,a, > 0. Der Prozess fiir o7 besitzt somit ein Gedachtnis
iiber p Zeitperioden.

Beim Sprung-Prozess—ARCH wird ein ARCH-Prozess mit einem Poisson—Prozess
kombiniert (vgl. Jorion [69]). Die Motivation fiir solch eine Modellierung ist analog zu
derjenigen des Sprung-Diffusions—Prozesses nach Merton (vgl. Abschnitt 3.1.1). Die
Rendite wird modelliert iiber

rt:mvH—ZlnYi,

i=1

wobei v; ~ i.i.d. N(0,1). Die Zufallsvariablen Y; beschreiben die Sprunghdhe von
zufillig auftretenden Kursspriingen. Der Logarithmus von Y; wird als normalverteilt
angenommen, das heisst InY; ~ i.i.d. N(0,6%). n beschreibt die Anzahl von Kurs-
spriingen und wird als poissonverteilte Zufallsvariable mit Parameter A¢ modelliert.
A ist die mittlere Anzahl Spriinge pro Zeiteinheit. Die Varianz o2 wird als ARCH(1)—
Prozess O'tz = ag+ oy rtz_l modelliert.

Eine Verallgemeinerung der ARCH-Prozesse stellen die GARCH(p, ¢)-Prozesse dar,
bei denen die Varianz o2 zusiitzlich von vergangenen Varianzen zu den Zeitpunkten

t—1,...,t—q abhangt:

2 _ 2 2
oy =ap + oqri_ g+ .. Fapr,

+ Bl + .+ B07,
mit ag >0, aq,...,0p,081,...,8, > 0.

Die klassische Version des GARCH-Modells ist diejenige von Bollerslev [15] mit
p = q¢ = 1 und normalverteilten v; (Normal-GARCH). Eine empirische Untersuchung
dieses Modells fiir schweizerische Finanzmérkte hat Wasserfallen [112] vorgenommen.
Daneben existiert eine Vielzahl von Modellspezifikationen, die sich beziiglich der Ver-
teilung von v, unterscheiden. Als t~-GARCH nach Bollerslev [14] wird ein Modell
bezeichnet, in welchem eine Student t—Verteilung zur Modellierung von v; verwendet
wird. Weitere Modellspezifikationen fiir v; bestehen in einer Verwendung der ver-
allgemeinerten Fehlerverteilung (Generalized Error Distribution), sogenannte GED-
GARCH-Modelle nach Nelson [88], oder durch nicht parametrische Schitzung der
Verteilung von v; durch Engle und Gonzales-Rivera [47].
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Der Integrated GARCH-Prozess (IGARCH, vgl. Nelson [88]) ist ein Normal-
GARCH(p, ¢)—Prozess mit einer speziellen Bedingung an die Parameter:

Die Varianz der unbedingten Renditeverteilung ist dann nicht endlich, das heisst es
liegt eine fat—tailed Verteilung vor. Zusétzlich ist der Prozess fiir r; und »2 nicht sta-
tionAr.

Der asymmetrische GARCH-Prozess (AGARCH, vgl. Alexander [1], S. 244) soll ei-
ne bessere Beschreibung von empirischen Renditeverteilungen beziiglich ihrer Schiefe
und ihrer breiten Enden ermdéglichen. Die breiten Enden dieser Verteilungen werden
durch eine Student t—Verteilung fiir v; modelliert. Um die Schiefe besser beriicksich-
tigen zu kénnen, wird ein zusdtzlicher Parameter & eingefiihrt. Das asymmetrische

GARCH(1,1)-Modell beispielsweise ist dann gegeben durch:
ol =ap+ai(r-1— &)+ pioy,

wobel ag > 0 und aq, f1,€ > 0.

Damit die bedingte Varianz immer positiv bleibt, durften in den vorigen Modellen nur
positive Parameter auftreten, was eine Beschriankung der Dynamik bedeutet. Deshalb

hat Nelson [88] einen ezponentiellen GARCH-Prozess (EGARCH) der Form
logo? = a+ g(z_1) + § logo?_,

vorgeschlagen, wobei zz = r;/oy und g(z) mit Koeffizienten w und A gegeben ist

durch
g(z) = wze + A(]ze] — V2/7) .

Weitere Verallgemeinerungen des ARCH— und GARCH-Modells sind etwa Factor
ARCH (vgl. Alexander [1], S. 246), Cross Market GARCH bezichungsweise Multiva-
riate GARCH (vgl. Campbell et al. [26], S. 490 ff.), das Komponenten Modell (vgl.
Alexander [1], S. 245) und der GARCH-M-Prozess (GARCH in Mean, vgl. Campbell
et al. [26], S. 494, Hamilton [54], S. 667).

Der Einfluss der Renditen r;_1,.. ., r:—p auf O'tz 1st bet ARCH—und GARCH-Modellen
quadratisch, was dazu fiihren kann, dass Tage mit hohen absoluten Renditen bei der
Parameterschidtzung Instabilititen verursachen. Methoden zur Parameterschatzung
in ARCH- und GARCH-Modellen sind in Hamilton (vgl. Hamilton [54], S. 660 ff.
und S. 665 ff.) und Gouriéroux (vgl. Gouriéroux [53], S. 43 ff.) dargestellt. In vielen
Softwarepaketen zur Behandlung 6konometrischer Fragestellungen sind Routinen zur
ARCH-und GARCH-Modellierung bereits aufgenommen worden (vgl. Alexander [1],
S. 246). So stellt zum Beispiel SAS solche Routinen zur Verfiigung.
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Ein weiteres Modell mit zeitabhingiger Volatilitit

Ein weiteres Modell mit zeitabhéngiger Volatilitat ist das Modell der Regime Swit-
ching Volatility (vgl. Hamilton [54], S. 667 ff.).

Beim Regime Switching Volatility Modell sind fiir bestimmte Zeitperioden verschie-
dene ,, Varianzniveaus® zugelassen, beispielsweise zwei mégliche Niveaus 2 und o?.
Die Wahrscheinlichkeit, dass die Varianz zur Zeit ¢ 4+ 1 den Wert 67, = ¢ annimmt,
gegeben die Varianz zur Zeit ¢ war o = o2, ist P07, = of|o} = 02) = Hgp. Es ist

daher eine ganze Matrix von solchen Ubergangswahrscheinlichkeiten zu schitzen:
Haa Hab
Hpa ey ) -
Zeitabhingige Modellierung in RiskMetrics”

Bei den Modellen, die von J. P. Morgan [65] in ihrem RiskMetrics”* -Paket zur
Messung von Marktrisiken vorgestellt werden, handelt es sich um bereits diskutier-
te Modelle: der Standard-RiskMetrics-Ansatz (vgl. [65], S. 73) ist im wesentlichen
ein GARCH(1,1)-Modell, das RiskMetrics—-GED-Modell (vgl. [65], S. 238 f.) ist ein
GED-GARCH-Ansatz. Der Normal-Mizture-Ansatz (vgl. [65], S. 237 {.) ist eine ein-
fache Verallgemeinerung des Modells der Mischung zweier Normalverteilungen mit
nun zeitabhingigen Volatiltiten. In den Beispielen in RiskMetrics”™ zu diesem Mo-
dell werden allerdings nur konstante Volatilititen verwendet.

M

3.3 Modellwahl

Folgende Modelle wurden fiir die weiteren Untersuchungen ausgewihlt: Geometrische
Brownsche Bewegung, Sprung-Diffusions—Prozess und hyperbolische Verteilung.

Diese zeitstetig formulierten Modelle beruhen alle auf der Annahme, dass die Rendi-
ten zeitlich unabhéngig sind. Daraus folgt, dass bedingte und unbedingte Renditever-
teilungen identisch sind. Die ausgewihlten Modelle nehmen nicht nur unabhingige,
sondern auch identisch verteilte Renditen an. Sie postulieren dariiber hinaus eine
endliche Varianz der Renditeverteilung, so dass im engeren Sinne Modellverteilungen
untersucht werden, die héchstens semi—fat—tailed sind.

Fiir die Auswahl dieser drei Modelle lassen sich mehrere Argumente anfiihren. So hat
die empirische Studie in Kapitel 2 ergeben, dass zumindest fiir gewisse Zeitperioden
die Hypothese unabhéngig und identisch verteilter Renditen nicht verworfen werden
kann. Diese Annahme erleichtert vor allem die Anwendung dieser Modelle in der Pra-
xis. So kénnen die Modellparameter jeweils mit der Maximum-—Likelthood-Methode
aus historischen Daten geschitzt werden.
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Auf eine Auswahl von Modellen mit zeitabhingiger Volatilitdt wurde verzichtet. Bei
der Risikomessung wird es vor allem auf extreme Ereignisse ankommen, also auf Ren-
diten in den Enden einer Renditeverteilung. Deshalb steht eine Modellierung vor allem
dieser Enden im Vordergrund, was mit den ausgewahlten Modellen sehr viel direkter
moglich ist als mit Modellen, die eine zeitabhéngige Volatilitdt beriicksichtigen. Der
Grund dafiir ist darin zu sehen, dass bei letzteren Modellen die Verteilung der Rendi-
ten durch die Wahl eines Modells fiir die Volatiltit und durch die Wahl der Verteilung

von v; beeinflusst wird.

Die Geometrische Brownsche Bewegung ist das Standardmodell zur Modellierung von
Finanzmarktdaten. Es setzt den Benchmark, mit dem andere Ansitze verglichen wer-
den kénnen. Die sich aus diesemn Modell ergebende Hypothese normalverteilter Ren-
diten hat wichtige Konsequenzen fiir die praktische Umsetzung dieses Modells. So
existieren analytische Ausdriicke fiir die Schatzfunktionen der Modellparameter und
die Monte—-Carlo-Simulation dieses Modells ist einfach zu implementieren.

Empirische Untersuchungen belegen die Existenz von Kursspriingen in den Daten.
Deshalb erscheint eine Erweiterung der Geometrischen Brownschen Bewegung um ei-
ne Sprungkomponente sinnvoll. Die hyperbolische Verteilung als weitere Modellalter-
native hat sich ebenfalls in empirischen Studien als gutes Modell zur Approximation
empirischer Renditeverteilungen herausgestellt. Eine empirische Uberpriifung fiir den
schweizerischen Aktienmarkt lag aber zu Beginn der vorliegenden Arbeit nicht vor.
Ebenfalls lag keine umfassende empirische Anwendung als Grundlage zur Messung
von Marktrisiken vor. Dies gilt sowohl fiir den Sprung—Diffusions—Prozess als auch fiir
das hyperbolische Modell. Mit der vorliegenden Arbeit wird diese Liicke geschlossen.
Der Sprung-Diffusions—Prozess und die hyperbolische Verteilung implizieren zudem
(semi-) fat-tailed Renditeverteilungen und sollten sich aus diesem Grund zur Model-
lierung empirischer Renditeverteilungen besser eignen als eine Normalverteilung, die
durch die Geometrische Brownsche Bewegung impliziert wird.

Die wachsende Bedeutung derivativer Finanzinstrumente erfordert die Modellierung
von Optionspreisen. Ein sehr wichtiger, wenn nicht der ausschlaggebende Grund fiir
die getroffene Auswahl ist daher die Tatsache, dass fiir jedes der Modelle eine geschlos-
sene analytische Optionspreisformel zur Bewertung européischer Optionen existiert.
Dies bedeutet insbesondere, dass zur Bewertung von Optionen keine aufwendigen
Monte-Carlo—Simulationen durchzufiithren sind. Die Auswahl eines der drei obigen
Modelle erlaubt im Rahmen des jeweiligen Modells eine konsistente Modellierung
von Aktien— und Optionskursen. Die Modellansétze konnen damit empirisch auf zwei
Ebenen untersucht werden: zum einen durch Vergleich von Modellverteilungen und
empirischen Verteilungen der Renditen des Basisinstrumentes, zum anderen durch
Vergleich von theoretisch berechnetem Optionspreis und dem Marktpreis der Option.

Im folgenden Kapitel werden nun die drei ausgewéhlten Modelle detailliert vorgestellt.
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Kapitel 4

Ausgewihlte
Finanzmarktmodelle

Dieses Kapitel beinhaltet eine ausfiihrliche Diskussion der im vorigen Kapitel aus-
gewidhlten Finanzmarktmodelle. Es handelt sich dabei um die Geometrische Brown-
sche Bewegung (GBB), den Sprung-Diffusions—Prozess (SD) und das hyperbolische
Modell (HYP). Eine umfassende empirische Uberpriifung der Modelle anhand von
Renditedaten des schweizerischen Aktien— und Optionenmarktes schliesst sich im fol-
genden Kapitel an.

4.1 Geometrische Brownsche Bewegung

Die Geometrische Brownsche Bewegung stellt das Standardmodell zur Beschreibung
der zeitlichen Dynamik von Aktienkursen dar. Historisch geht dieses Modell auf Louis
Bachelier zuriick (vgl. Bachelier [3]). Er reichte im Jahr 1900 eine Dissertation ein, in
welcher versucht wurde, Bérsenkurse mit Hilfe der Brownschen Bewegung zu beschrei-
ben. Schon damals war sein Ziel, Optionen bewerten zu kénnen. Er begriindete dieses
Modell mit rein logischen Uberlegungen und nicht mit empirischen Argumenten. In-
teressanterweise entstand diese Arbeit fiinf Jahre vor einer Arbeit Albert Einsteins,
in der er die Geometrische Brownsche Bewegung zur Beschreibung von Molekular-
bewegungen heranzog. Norbert Wiener hat dann 1923 die Geometrische Brownsche
Bewegung mathematisch etabliert.

Bachelier fand Zeit seines Lebens nicht die Anerkennung, die ihm zugestanden wére.
So wurde seine heute so wichtige Arbeit von Henri Poincaré, damals einem fiihren-
den franzosischen Mathematiker, gerade noch zur Promotion zugelassen. Erst in den
fiinfziger Jahren wurde seine Arbeit wiederentdeckt und erschien 1964 in englischer
Ubersetzung (vgl. Bachelier [3]).

63
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Der Durchbruch der Geometrischen Brownschen Bewegung als Modell fiir die Akti-
enpreisdynamik gelang endlich im Jahr 1973. In diesem Jahr verdffentlichten Myron
Scholes und Fisher Black einerseits und Robert Merton andererseits, jeweils Arbeiten
zur mathematischen Bewertung von Optionen (vgl. Black und Scholes [11], Merton
[85]). Ausgangspunkt fiir die heute berithmte Black—Scholes—Formel ist die Model-
lierung der Aktienpreisdynamik mittels der Geometrischen Brownschen Bewegung.
Scholes und Merton erhielten fiir ihre Arbeit im Jahr 1997 den Nobelpreis (Black ist
1995 verstorben, der Nobelpreis wird nicht posthum verliehen).

Rund 100 Jahre nachdem die Brownsche Bewegung postuliert wurde, hat sie nichts an
Aktualitat verloren. Dafiir gibt es viele Griinde. Als wichtigster Grund ist zu nennen,
dass die Geometrische Brownsche Bewegung normalverteilte Renditen impliziert. Dies
bedeutet, dass die Parameter des Modells einfach geschétzt werden konnen und dass
viele Resultate analytisch ableitbar sind, zum Beispiel auch Ausdriicke fiir bestimmte
Risikomasse. Daneben sind aber auch die Schwéchen dieses Modells zu erwidhnen. So
besitzt die Normalverteilung keine Fat Tails und die Geometrische Brownsche Bewe-
gung beruht auf der Hypothese identisch und unabhingig verteilter Renditen.

Die vergleichsweise einfache Struktur der Geometrischen Brownschen Bewegung er-
laubt es, anschaulich viele der Konzepte einzufiithren, die auch bei komplexen Model-
len Anwendung finden, sei es das Vorgehen bei der Parameterschiatzung oder bei der
Bewertung von Optionen. Aus diesem Grund werden viele dieser Vorgehensweisen in
diesem Abschnitt erlautert.

Zunichst wird die Geometrische Brownsche Bewegung vorgestellt und ihre Eigen-
schaften diskutiert. Eine zentrale Rolle nimmt der Abschnitt iiber die Bewertung von
Optionen ein. Die Konzepte, die dort eingefiihrt werden, bilden ebenso den theore-
tischen Rahmen fiir die Optionspreisbestimmung in komplexeren Modellen. Deswei-
teren wird auf die Parameterschatzung eingegangen, wobei ebenfalls die allgemeine
Methodik vorgestellt wird. Schliesslich wird das Simulationsmodell der Geometrischen
Brownschen Bewegung fiir die Durchfiihrung von Monte-Carlo—Simulationen vorge-
stellt.

Die Geometrische Brownsche Bewegung wird in den meisten Biichern {iber moderne
Finanzmathematik diskutiert. Empfohlen seien an dieser Stelle die Publikationen von

Campbell et al. [26], Hull [60], Neftci [87] und Wilmott et al. [116].

4.1.1 Die Stochastische Differentialgleichung und ihre Eigen-
schaften

Die Geometrische Brownsche Bewegung geht davon aus, dass sich der Preis S(¢) einer
Aktie oder einer anderen Anlage zum Zeitpunkt ¢ als zeitkontinuierlicher stocha-
stischer Prozess beschreiben ldsst. Die zeitliche Entwicklung dieses Preises; also die



4.1. Geometrische Brownsche Bewegung 65

Aktienpreisdynamik, wird dann durch die stochastische Differentialgleichung
dS(t) = aS(t) dt + oS(t) dW (1) (4.1)
mit dW(t) ~ i.i.d. N(0,dt) bestimmt (vgl. Neftci [87], S. 254 ff.). Die Preisinderung

dS(t) setzt sich also zusammen aus einem deterministischen Teil aS(t) dt und einem
stochastischen Teil ¢.S(t) dWW (t) mit konstanten Parametern « und o. Der determini-
stische Anteil stellt den zeitlichen Trend dar. Ohne den Zufallsprozess wiirde der Kurs
der Aktie mit der Zeit exponentiell anwachsen. Der stochastische Anteil iiberlagert
diesen Trend mit zufélligen Schwankungen.

Setzt man X (t) = at+ o W (t), so geht die Gleichung (4.1) iiber in
dS(t) = S(t)dX(t).

Dies ist das stochastische Analogon zur einfachsten deterministischen Differential-
gleichung
dy = ydz,

deren Lésung bekanntlich die Exponentialfunktion ist. Es erstaunt daher nicht, dass
Gleichung (4.1) ebenfalls durch eine Exponentialfunktion gelost wird.

Um einige Eigenschaften der Geometrischen Brownschen Bewegung leicht ablesen zu
konnen, wird die Transformation H (¢) = In S(¢) durchgefiihrt. Die zeitliche Entwick-
lung von H (¢) wird wieder durch eine stochastische Differentialgleichung beschrieben,
die sich aus derjenigen fiir S(¢) durch Anwendung des Ité-Lemmas (vgl. Abschnitt
1.2.9) ergibt:

dH(t) = (a - %(72) dt + o dW (t). (4.2)

Die Lésung dieser stochastischen Differentialgleichung ist gegeben durch

S(t) = S(0) exp { (a - %(72) t+ UW(t)} (4.3)

mit W(t) ~ i.i.d. N(0,t) (vgl. Neftci [87], S. 254 ff.). Aus Gleichung (4.2) folgt auch,
dass die logarithmischen Kursdnderungen dH () und damit die Renditen unabhingig
und identisch verteilt sind.

Anhand dieser Gleichungen kénnen der bedingte Erwartungswert und die bedingte
Varianz von H (¢) respektive In S(¢) abgelesen werden:

ElnS(t) | InS(0)] = InSO)+ (a - %0’2) t, (4.4)

var[ln S(t) | InS(0)] = o*t. (4.5)

Bedingter Erwartungswert und bedingte Varianz sind lineare Funktionen der Zeit,
das heisst der Prozess fiir In S(¢) ist nicht stationdr (vgl. J. P.Morgan [65], S. 52).
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Weiterhin lassen sich Aussagen tiber die Verteilung von In S(t) machen. So ist In S(¢)
normalverteilt mit obigem Erwartungswert und Varianz, das heisst

InS(t) ~ N (lnS(O) + at — %Uzt,azt) . (4.6)

Dies impliziert fiir die Log-Rendite r(t) = In S(t) — In S(0) ebenfalls eine Normalver-
teilung:

r(t) ~ N (at — %Uzt,az t) : (4.7)

4.1.2 Optionspreismodell

Dieser Abschnitt behandelt die Ableitung des Optionspreismodells unter der Annah-
me, dass sich die Aktienkurse oder andere der Option zugrundeliegende Instrumente
gemiss der Geometrischen Brownschen Bewegung entwicklen. Zu den Optionspreisfor-
meln gelangt man auf zweierlei Arten, zum einen iiber die Herleitung einer partiellen
Differentialgleichung, zum anderen iiber einen Martingalansatz, dem heute eher tibli-
chen Weg in der Finanzmathematik. Beide Konzepte bilden die Grundlage fiir die
Bewertung von Derivaten in den nachfolgend zu diskutierenden Modellen. Desweite-
ren wird erldutert, was unter einer risikoneutralen Bewertung zu verstehen ist.

Die partielle Differentialgleichung von Black und Scholes

Die Herleitung einer Optionspreisformel, wie sie durch Black und Scholes vorgenom-
men wurde, beruht auf einer Reihe von Annahmen, die teilweise eine sehr starke
Vereinfachung der Realitét darstellen. Black selbst Ausserte sich zu diesen Annahmen
folgendermassen: ,,I sometimes wonder why people still use the Black—Scholes formula,
since it is based on such simple assumptions — unrealistically simple assumptions® (zi-
tiert in Going [52]). Gerade diese Annahmen fiihren aber auf eine erstaunlich einfache
Optionspreisformel, was deren weite Verbreitung sicherlich geférdert hat. Nachfolgend
seien diese Annahmen kurz erlautert (vgl. Wilmott et al. [116], S. 41 f.):

1. Die Dynamik des Aktienkurses sei durch eine Geometrische Brownsche Bewe-
gung beschrieben. Dies stellt die fundamentale Annahme dar.

2. Es existiere ein risikoloser Zinssatz 7, zu dem unbegrenzt finanziert und in-
vestiert werden kann (Soll- gleich Haben—Zins). Die Volatilitit o sei iiber die
Laufzeit der Option konstant.

3. Es erfolgen keine Dividendenzahlungen.
4. Steuern und Transaktionskosten werden nicht beriicksichtigt.

5. Es existieren keine Arbitragemoglichkeiten, das heisst alle risikolosen Portfolios
erzielen dieselbe Rendite.
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6. Das der Option zugrundeliegende Instrument kann jederzeit in beliebigen Ein-
heiten (nicht unbedingt ganzzahligen Einheiten) gehandelt werden. Leerverkiufe
seien moglich.

7. Unterstellt wird eine européische Option, das heisst die Ausiibung ist nur am
Verfalltag moglich.

Es sind vor allem zweil dieser Annahmen, die Anlass zur Kritik geben. Die erste
Annahme, die in Frage gestellt werden kann, 1st die Modellierung der Aktienpreisdy-
namik. Als Alternativen hierzu werden in dieser Arbeit weitere Modelle vorgestellt.
Die zweite dieser Annahmen betrifft die Volatilitit, die eine zentrale Rolle in den Op-
tionspreisformeln von Black und Scholes einnimmt. Sie wird bei der Geometrischen
Brownschen Bewegung als zeitlich konstant angenommen. Daher werden in der Lite-
ratur als Alternativen zeitabhingige Modellierungen fiir die Volatilitit vorgeschlagen

(vgl. Abschnitt 3.2).

Fiir die Ableitung der Optionspreisformeln sei der Wert der Option in Abhéngigkeit
vom Aktienkurs S(¢) und der Zeit ¢ mit V(S,t) bezeichnet (vgl. Neftci [87], S. 237 ff.
und S. 254 ff., Wilmott et al. [116], S. 42 ff.). Wird die Dynamik der Aktienkurse
durch die Geometrische Brownsche Bewegung (4.1) bestimmt, so kann mit Hilfe des
Ito-Lemmas die Dynamik der Optionspreise angegeben werden (vgl. [116], S. 42):

AV (S, 1)

Tiog = vt v (4.8)
mit
0, = 2GS HaSTH G (4.9)
V(S,1)
oV
oy = ;fsf_i) . (4.10)

dV(S,t)/V(S,t) ist das Verhiltnis der Anderung des Optionspreises dV und dem Op-
tionspreis V und somit als Rendite zu interpretieren. Es handelt sich bei der Dynamik
fiir V(S,t) um einen Diffusionsprozess mit etwas komplizierteren Koeffizienten als bei
der Aktienkursdynamik. Die Idee von Black und Scholes bestand nun darin, ein Port-
folio zu konstruieren, bestehend aus einer Aktie mit Anteil wq, einer Option auf diese
Aktie mit Anteil ws und einer risikolosen Anlage mit Anteil w3 am Gesamtportfolio.
Fiir die Anteile w; gilt: 2?21 wj = L.

Auch fiir die Dynamik des Portfoliowertes P(t) kann die Zeitentwicklungsgleichung
angegeben werden (vgl. [116], S. 43):

aP(t) _
W =apdt+opdW (1) (4.11)
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mit

ap = wia+ weay + wzr = wi(a— )+ walay —7) + 1, (4.12)

Op = W0+ Weoy, + W30, . 4.13)

Dabei ist die Volatilitdt ¢, des risikolosen Zinssatzes r gleich Null, da es sich um
eine risikolose Anlage handelt. Geméiss Gleichung (4.11) setzt sich die Portfoliorendi-
te zusammen aus der erwarteten Rendite im Zeitintervall ap dt und einer zufélligen
Komponente op dW (), die als unsicher, das heisst risikobehaftet zu betrachten ist.
Durch geeignete Wahl der Anteile w; und wa lasst sich dieses Portfolio risikolos ge-
stalten beziehungsweise der Zufall ,ausschalten“. Man wihle daher wy = w] und
wy = w} so, dass

op=wjot+wio, =0. (4.14)

Das risikolose Portfolio erzielt dann die Rendite ap. Diese Rendite muss gleich dem

risikolosen Zinssatz r sein: ap = r. Die Begriindung hierfiir liefert das No-Arbitrage-

Argument. Falls ap > r ist, wiirde ein Investor sich Geld zum Zinssatz r lethen und

ins Portfolio investieren. Falls ap < r, wiirde er dagegen Geld zum Zinssatz r anlegen.

Das Vorhandensein solcher Arbitragemdoglichkeiten fiihrt dazu, dass sich die Renditen

durch Marktmechanismen angleichen. Aus Gleichungen (4.12) und (4.13) folgt dann
ay—1r  a-—r

= . (4.15)

Oy c

Einsetzen dieser Beziehung in die Gleichungen fiir o, und o fiihrt auf die parabo-
lische partielle Differentialgleichung von Black und Scholes (vgl. Black und Scholes
[11], Neftci [87], S. 255):

2
12 @V(S,0)  9V(S,0) | o OV(S1)

2 95?2 ot as

—rV(S,t)=0. (4.16)

Es handelt sich hierbei um einen Spezialfall der aus der Physik bekannten Differen-
tialgleichung der Warmeausbreitung und Diffusion in einem Medium (vgl. Bronstein

und Semendjajew [20], S. 476).

Zuséatzlich sind zur Losung der Differentialgleichung Rand— und Anfangsbedingungen
zu stellen. Fiir eine europdische Call-Option V(S,t) = C(S,t) ist als Bedingung fiir
den Verfallzeitpunkt 7'

C(S,T) = max{S(T) — K,0}

zu fordern, fiir einen europiischen Put V(S,t) = P(S,)
P(S,T) = max{K — S(7),0},
wobei K jeweils den Ausiibungspreis bezeichnet.

Partielle Differentialgleichungen vom Typ der Differentialgleichung (4.16) lassen sich
mittels numerischer Verfahren approximativ lésen (vgl. als Einfithrung Neftci [87],
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S. 268 ff.). Bei den gegebenen Randbedingungen existiert aber auch eine analytische
Losung. Es ergibt sich (vgl. Black und Scholes [11], Neftci [87], S. 255)

C(S,t) = SN(d)—Ke " T N(dy), (4.17)
P(S,t) = S(N(d)—1)—Ke " T (N(dy) — 1), (4.18)

wobel

(1)  N(d)= J%/_ooe_l/w dx |
_ In(S/K) + (r+ 1/20*)(T —t)

oI —1 ’
(3) dz:dl—U\/T—t.

Durch Angabe anderer Randbedingungen lassen sich weitere Typen von Optionen
bewerten. Fiir amerikanische Optionen, das heisst fiir Optionen, die jederzeit vor dem
Verfall ausgeiibt werden kénnen, existiert ebenfalls eine geschlossene Losung (vgl. Hull
[60], S. 259). Fiir exotische Optionen kann zumindest eine numerische Losung berech-
net werden (vgl. Neftci [87], S. 263 ff.). Eine Erweiterung der Black—Scholes—Formel
fiir européische Optionen auf kontinuierliche und diskrete Dividendenzahlungen ist

ebenfalls méglich (vgl. Wilmott et al. [116], S. 90 ff.).

(2) &

Risikoneutrale Bewertung

Erstaunliches Ergebnis der Black—Scholes-Analyse ist, dass in Gleichung (4.16) und
in deren Losungen keine Grossen eingehen, die durch die Risikoeinstellung eines Inve-
stors beeinflusst werden. Die Grossen Aktienkurs, Zeit, Volatilitdt und Zinssatz hingen
nicht von der Préferenz des Anlegers ab, wohl aber die erwartete Rendite. Diese geht
aber gerade nicht in die erwdhnten Gleichungen ein.

Daraus ldsst sich folgender Gedankengang ableiten (vgl. Hull [60], S. 239 ff.). Die Risi-
kopréferenz geht nicht in die partielle Differentialgleichung ein und beeinflusst damit
auch nicht deren Losung. Man kann also jede beliebige Art der Risikoeinstellung fiir
einen Investor unterstellen. Die einfachste Annahme ist, dass alle Investoren risiko-
neutral sind. Man befindet sich also in einer ,risikoneutralen Welt“. Dies hat zwei
Konsequenzen. Erstens muss die erwartete Rendite einer Investition gleich dem risi-
kolosen Zinssatz sein, da ein Anleger keine Risikopramie fordert. Zweitens ergibt sich
der Gegenwartswert einer zukiinftigen erwarteten Rendite durch Abzinsen derselben
mit dem risikolosen Zinssatz als Diskontierungssatz.

Martingalansatz

Ein steigendes Interesse an Optionen und deren Bewertung hat dazu gefiihrt, dass sich
auch die Mathematik vermehrt mit der Bewertung von Derivaten befasst. In der mo-
dernen Finanzmathematik wird heute allerdings ein anderer Ansatz, der sogenannte
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Martingalansatz, gewéhlt, um zur Black—Scholes—Formel zu gelangen (vgl. Campbell
et al. [26], S. 354 f., Neftci [87], S. 305 ff.). Dieser Ansatz hat auch fiir alternative
Optionspreismodelle Bedeutung und wird deshalb hier eingefiihrt.

Als Annahmen fiir die Bewertung einer europiischen Option gelten die auf Seite 66
geschilderten. Insbesondere wird die Geometrische Brownsche Bewegung fiir die Ak-
tienkursdynamik unterstellt.

Der Wert der Option V(S,T) zum Verfallzeitpunkt 7T ist eine zufillige Grosse. Dies
liegt daran, dass der Aktienkurs als Zufallsvariable modelliert wird und dieser Kurs
am Verfalltag zu einem fritheren Zeitpunkt noch ungewiss ist. Fiir den Wert einer
Call-Option zum Zeitpunkt 7T gilt

C(S,T) = max{S(T) — K,0}, (4.19)

fiir einen Put

P(S,T) = max{K — S(T),0} . (4.20)

Es sind dies gerade die Randbedingungen der Differentialgleichung von Black und
Scholes.

Der Wert der Option zu einem fritheren Zeitpunkt ¢ < 7' ergibt sich dann durch
(zeitkontinuierliche) Abzinsung des bedingten Erwartungswertes von Gleichung (4.19)
beziehungsweise (4.20) mit dem risikolosen Zinssatz r. Fiir einen Call ist

C(8,t) = Eple™" T max{S(T) — K,0}|5(t)] (4.21)

zu bestimmen. Die Uberlegungen fiir einen Put verlaufen analog und werden daher
nicht weiter verfolgt. Als Wahrscheinlichkeitsmass P wird die bedingte Verteilung
von S(t) gemiss Geometrischer Brownscher Bewegung verwendet. Danach ist S(T)
lognormalverteilt mit bedingtem Erwartungswert

Ep[S(T)|S(t)] = S(t) e*T~1). (4.22)

Dies hat wichtige Konsequenzen fiir den abgezinsten Preisprozess S(t) e="". So ist der
abgezinste bedingte Erwartungswert von S(77) unter dem Mass P gegeben durch

Eple ™ T~ 8(T)|S(t)] = S(t) el (T=t) (4.23)

Fiir o > r ist dies ein Submartingal, fiir & < r ein Supermartingal. Aus Gleichung
(4.23) folgt, dass die erwartete Rendite nicht unbedingt gleich dem risikolosen Zins-
satz i1st. Dies stellt einen Widerspruch zur Annahme einer risikoneutralen Welt dar,
in welcher alle Anlagen die gleiche risikolose Verzinsung ergeben miissen.

Dieser Widerspruch wird durch den Ubergang zu einem neuen Wahrscheinlichkeits-
mass P* aufgeldst, welches sicherstellt, dass die Bedingung einer risikoneutralen Welt
erfiillt 1st. Mathematisch gesehen wird der Ubergang von Mass P zu Mass P* durch
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das Girsanov-Theorem beschrieben (vgl. Neftci [87], S. 290 ff.), was im vorliegen-
den Fall durch eine Ersetzung von « durch den risikolosen Zinssatz r erfolgt. Die
adjustierte Aktienkursdynamik ist also gegeben durch eine Geometrische Brownsche
Bewegung, bei der der Drift o .S durch r S ersetzt wird.

Das Mass P* lasst sich durch die bedingte Verteilung von S(7T) charakterisieren. Es
handelt sich um eine lognormale Verteilung mit bedingtem Erwartungswert

Ep-[S(T)|S(1)] = S(t) e T=1 (4.24)
Fiir den diskontierten Preisprozess S(t)e™" " gilt unter diesem Mass
Epe[e= =0 S(1)[S(0)] = S(1) (4.25)

das heisst es handelt sich nun um ein Martingal. Das adjustierte Mass P* wird deshalb
auch als dquivalentes Martingalmass bezeichnet und die hier vorgestellte Bewertungs-
technik bezieht ihren Namen aus dieser Eigenschaft. Die erwartete Rendite ist somit
gleich dem risikolosen Zinssatz.

Der Wert der Call-Option ergibt sich nun als Erwartungswert beziiglich dem Mass
P

C(8,1) = Ep[e7" T~ max{S(T) — K,0}|S()]. (4.26)
Soll die Option zum heutigen Zeitpunkt ¢ = 0 bewertet werden, ist der zugehdrige

Aktienkurs S(t = 0) bekannt und der bedingte Erwartungswert in Gleichung (4.26)
kann durch einen unbedingten Erwartungswert ersetzt werden:

CS,t=0) = BEp[e="" max{S(T) - K,0}]
_ /_ O; T max{S(T) — K,0} f(y(T)) dy(T)  (4.27)
mit
fy(T)) = ﬁ exp {_2012T (y(T) - (r - %az) T)Z} (4.28)
und

S(T) = S(0)e¥ ™).

Die Zufallsvariable Y (T') ist dabei normalverteilt mit Erwartungswert (r — 1/26%)T
und Varianz o2T. Alle weiteren Berechnungen stellen Integrationen dar und miinden
in den bereits bekannten Black—Scholes-Formeln (vgl. Neftci [87], S. 306 ff.). Im {ibri-
gen kann gezeigt werden, dass die Herleitung der Optionspreisformel iiber eine par-

tielle Differentialgleichung und der Martingalansatz dquivalent sind (vgl. Neftci [87],
S. 311 ff.).

Die Analyse von Black und Scholes iiber eine partielle Differentialgleichung ist sicher-
lich der 6konomisch anschaulichere Weg zur Herleitung von Optionspreisformeln. So
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sind zum Beispiel Portfolios zu bilden und Arbitrageargumente einzusetzen. Schwierig
ist allerdings der Zugang zu partiellen Differentialgleichungen. Der Martingalansatz
st dagegen mathematisch eleganter. Problempunkt ist hier das Auffinden des dqui-
valenten Martingalmasses P*. In diesem Sinne kann keiner der Ansétze dem jeweils
anderen vorgezogen werden.

4.1.3 Parameterschitzung

Zunidchst wird das allgemeine Vorgehen zur Parameterschidtzung in zeitkontinuier-
lichen Modellen vorgestellt. Es handelt sich dabei um das Konzept der Maximum-—
Likelihood—Schétzung. Auf dieser Grundlage kénnen anschliessend die Parameter ei-
nes speziellen Modells geschitzt werden. Die Ausfiihrungen orientieren sich an Camp-

bell et al. (vgl. [26], S. 356 ff.)

Allgemeines Vorgehen in zeitkontinuierlichen Modellen

Als Ausgangspunkt wird eine allgemeine stochastische Differentialgleichung als Modell
fiir die Dynamik des Aktienpreises S(t) betrachtet:

dS(t) = b(S(t), ;) dt + a(S(t), 1; B) dW (1) (4.29)

mit dW(t) ~i.i.d. N(0,dt). Die Koeffizientenfunktionen a und b hingen dabei unter
anderem von den zu schéitzenden Parametern a und 3 ab. Diese werden zum Pa-
rametervektor 8 = («, 3)’ zusammengefasst. Zur Vereinfachung wird angenommen,
dass die Koeffizientenfunktionen nur vom aktuellen Kurs S(¢) abhingen, das heisst
die Lésung der Differentialgleichung ein Markov—Prozess ist.

Gesucht ist eine Schitzung 6 fiir den Parametervektor 8. Dazu wird die Maximum-—
Likelthood—Methode angewandt. Zu diesem Zweck liege eine Stichprobe Sy, ..., S,
beziehungsweise Sy,, ..., S, von n+ 1 Kursen zu den Zeitpunkten g, ... ¢, vor.

Die zugehorige Dichtefunktion f(So, .. .,.5,;6) kann wegen der geforderten Markov—
Eigenschaft auch als Produkt der marginalen Dichte f(Sp;8) von Sy und den Uber-
gangswahrscheinlichkeiten f(Sk,%x|Sk-1,%x-1;6) (k =1,...,n) geschrieben werden:

f(So,...,5n;8) = f(S0;0) H F(Sk, tr|Sk_1,tk_1;8). (4.30)
k=1
Aus Gleichung (4.30) ldsst sich die Log-TLikelihood-Funktion
InL(@) = In{f(So,...,Sn;6)}
= Info(So;0) + > Inf(Sk, telSko1,te—1;6) (4.31)
k=1

ableiten. Dies fiithrt auf den Maximum-Likelihood—Schéatzer
6 = maax{lnL(H)} : (4.32)
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Uber die statistischen Eigenschaften dieses Schitzers lasst sich folgendes aussagen.
Unter schwachen Regularititsbedingungen gilt, dass 8 konsistent und asymptotisch
normalverteilt ist, das heisst fiir n — oo gilt

Vi (8- 6) ~ N(0,171(8))

mit Informationsmatrix

1(6) = lim —F

n—od

10?1n L(6)

n 06 06
Unter die erwdhnten Regularitdtsbedingungen fallt insbesondere die Forderung eines
stationaren stochastischen Prozesses.
Der obige Zusammenhang besagt unter anderem, dass fir n — oo var[@] R~
1/n I=1(8). Die Informationsmatrix I(8) ldsst sich durch

2
ie)= - Lk
n 06000 |g_p

schitzen. Eine Maximum-Likelihood—Schétzung ist nur dann méoglich, wenn die Log—
Likelihood—Funktion in geschlossener Form darstellbar ist, was im wesentlichen von
der Gestalt der Koeffizientenfunktionen abhéngt. Es ldsst sich eine Bedingung an-
geben, ob eine Maximum-Likelihood—-Schatzung méglich ist oder nicht. Folgt die
Dynamik von S(t) der stochastischen Differentialgleichung (4.29) und handelt es
sich dabei um einen Markov—Prozess, so kann fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit
F(S(),t]S(t0),to) (t > o) eine zur stochastischen Differentialgleichung dquivalen-
te Differentialgleichung aufgestellt werden, die sogenannte Fokker—Planck—Gleichung
(vgl. Honerkamp [58], S. 86):

0f(S(1), tS(t0) to) _ _ Haf(S(t).21S(t), b)) | 1 O*(6" F(S(1), 1S (tn), to)) (4.33)
ot N as 2 95?2 '
mit Anfangbedingung f(S(?),%|S(to),t0) = (S(t) — S(tg)), wobei & die Dirac—
Delta-Funktion bezeichnet. Ist die Differentialgleichung (4.33) explizit losbar, ist eine
Maximum-Likelthood-Schatzung méoglich.

Parameterschiatzung bei der Geometrischen Brownschen Bewegung

Die Geometrische Brownsche Bewegung ergibt sich aus der stochastischen Differenti-
algleichung (4.29), wenn fiir die Koeffizientenfunktionen die Spezifikationen

a(St), ;) = aS(¥)
b(S(1),1:8) = o S(1)

gewdhlt werden. Zu schétzen sind der Drift a und die Volatilitit ¢ beziehungs-
weise fiir den Prozess fiir InS(¢), der im folgenden betrachtet wird, der Parameter
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p = (a—1/20%) (vgl. Gleichung (4.1)).

Beim Prozess In S(¢) handelt es sich allerdings um einen nichtstationdren stochasti-
schen Prozess, so dass die im vorigen Abschnitt erwidhnten Regularitédtsbedingungen
nicht erfiillt sind. Die Log—Renditen bilden dagegen einen stationiren Prozess. Zur
Schitzung des Parametervektors 6 bildet man daher zunéchst eine Stichprobe der
Log-Renditen r; = ry, = In Sy, /In Sy, _, und verwendet diese fiir eine Maximum-
Likelihood-Schiitzung. Die Renditen sind normalverteilt, r ~ N(uAt, 0?At) mit
At = (t, — tg)/n), wodurch die Log-Likelihood-Funktion bei gegebener Stichpro-
be r1,...,r, gegeben ist durch

n

1
In L(Br1, ... 1) = _g In(2mo” ML) = 5 3 (ke = pA)”. (4.34)
k=1

Die Maximum-Likelihood—Schitzer fiir g und o2 sind schliesslich gegeben durch

. 1 Zn
k=1
1 n
2 4 . 9
o= kg_l(rk AAL)” . (4.36)

Ein grosser Vorteil der Geometrischen Brownschen Bewegung ist darin zu sehen, dass
diese Schitzer in geschlossener Form darstellbar sind. Die Parameterschiatzung ist
somit ohne die Anwendung eines numerischen Verfahrens zur Maximierung der Log—
Likelihood—Funktion moglich.

4.1.4 Simulationsmodell

Bereits im vorigen Abschnitt wurde implizit zur Parameterschétzung eine zeitdiskrete
Formulierung der stochastischen Differentialgleichung (4.1) verwendet. Fiir numeri-
sche Simulationen lassen sich zeitkontinuierliche stochastische Differentialgleichungen
ebenfalls nicht verwenden. Es wird eine zeitdiskrete Approximation bendétigt. Die ein-
fachste Approximation dieser Art ist die Euler—Approximation (vgl. Abschnitt 1.2.8).

Ausgangspunkt bildet die allgemeine stochastische Differentialgleichung (4.29).
Zunichst wird die Zeit vom Startpunkt ¢y bis zum Endzeitpunkt 7" in N dquidistante
Abschnitte partitioniert: At = (T — tg)/N. Es ergibt sich eine Folge von dquidistanten
Zeitpunkten ¢; (i = 1,..., N). Als diskrete Approximation S; fiir den kontinuierlichen
Prozess schreibt man

Styar — Se = b(Se, t;a) At + a(Sy, 15 3) AW, (4.37)

wobei AW, ~ i.i.d. N(0, At). Fiir den Wert des Prozesses im Zeitschritt von ¢ auf
t + At ergibt sich

St-I—At = St —|— b(St,t,O[) At—i— G(St,t,ﬁ) AWt .
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Mit Hilfe dieser Gleichung, im folgenden auch als Simulationsmodell bezeichnet, 1&sst
sich aus den bekannten Werten zum Zeitpunkt ¢ und einer Realisierung einer nor-
malverteilten Zufallsvariablen der Wert des Prozesses zum darauffolgenden Zeitpunkt
bestimmen.

Fiir die Geometrische Brownsche Bewegung nimmt das Simulationsmodell die Gestalt
St+At = St + St At + 0o St AWt (438)

an. In einer Simulation sind fiir die Parameter a und o deren Maximum-Likelithood—
Schitzungen einzusetzen.

4.2 Sprung-Diffusions—Prozess nach Merton

Von Robert Merton wurde vorgeschlagen, die Dynamik der Aktienkursentwicklung
durch ein Modell zu beschreiben, welches sich aus zwei Komponenten zusammensetzt
(vgl. Merton [84], S. 309 ff.). Eine erste Komponente soll ,normale“ Anderungen im
Aktienkurs beschreiben. Ursachen fiir diese Anderungen kénnen durch kurzfristige
Ungleichgewichte in Angebot und Nachfrage auf dem Aktienmarkt, durch Anderun-
gen in den 6konomischen Erwartungen oder durch das Eintreffen neuer Informationen,
die den gesamten Markt betreffen aber nur geringe Kurskorrekturen nach sich ziehen,
verursacht sein. Insgesamt sollen die ,normalen® Schwankungen nur zu marginalen
Kursédnderungen fiihren. Dieser Teil des Prozesses wird daher durch eine Geometri-
sche Brownsche Bewegung modelliert, die den Diffusionsanteil des Gesamtprozesses
charakterisiert.

Ein zweiter Teil der Dynamik soll ,anormale“ Anderungen beriicksichtigen. Dabei
handelt es sich um neue, sehr wichtige Informationen, deren Eintreffen nicht mehr
nur zu marginalen, sondern zu deutlichen Kursdnderungen fiihrt. Solche Informatio-
nen sind in der Regel als unternehmensspezifisch angenommen, das heisst sie betreffen
nicht den Gesamtmarkt. Dieser zweite Anteil an der Gesamtdynamik der Aktienkur-
se wird durch einen Poisson—Prozess modelliert, der dafiir sorgt, dass zu zufélligen
Zeiten Ereignisse eintreten, die einen grossen Kurssprung verursachen. Dies ist dann
der Sprung—Anteil des Prozesses.

Setzt man beide Komponenten zum sogenannten Sprung-Diffusions—Prozess zusam-
men, ergeben sich ruhige Phasen, in denen keine neue Informationen eintreffen, und
sehr unruhige Phasen, die durch das Eintreffen solcher Informationen gepriagt sind.
Die Lange dieser Phasen ist von rein zufélliger Natur.

Fiir das Auftreten solcher Poisson—Spriinge gibt es empirische Evidenz. Ball und To-
rous [4] haben signifikante Spriinge in den Renditen von US-amerikanischen Aktien
entdeckt. Jorion [69] fand solche Spriinge in verschiedenen Wechselkursen. Eine Ar-
beit, die sich mit der Existenz von Poisson—Spriingen auf dem schweizerischen Aktien—
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und Optionenmarkt auseinandersetzt und diese auch signifikant nachweist, ist dieje-
nige von Bruand [21].

Im Gegensatz zur Geometrischen Brownschen Bewegung ergeben sich im Modell des
Sprung-Diffusions—Prozesses Renditeverteilungen, die breitere Enden besitzen als die-
jenige der Normalverteilung. Eine bessere Approximation empirischer Renditevertei-
lungen sollte folglich méglich sein.

Gegliedert ist dieser Abschnitt folgendermassen. Zunéchst wird das Modell fiir
die Aktienkursdynamik vorgestellt, anschliessend wird die Ableitung einer Options-
preisformel fiir européische Optionen diskutiert. Es schliesst sich das Vorgehen bei
der Parameterschitzung an, wobei auf das numerische Verfahren zur Maximierung
der Log-Likelihood—Funktion besonders eingegangen wird. Schliesslich wird ein Al-
gorithmus zur Monte—Carlo—-Simulation des Modells entwickelt. Die Ausfithrungen
der folgenden Abschnitte zum Sprung-Diffusions—Prozess beruhen auf Kapitel 9 in
Merton [84].

4.2.1 Die stochastische Differentialgleichung und ihre Eigen-
schaften

Die Geometrische Brownsche Bewegung wurde bereits ausfiihrlich diskutiert, so dass
zunichst eine Diskussion des Poisson—Prozesses erfolgt, bevor beide Teile zusammen-
gefiigt werden. Das Eintreffen neuer Information soll unabhingig und identisch ver-
teilt sein, das heisst einzelne Poisson—FEreignisse werden stochastisch unabhingig an-
genommen. Ein Sprung um Eins in einem kleinen Zeitintervall d¢ wird durch eine
Zufallsvariable d¢(t) mit Wahrscheinlichkeitsverteilung

P(dg(t) = 0) = 1 — Adt,
P(dq(t) = 1) = Adt (4.39)

modelliert. Dieser Prozess ergibt sich aus einem Poisson—Prozess wie in Abschnitt
1.2.5 und 1.2.8 beschrieben. Der Poisson—Prozess determiniert, ob in einem bestimm-
ten Zeitintervall ein Sprung eintritt. Noch festzulegen ist, zu welchen Kursdnderungen
dieser Sprung fiihrt. Tritt im Zeitintervall df ein Sprung ein, so fiihrt dieses Ereig-
nis zu einer durch eine Zufallsvariable ¥ modellierten Kursanderung von S(t) auf
S(t 4+ dt) = S(t)Y. Die Ausprigungen von Y bei verschiedenen Spriingen werden als
stochastisch unabhéngig und identisch verteilt angenommen. Die Verteilung von Y
st zunéchst nicht genauer spezifiziert.

Zusammengefasst ldsst sich folgende stochastische Differentialgleichung aufstellen
(vgl. Merton [84], S. 313):

ds(t

TE») — (0= \k)dl + o dW (1) + dg(t) (4.40)
Hierin bezeichnen o die erwartete Rendite und o? die Varianz der Rendite, falls
kein Sprung eintritt. Bei dWW(¢) handelt es sich um einen Wiener—Prozess, das heisst
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dW(t) ~ i.d.d. N(0,dt). dg(t) ist ein Sprung—Prozess nach Gleichung (4.39), wobei
dieser Prozess und der Wiener—Prozess als unabhéngig voneinander angenommen wer-
den. Die Grosse k ist definiert als der Erwartungswert der prozentualen Anderung des
Kurses, falls ein Sprung eintritt, das heisst k = E[Y — 1]. Die Parameter «, A, k und
o sind als zeitlich konstant angenommen. Gleichung (4.40) lasst sich in einer Form
notieren, die die Unterscheidung zwischen Eintreten und Nichteintreten eines Sprungs
besser herausstreicht:

(a = Ak)dt + o dW (1) falls kein Sprung
ﬁ(t) _ eintritt (4.41)
S@t) (a = Ak)dt+odW(t)+ (Y — 1) falls ein Sprung ° )
eintritt

Der Sprung-Diffusions—Prozess geht in die Geometrische Brownsche Bewegung iiber,

falls A =0 und damit dg¢(¢) = 0.

Die stochastische Differentialgleichung (4.40) kann explizit gelost werden (vgl. Merton
[84], S. 314). Fiir den Aktienkurs ergibt sich

S(t) = 5(0) exp { (a - "; - /\k) t+o W(t)} Y (n) (4.42)

mit W(t) ~ N(0,t) und
1 falls n =0
Yn) = { H;zle falls n > 1.

Die Y; sind ¢.2.d. und die Anzahl Spriinge n ist poissonverteilt mit Parameter A7.
Y (n) beschreibt daher die Gesamtinderung des Kurses aufgrund von n Spriingen im
Zeitintervall [0,1].

Aus der Losung (4.42) fiir die Aktienkurse l4sst sich ein Ausdruck fiir die Rendite (%)
ableiten:

r(t) = 1125((3)) - { (a - "; - /\k) i+ aW(t)} +1nY(n) (4.43)

0 falls n =0
¥ (n) = { Y iz InY; falls n>1.

Ebenso lassen sich bedingter Erwartungswert und Varianz von S(¢) bezichungsweise
In S(¢) angeben:

2
EllnS(#)|InS(0)] = InS(0)+ (a - % - /\k) t+ En InYj]

In S(0) + (a - %2 - /\k) t+ (A)E[nY;], (4.44)

var[ln S(t)|In S(0)] = o?t+wvar[n InY;]. (4.45)
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Die Verteilung der Zufallsvariablen Y ist noch zu wéhlen. Fiir die Annahme, dass
InY unabhingig und identisch normalverteilt mit Erwartungswert gy und Varianz
0% ist, lassen sich empirische Bestitigungen finden (vgl. Bruand [21], Jorion [69])
und, was besonders interessant ist, eine geschlossene Optionspreisformel angeben. Die
Indizes ,J“ zeigen an, dass es sich um Gréssen im Zusammenhang mit der Sprung—
Komponente handelt.

4.2.2 Optionspreismodell

Dieser Abschnitt behandelt die Ableitung einer Optionspreisformel fiir den Sprung-
Diffusions—Prozess (vgl. Merton [84], S. 314 ff.). Die Herleitung einer solchen Formel
wird durch das Vorhandensein der Sprung-Komponente erschwert. Fiir die Annahme
lognormalverteilter Sprunghdhen Y wird sich aber eine geschlossene Formel angeben
lassen. Die Annahmen, die dem Optionspreismodell zugrunde liegen, sind dieselben
wie bei der Black—Scholes—Analyse. Einzig die Kursdynamik wird nicht durch eine
Geometrische Brownsche Bewegung sondern durch einen Sprung-Diffusions—Prozess
beschrieben.

Der Wert der Option sei analog wie im Abschnitt 4.1.2 mit V' (S,t) bezeichnet. Aus
der Dynamik fiir S(¢) folgt die Optionspreisdynamik

dv(S;t

ﬁ =(ay — Aky)dt + o, dW(t) + dg, (t) . (4.46)
Dabei bezeichnen ay, die erwartete Rendite der Option und ¢? deren Varianz, falls
kein Sprung eintritt. dq, (¢) ist ein Sprung—Prozess analog Gleichung (4.39) und k.,
ist definiert durch &, = E[Y, — 1]. Die Koeflizienten ay und oy ergeben sich durch
Anwendung des Tt6-Lemmas (vgl. Abschnitt 1.2.8) auf Gleichung (4.40):

e 855 + (0 = M)STE + GF + AE[V(SY, 1) = V(S,1)] (4.47)
v o= V(S 1) S
US%
o . 4.4
d V(S,1) )

Der Prozess dg, (t) ist abhangig vom Prozess fiir die Aktie dg(t). Bei der Option tritt
nur dann ein Sprung auf, wenn bei der zugrundeliegenden Aktie ein solcher auftritt.
Trotz dieser Abhéngigkeit sind die Sprunghdhen Y, und Y nicht notwendigerweise
linear abhéngig, da die Funktion V' (.S, ) nicht linear in S sein muss.

Analog zur Black—Scholes—Analyse wird nun ein Portfolio gebildet, bestehend aus
einer Aktie (Anteil wy), einer Option auf diese Aktie (Anteil wz) und einer risikolosen
Anlage (Anteil ws). Fiir die Anteile w; gilt: 2?21 w; = 1. Wiederum lésst sich die
Dynamik des Portfoliowertes P(t) angeben:

dP(t)

T = (ap — Mkp) dt + o dW(E) + dgp(t) . (4.49)
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Dabei bezeichnen ap die erwartete Rendite der Option und o2 deren Varianz, falls
kein Sprung eintritt. dgp(¢) ist ein Sprung-Prozess analog Gleichung (4.39) und
ke = E[Ys — 1] ist der Erwartungswert der zufilligen prozentualen Anderung des
Portfoliowertes bei Eintritt eines Sprungs. Die Koeffizienten ap und o5 sind gegeben

durch

ap = wila—7r)+w(ay —7r)+7r, (4.50)
Op = W0+ Waoy . (4.51)

Die prozentuale Anderung Y — 1 setzt sich aus einer Anderung in der Aktie und einer
Anderung im Optionswert zusammen:

SY,t) — V(S,1)
V(S,1)

Ye—1l=w1 (Y = 1)+ ws ( (4.52)
In der Black—Scholes—Analyse wiirde man an dieser Stelle die Portfoliogewichte so
wahlen, dass 0, = wjo+wio, = 0 gilt, und damit das Portfolio risikolos wird. Durch
die Anwesenheit des Sprung—Prozesses dg,(t) wird das Portfolio hingegen selbst mit
w} und w3 nicht risikolos. Es kann gezeigt werden, dass keine Gewichte w} und w3 exi-
stieren, so dass das Risiko aus dem Portfolio verschwindet (vgl. Merton [84], S. 316).
Das ,,Sprung—Risiko“ bleibt bestehen.

Dass einzig die Sprung-Komponente als Unsicherheitsquelle verbleibt, erkennt man,
wenn die Gewichte analog zu Black—Scholes gew#hlt werden und der neue Portfolio-
wert P* betrachtet wird:

(ak — AkL) dt falls kein Sprung
dP*(t) eintritt (4.53)
Px(t) ) (o} = Akp)dt+ (Yr —1) falls ein Sprung ° ’
eintritt

Es verbleibt ein reiner Sprung—Prozess.

Aus Gleichung (4.47) und Gleichung (4.52) folgt fiir die prozentuale Anderung des

Portfoliowertes aufgrund eines Sprung—Ereignisses:

e e VYD) V(S 1) - PRI(SY — )
P TR V(S,1) '

(4.54)

Das No Arbitrage—Argument von Black und Scholes kann also nicht angewendet wer-
den. Ist die erwartete Rendite a, = g(S5,t) der Option als Funktion von S und ¢
bekannt, so kann eine Optionspreisformel abgeleitet werden. Aus Gleichung (4.47)
folgt, dass V(S,t) die gemischte Differential-Differenzengleichung

2
0 = 10_2528 V(S’t)

2 g5z T (o — Ak)
+AE[V(SY,t) — V(5,1)]

aV(S,1) V(5,1
S5 T a

—9(S,H)V(S,1)
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erfiillen muss. Solche Gleichungen sind analytisch schwer zu 16sen, in der Regel aber
mit Hilfe eines numerischen Verfahrens. Viel schwerwiegender ist aber die Tatsache,
dass die Kenntnis der erwarteten Rendite a der Aktie und der erwarteten Rendite
g(S,t) der Option verlangt ist. Beide Grossen spielen dagegen bei der Black—Scholes—
Lésung keine Rolle.

Die gemischte Differential-Differenzengleichung kann umgangen werden, wenn die
Giiltigkeit des Capital Asset Pricing Models (CAPM) und dessen Annahmen unter-
stellt werden (vgl. Campbell et al. [26], S. 181 ff.). Nach dem CAPM erwartet ein
Anleger bei einer Investition eine Rendite, die sich aus einem risikolosen Teil und
einem Teil zusammensetzt, der 1hn fiir das systematische Risiko entschidigt. Unter
systematischem Risiko werden Unsicherheiten in marktspezifischen, wirtschaftlichen,
politischen sowie marktpsychologischen Faktoren verstanden. Das unsystematische
Risiko liegt in firmenspezifischen Faktoren begriindet. Solche Risiken lassen sich durch
Diversifikation ausschalten, das heisst der Investor kann dafiir keine Entschidigung
verlangen. Im CAPM ist die erwartete Rendite einer Anlage r4 gegeben durch

ra =74 B(rsarke — 7).

Mit » wird die Rendite einer risikolosen Anlage, mit rpsq5¢ diejenige des gesamten
(Aktien—) Marktes bezeichnet. Der sogennannte -Faktor ergibt sich aus der Markt-
rendite rprq405¢ und der Rendite 74 der Anlage, in die investiert wird:
cov(ramarke, 74)
p= DN IMarktiTA)
OMarkt

Dieser Faktor kann iiber eine lineare Regression aus historischen Zeitreihendaten
geschétzt werden.

Wie in Abschnitt 4.2.1 gesehen, erfolgt die Modellierung der Aktienkursdynamik im
Sprung-Diffusions—Prozess iiber zwei Komponenten. Eine erste Komponente besteht
aus der Geometrischen Brownschen Bewegung und wandelt neue Informationen in
marginale Kursidnderungen um. Die zweite Komponente fithrt zu grésseren Kurs-
spriingen aufgrund bedeutender neuer Informationen. Es wird nun folgende wichtige
Annahme getroffen: bei diesen letztgenannten Informationen handele es sich aussch-
liesslich um firmenspezifische Information. Dies hat zur Konsequenz, dass sie praktisch
keinen Einfluss auf den Gesamtmarkt hat. Damit stellt die ,,Sprung-Komponente“ un-
systematisches Risiko dar, das heisst dieser Anteil ist unkorreliert mit dem Gesamt-
markt. In einer weiteren Annahme wird davon ausgegangen, dass diese Uberlegung
fiir alle Aktien eines Marktes Giiltigkeit hat.

Beim Portfolio mit Wert P*, bei dem die Gewichte w} und w3 nach Black und Scho-
les eingefiihrt wurden (vgl. Gleichung (4.53)), ist die einzige unsichere Grosse bezie-
hungsweise Risikoquelle die Sprung-Komponente. Aber nach den obigen Uberlegun-
gen handelt es sich dabei um unsystematisches Risiko, das heisst es gilt § = 0. Gilt
das CAPM, folgt daraus, dass die erwartete Rendite aller Anlagen mit verschwinden-
dem Beta gleich dem risikolosen Zinssatz sein muss: af = r. Aus Gleichung (4.50)
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folgt somit
wi(o—r)+wi(ay, —7)=0.

und
oy —T a—r

Oy c

Einsetzen in (4.47) liefert schliesslich die Gleichung

1,0 0°V(SY) B v (S,t) IV(S,t)
0 = 57 S —ggz +(r—Ak)S 35 + n rV(S,1)
+AE[V(SY,t) — V(S,1)]. (4.55)

Alle Gréssen, die erwartete Renditen darstellen (ausser dem risikolosen Zinssatz), sind
aus dieser Gleichung verschwunden. Fiir A = 0 ergibt sich zudem die Differentialglei-
chung nach Black und Scholes.

Fiir eine konkrete Option kénnen nun die Randbedingungen vorgegeben werden, zum
Beispiel fiir einen europaischen Call V(S,t) = C'(S,1):

C(S,T) = max{S(T) — K,0}.

Eine Losung der Differentialgleichung (4.55) verlangt dariiber hinaus die Kenntnis der
Verteilung von Y. Definiert man mit X,, eine Zufallsvariable, die dieselbe Verteilung
hat wie das Produkt von n unabhéngig und identisch verteilten Zufallsvariablen Y
(Xo = 1) und bezeichnet man mit Vps(S,t, K, 0% r) die Black-Scholes-Lésung, so ist
die Losung von (4.55) gegeben durch:

V(S,t) = i exp(—A(T — 1)) (A(T — 0))"

n!
n=0

"E[VBs(SXn exp(—=Ak(T — 1)), T, K, 0% 7)], (4.56)
was einer gewichteten Summe von Black—Scholes—Losungen entspricht.
Im Spezialfall einer Lognormalverteilung von Y, das heisst InY ~ N(uy,0%) ergibt

sich, dass X,, ebenfalls lognormalverteilt respektive In X,, normalverteilt ist mit Va-
rianz n 0. Zusitzlich definiert man zur Vereinfachung der Notation weitere Grossen:

_ noy
On = U%—i—T_t,
nIn(l + k)
n = - A4+ ————,
: : T
No= A(1+k).

Fiir k = E[Y —1] gilt k = exp{ps+1/2 0%} —1. Hier wurde o = o gesetzt, um besser
zwischen der Volatilitdt der Geometrischen Brownschen Bewegung und derjenigen des
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Sprunganteils unterscheiden zu kénnen. Als Optionspreis ergibt sich letztendlich

oQ

Vst =Y PN = )N T DN 67 K 62 1) (4.57)

n' YN

n=0

Diese Optionspreisformel wird im folgenden verwendet. Fiir deren numerischen Aus-
wertung muss die Fakultdt von n berechnet werden, was bei grosseren n (ungefahr
n > 60) auf Schwierigkeiten stosst. Die Fakultit liesse sich in diesem Fall zwar durch
die Stirling-Formel approximieren (vgl. Bronstein und Semendjajew [20], S. 103),
hier kann aber ein Umweg angewendet werden, der eine exakte Berechnung fiir n > 0
erlaubt:

exp(=N(T - ))(N(T = 1))"

n!

= exp {—/\/(T — )+ nln(=N(T —1t)) — anlni} .

Weiter muss fiir die Berechnung der unendlichen Reihe an geeigneter Stelle abgebro-
chen werden, dass heisst die verbleibenden unberiicksichtigten Glieder diirfen nur noch
verschwindende Beitrdge liefern. Mit n € [0,...,500] wird ein konservativer Ansatz
gewdhlt.

4.2.3 Parameterschitzung

Die Parameterschitzung beim Sprung-Diffusions—Prozess erfolgt analog wie bei der
Geometrischen Brownschen Bewegung nach dem Maximum-Likelithood—Prinzip.

Zunichst wird, ausgehend von der stochastischen Differentialgleichung (4.40), mit
Hilfe des Tto-Lemmas die Dynamik des logarithmierten Preisprozesses H (¢) = In S(¥)
bestimmt:

1 11
di(t) =dinS(t) = Z{(a—Ak)Sdt+SopdW (1)} - §§0'123 S?dt
+ {In(S+¢) —InS}dq(t)
=InY(n)
= (a — Ak — %0’%) dt + opdW(t) + InY (n) (4.58)

mit
0 falls n =0
¥ (n) = { Y iz InY; falls n>1.

Die Y; sind 7.2.d., n ist poissonverteilt mit Parameter A¢. Fiir die Verteilung von In Y}
wird angenommen, dass es sich um eine Normalverteilung handelt, das heisst InY; ~
N (pg,0%). Daraus folgt fiir die Verteilung von In Y (n): InY (n) ~ N(n py,no?).

Anhand der Gleichung (4.58) kann die Verteilung der Log—Renditen r(¢) = In S(¢) —

In S(0) abgelesen werden. ¢ bezeichne die Dichte der Normalverteilung, dann ist die
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Dichte f(r(t)) der Renditen r(¢) bestimmt durch

oQ

=At) (A"
oy = $: s
n=0 ’
~g0((a—/\k—%U%)t—l—nuj,aét—l—no"z]). (4.59)

Der Term exp(—At)(Af)" /n! stellt die Wahrscheinlichkeit dar, dass im Zeitintervall
[0,7] genau n Poisson—Ereignisse eingetreten sind. Zur Vereinfachung der Notation
definiert man noch pp = (—Ak— %0']23). Zu schétzen ist also der Parametervektor 8 =
(pB,0%, 1y, 0%, A) . Die Log-Likelihood-Funktion berechnet sich bei einer gegebenen
Stichprobe von Log—Renditen ry, ..., 7, mit At = (¢, — tp)/n zu

i 2L (AAL)” 1
InL(B|r1, ..., 7m) IHZ( ') > =
=1 = " VogAl+no;

{ l(ri_ﬂBAt_nﬂJ)z}}
eXp{ =3

O'JZB At + na?j

mAAL — % In(27) . (4.60)

Wieder muss die Summe iiber n an einer geeigneten Stelle abgebrochen werden. Fiir
den Fehler, den man dabei begeht, existiert eine Abschétzung (vgl. Jorion [69]). Das
Aufsummieren der ersten elf Summanden erzielt aber eine hinreichende Genauigkeit.

Die Maximierungsaufgabe

6= mgax{ln L(08)}

ist analytisch nicht 16sbar. Deshalb muss auf ein numerisches Verfahren zuriickgegrif-
fen werden. Fiir die Bestimmung von Extrema in mehreren Dimensionen existieren
verschiedene Verfahren (vgl. Press et al. [95], S. 340 ff.). Hier wird auf das soge-
nannte Newton—Raphson—Verfahren zuriickgegriffen. Es handelt sich dabei um die
verallgemeinerte Version des Newton—Verfahrens zur Bestimmung von Nullstellen in
einer Dimension. Fiir die Wahl dieser Methode sind mehrere Griinde anzufithren. Als
erstes ist sie einfach und vor allem numerisch stabil. Zudem werden in allen Ma-
ximierungsalgorithmen (partielle) Ableitungen benétigt. In vielen Verfahren werden
diese Ableitungen ebenfalls numerisch berechnet. Fiir die vorliegende Log—Likelihood—
Funktion kénnen die Ableitungen allerdings noch analytisch bestimmt werden, was
deren Verwendung nahelegt. Im folgenden wird kurz auf das implementierte Newton—
Raphson—Verfahren eingegangen.

Eine Maximierung von In L(8) = In L(pug, 0%, s, 03, A) verlangt die Bestimmung der
Nullstellen der Ableitungsfunktion von In L(8). Diese Funktion sei mit F(8) bezeich-
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net und definiert als

dlnL

pup Fl

F(9) = : = :
dlnL

X s

Sie bildet vom R® in den R® ab. Die Idee des Newton—Raphson—Verfahrens besteht
darin, die Funktion F in eine Taylor—-Reihe zu entwickeln:

F;(6 + 66) = F,(6) +Z%aaj +0((36)*) (4.61)

oder

F(0 +60) = F(6) + 366 + O((66)?) .
Mit J;; = gff; wird die Jacobi—-Matrix bezeichnet. Da F selbst schon eine Ableitung
von In L darstellt, sind in Gleichung (4.61) alle zweiten partiellen Ableitungen von
In L zu berechnen, was analytisch méglich ist. Terme der Ordnung O((66)?) und
hoher werden vernachlassigt. Im néchsten Schritt wird die Nullstelle von F(8 + §6)
bestimmt:

F@+4d0)=0 <— Jé0=-F(9).

Dabei handelt es sich um ein System von linearen Gleichungen fiir die Korrekturen
080, die die Funktionen F; ndher an Null heranfithren. Solch ein lineares Gleichungs-
system kann iiber eine LR~Zerlegung und anschliessendes Riickwirtseinsetzen gelost
werden (vgl. Bronstein und Semendjajew [20], S. 735 f., Press et al. [95], S. 34 ff.).
Es ergibt sich so ein neuer Vektor 8: 8., = B4t + 0. Dieses Vorgehen kann iterativ
solange durchgefiihrt werden, bis die gewiinschte Genauigkeit erzielt wird.

Bei der numerischen Lésung von Extremwertaufgaben kann nie ganz sichergestellt
werden, dass das Verfahren ein globales und nicht ein lokales Extremum liefert. Durch
die Wahl verschiedener Startvektoren fiir 8 kann diese Gefahr aber verringert werden.
Ebensowenig kann eine Konvergenz bei der numerischen Lésung von Extremwertauf-
gaben garantiert werden.

4.2.4 Simulationsmodell

Fiir eine Monte—Carlo—Simulation des Sprung-Diffusions—Prozesses wird wieder eine
Euler—Approximation der stochastischen Differentialgleichung (4.40) verwendet. Die
Zeitdiskretisierung At ergibt sich aus dem Startzeitpunkt ¢y, dem Endzeitpunkt der
Simulation 7" und der Anzahl Zeitschritte N: At = (T — tg)/N.

Zunichst wird der Sprunganteil, das heisst der Poisson—Prozess dg(t) betrachtet. Sei
mit Ag¢; dessen zeitdiskrete Formulierung bezeichnet. Um den Poisson—Prozess zu
simulieren, zieht man zunéchst eine in (0, 1] gleichverteilte Zufallszahl &;. &; liegt
mit Wahrscheinlichkeit AAt im Intervall (0, AA¢]. Tst &5 < AAt wird ein Sprung aus-
gefiihrt, andernfalls wird kein Sprung ausgefiihrt (vgl. Honerkamp [58], S. 115).
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Fir den Diffusionsanteil wird eine Euler-Approximation wie im Fall der Geometri-
schen Brownschen Bewegung verwendet. Die Euler—Approximation fiir den gesamten
Sprung-Diffusions—Prozess lautet dann

(F‘B + %0-128) At + og AW, falls Sprung — Ereignis
S =S +85,- nicht eintritt o
e T (1B + $0%) At+ op AW, falls Sprung — Ereignis
+HY - 1) eintritt

. (4.62)

wobei AW, ~ i.i.d. N(0, At). Zunichst wird also bestimmt, ob ein Poisson—Ereignis
eintritt, anschliessend wird {iber Gleichung (4.62) ein neuer Kurs berechnet. In Glei-
chung (4.62) wurde a — Ak durch pp + 1/20% ersetzt. So treten in diesem Simulati-
onsmodell nur Grossen auf, die auch geschitzt werden kénnen. Fiir die Zufallsvariable
Y wird wieder eine Lognormalverteilung verwendet, das heisst InY ~ N(uy, 0%).

Im Regelfall wird in empirischen Studien die Parameterschitzung auf Tagesbasis vor-
genommen, das heisst At = 1. Die geschétzten Gréssen diirfen aber nicht auf an-
dere Zeithorizonte skaliert werden, was die Grosse des Zeitschrittes in der Monte—
Carlo—Simulation auf die Zeitdiskretisierung der Parameterschiatzung fixiert. Bei der
Schitzung der Parameter kann allerdings der Fall eintreten, dass fiir A ein Wert grosser
als Eins geschétzt wird. Dies stellt insofern ein Problem dar, weil dann AA¢ beim dis-
kretisierten Poisson—Prozess Ag; mit At = 1 keine Wahrscheinlichkeit mehr darstellt.
Das bedeutet, dass die Zeitskala zu grob gew&hlt wurde, um die Dynamik des Pro-
zesses korrekt zu beschreiben. Konsequenz wére, die Zeitskala zu verringern. Da aber
in der Regel nur Tagesdaten zur Parameterschitzung zur Verfiigung stehen, ist dieses
Vorgehen praktisch nicht durchfithrbar. Dagegen spricht auch die Annahme, dass fiir
Intraday-Kurse ganz andere Preisprozesse wie fiir Tagesdaten verantwortlich sind.

Deshalb wird folgendes Vorgehen vorgeschlagen. Falls AAt < 1, wird obiges Verfahren
angewendet. Ist AA? > 1) wird zunéchst eine Realisierung einer poissonverteilten
Zufallsvariablen Z mit Erwartungswert E[Z] = AA¢ gezogen. Dazu stellt Numerical
Recipes eine Routine bereit, die auf der Verwerfungsmethode beruht (vgl. Press et
al. [95], S. 293 ff. und Anhang A.3). Dies ergibt die Anzahl Poisson—Ereignisse im

Zeitintervall [t, ¢ 4+ At]. Damit lisst sich das modifizierte Simulationsmodell

(45 + L02) At+ 05 AW, falls Sprung — Ereignis
nicht eintritt

(np + +0%) At+op AW, falls z Sprung — Ereignisse

+2 i (Yi— 1) eintreten

St+at = Sp+St- (4.63)

aufstellen. Natiirlich liesse sich letzteres Simulationsmodell auch fiir den Fall AA¢ < 1
einsetzen. Da aber das Aufrufen der externen Routine zur Erzeugung einer Realisie-

rung einer poissonverteilten Zufallsvariablen sehr zeitintensiv ist, wird eine Trennung
in die Falle AA? < 1 und AA? > 1 empfohlen.
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4.3 Die hyperbolische Verteilung als Modell fiir Ak-
tienrenditen

4.3.1 Einleitung

Die hyperbolische Verteilung wird zur Modellierung einer Vielzahl von empirischen
Verteilungen aus den unterschiedlichsten naturwissenschaftlichen Disziplinen, so zum
Beispiel der Geologie, Biologie, Astronomie oder der Stromungsmechanik in der Phy-
sik herangezogen. So konnte festgestellt werden, dass die Verteilung der Teilchengrosse
von Sandkoérnern, wie sie in Sanddiinen auftreten, sehr gut durch eine hyperbolische
Verteilung approximiert werden kann. Ahnliche Ergebnisse wurden fiir Sandablage-
rungen in Fliissen gefunden (vgl. Barndorff-Nielsen [7]). Ein sehr interessanter Anwen-
dungsfall der hyperbolischen Verteilung ist in der statistischen Mechanik zu finden.
So wird in der newtonschen statistischen Mechanik die Maxwellsche Geschwindig-
keitsverteilung eines idealen Teilchengases im wesentlichen aus der Normalverteilung
abgeleitet. Werden dieselben Berechnungen fiir die Einsteinsche relativistische Physik
angestellt, so ergibt sich als Geschwindigkeitsverteilung der Teilchen eine hyperboli-
sche Verteilung (vgl. Barndorff-Nielsen und Blasild [6], Barndorff-Nielsen [7]).

Mitte der neunziger Jahre wurde dann festgestellt, dass auch empirische Renditever-
teilungen von Aktien durch hyperbolische Verteilungen approximiert werden kénnen.
Insbesondere die breiten Enden empirischer Renditeverteilungen lassen sich besser be-
schreiben als dies zum Beispiel mit der Normalverteilung moglich ist. Entsprechende
Untersuchungen wurden fiir deutsche und dénische Aktien angestellt (vgl. Eberlein
und Keller [40], Eberlein et al. [41], Kiichler et al. [75], Rydberg [102], Rydberg [103]).
Ebenso konnte auf Grundlage der hyperbolischen Verteilung ein Modell zur Bewer-
tung von Optionen abgeleitet werden, was diese Verteilung umso interessanter werden
lasst (vgl. Eberlein und Keller [40], Eberlein und Jacod [39]). Deshalb erscheint eine
Untersuchung fiir den schweizerischen Aktienmarkt vielversprechend.

In diesem Abschnitt soll nun eine kurze Einfiithrung in die hyperbolische Verteilung
gegeben werden. Thre wichtigsten Eigenschaften und ihre Einordnung in eine grossere
Klasse von Verteilungen, der sogenannten verallgemeinerten hyperbolischen Vertei-
lung, werden diskutiert. Der stochastische Prozess, der im Zeitablauf hyperbolisch
verteilte Renditen generiert, wird vorgestellt. Ebenso werden die Grundziige des Op-
tionspreismodells skizziert. Als weiterer wichtiger Punkt im Hinblick auf eine empi-
rische Untersuchung wird schliesslich das Vorgehen bei der Schitzung der Parameter
der hyperbolischen Verteilung dargestellt.
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4.3.2 Die hyperbolische Verteilung

Die Dichtefunktion der eindimensionalen hyperbolischen Verteilung ist definiert als

(vgl. Barndorff-Nielsen und Blaesild [6])

B 0?32
o, 3,0, 1) = exp [ —ay/62 x— )2 r —
hup(ei, 8,0, = S b enp (o T =+ 5l )
(4.64)

wobeix € R, p € R, 4 >0, a > 0und a? > #%. Hierin bezeichnet K die verallgemei-
nerte Besselfunktion 3. Art mit Index 1. Die Bedeutung der Parameter «, 3, 6 und p
ist die folgende: o und G sind Parameter, welche die Form der Verteilung angeben. Je
grosser « ist, desto leptokurtischer ist die Verteilung. Der Parameter g ist ein Mass
fiir die Asymmetrie, wobei sich der symmetrische Fall fiir § = 0 ergibt. u gibt die
Lage der Verteilung an und 4 ist schliesslich ein Skalierungsparameter.

Die Bezeichnung hyperbolische Verteilung ergibt sich aus der Tatsache, dass der
natiirliche Logarithmus der Dichtefunktion eine Hyperbel (in mehreren Dimensionen
ein Hyperboloid) darstellt. Der natiirliche Logarithmus der Dichte einer Normalvertei-
lung stellt dagegen eine Parabel (in mehreren Dimensionen ein Paraboloid) dar. Diese
Eigenschaft deutet darauf hin, dass sich die hyperbolische Verteilung zur Beschrei-
bung der Fat Tails einer Renditeverteilung besser eignet als die Normalverteilung. Zur
Verdeutlichung ist in Abbildung 4.1 die Dichtefunktion, in Abbildung 4.2 der Loga-
rithmus der Dichtefunktion der hyperbolischen Verteilung mit Parametern o = 130.0,
B =10.0,6 = 0.007 und x = 0.0 aufgetragen. Gleichzeitig ist eine Normalverteilung
mit gleichem Erwartungswert und gleicher Varianz (p = 0.0, 02 = 0.000156) abgebil-
det.

Abbildung 4.1: Dichtefunktionen der Abbildung 4.2: Log-Dichtefunktionen

Normalverteilung und hyperbolischen der Normalverteilung und hyperbo-

Verteilung (Parameter siche Text). lischen Verteilung (Parameter siehe
Text).

Um ein besseres Verstdndnis fiir die hyperbolische Verteilung zu gewinnen, werden
in den folgenden zwei Abbildungen Dichten der hyperbolischen Verteilung mit ver-
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schiedenen Paramterwerten miteinander verglichen. In Abbildung 4.3 ist zunéchst
eine Erhohung des Parameters § dargestellt. Ein hoheres g fithrt ceteris paribus zu
einer linkssteilen, asymmetrischen Verteilung. In Abbildung 4.4 sind die Auswirkun-
gen einer ErhShung des Parameters « zu erkennen. Werden alle anderen Parameter
konstant gehalten, so fithrt ein grosseres a zu einer leptokurtischeren Verteilung.

Abbildung 4.3: Dichtefunktionen der Abbildung 4.4: Dichtefunktionen der
hyperbolischen Verteilung mit o = 130, hyperbolischen Verteilung mit § =
d = 0.007, u = 0.0 und 8 = 0.0 bzw. 0.007, 4 = 0.0, 8 = 0.0 und o = 130
5 = 50. bzw. o = 200.

Definlert man zwel neue Parameter

¢ (1+6\/a2—62)_1/2 und (4.65)
X = &/, (4.66)

erhdlt man eine Parametrisierung der hyperbolischen Verteilung hyp(x; x, &, 4, ), die
den Vorteil besitzt, dass & und y invariant unter Skalentransformationen und Trans-
lationen sind. Die Parameter miissen nun die Bedingungen 0 < |y| < & < 1 erfiillen

(vgl. Barndorff-Nielsen und Blaesild [6]).
Fir den wichtigen Spezialfall einer symmetrischen und zentrierten Verteilung, das

heisst einer Verteilung mit Parametern g = 5 = 0, der fiir die Ableitung des Options-
preismodells benétigt wird, ergibt sich mit { = &2 — 1

2
hyp(z;¢,d) = mexp (—C 14 (%) ) (4.67)
(vgl. Eberlein und Keller [40]).

Die hyperbolische Verteilung stellt einen Spezialfall einer grosseren Klasse von Ver-
teillungen dar, der sogenannten verallgemeinerten hyperbolischen Verteilung, deren
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Dichtefunktion definiert ist als (vgl. Barndorff-Nielsen und Bleesild [6])

. __ (8/8)  Exoays(ags(z — p))
h(z; A, o, 3,6, 1) = \/ﬁ[(A(éﬁ) (égé(l‘—ﬂ))l/z_A exp(B(x — ), (4.68)

wobei x € R, gs(x) = V62 + 22 und x? = o — $%. Die Parameter miissen nun
folgenden Bedingungen geniigen:

AER, peR, 6>0, a>0, JeR
und

>0 a>0 a?>p% falls A>0,
d>0 a>0 a?>p% falls A=0,
d>0 a>0 a?>p% falls A<0.

K 1st eine verallgemeinerte Besselfunktion dritter Art mit Index A und fiir A = 1
ergibt sich die hyperbolische Verteilung. Fiir andere Werte von A ergeben sich weitere

Verteilungen, die ebenfalls im Zusammenhang mit der Modellierung von Aktienren-

diten diskutiert werden (vgl. Prause [94]). So erhdlt man zum Beispiel fiir A = —1

die Dichte der normalen inversen gaussschen Verteilung (vgl. Barndorff-Nielsen [5],

Rydberg [103] und Chhikara und Folks [28]).

4.3.3 Eigenschaften der hyperbolischen Verteilung und ver-
wandte Verteilungen

Zu den wichtigen Eigenschaften einer Verteilung gehdren deren Momente. Im Fall der
hyperbolischen Verteilung kénnen diese Momente nicht als einfache Funktionen der
Parameter dargestellt werden. Mit Hilfe des Differentialoperators

7= g2t L (4.69)

lassen sich die Momente der Verteilung zumindest kompakt darstellen (vgl. Kiichler

et al. [75]):

Erwartungswert : E(x) = 8T:a(() + 1,
Varianz : wvar(z) = #* Tg a(¢) + T a((),
F T3 a(C) +3 T2 a(C)
(9172 a(¢) + T2 al)”
BT 4657 TEa(C) +3TF a(C)
(2720(0) + ¢ a(c))2

Schiefe : v (x) =

27

Kurtosis  : ~a(2)
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wobei ¢ = dy/a? — 5% und a({) = —In¢ + In K1 (¢). Dabei handelt es sich um kom-
plizierte Kombinationen von Besselfunktionen. Im Spezialfall der symmetrischen und
zentrierten Dichtefunktion ergibt sich fiir die Varianz (vgl. Eberlein und Keller [40])
1 K2(¢)
var(z) = §2== .
=050
Nutzt man das asymptotische Verhalten der Besselfunktion fiir grosse und kleine
Argumente aus (vgl. Abschnitt 4.3.7), lassen sich fiir Schiefe und Kurtosis Ndherungen
ableiten (vgl. Barndorff-Nielsen et al. [7]). Approximativ gilt dann:

(4.70)

o %_5{1 +O0((B/a)?)} falls B/a —0,{ =0 (4.71)
3CTV2EN 4 0((B/a)?)) falls Bla— 0, ¢ — o0
und
{1+ 0((B/2)?)} falls /e —=0,(—0
2 { 3¢"H14+0((B/a)?)} falls B/a =0, =00 (4.72)

Das asymptotische Verhalten der Kurtosis deutet darauf hin, dass die hyperbolische
Verteilung in einem bestimmten Grenziibergang zur Normalverteilung fiihrt.

Eine Vielzahl von bekannten Verteilungen ergeben sich als Spezialfille der hyperbo-
lischen Verteilung. Zur Ableitung dieser Spezialfille eignet sich die Parametrisierung
hyp(z; x, €, 0, p). Die Normalverteilung lasst sich durch den Grenziibergang & — 0 ge-
winnen; setzt man £ = 1, ergibt sich die Laplace—Verteilung. Beim Limes |x| — 1
erhdlt man die Exponentialverteilung. Beim Grenziibergang y — +£ ergibt sich
schliesslich die verallgemeinerte inverse gausssche Verteilung (vgl. Barndorff-Nielsen

und Bleesild [6], Barndorff-Nielsen [5], Eberlein und Keller [40]).

Die Enden einer jeden verallgemeinerten hyperbolischen Verteilung, also auch diejeni-
gen der hyperbolischen Verteilung, verhalten sich wie a #° exp(—c |z|) mit geeigneten
Parametern a, b und ¢ (vgl. Barndorff-Nielsen und Blesild [6]). Ein Vergleich mit
der Normalverteilung, deren Enden sich wie exp(—=z?) verhalten, zeigt, dass die hy-
perbolische Verteilung langsamer abféllt als die Normalverteilung. Die hyperbolische
Verteilung sollte also die Fat Tails einer Renditeverteilung besser beschreiben.

4.3.4 Stochastischer Prozess

Kann die Verteilung der Renditen durch eine hyperbolische Verteilung gut beschrie-
ben werden, dann liegt es nahe, fiir die zeitliche Entwicklung der Kurse S(¢) einen
stochastischen Prozess anzunehmen, welcher gerade hyperbolisch verteilte Renditen
generiert. Ein solcher Prozess ist gegeben durch (vgl. Barndorff-Nielsen [5], Eberlein
und Keller [40], Rydberg [103]):

S(t) = S(0) exp(X (1)) (4.73)

X (¢) ist hierbei eine hyperbolisch verteilte Zufallsvariable und S(0) bezeichnet den
Preis zum Zeitpunkt 0. Der Prozess X (t),t > 0 ist ein sogenannter Lévy Prozess,
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das heisst ein Prozess mit stationdren und unabhingigen Inkrementen, und wird im
folgenden auch als hyperbolische Lévy Bewegung bezeichnet (vgl. Resnick [98]). Diese
Bewegung ist dadurch gekennzeichnet, dass es sich um einen rein diskontinuierlichen
Prozess handelt, das heisst der Prozess dndert seinen Wert nur durch diskrete Spriinge.
Dies sei im Zusammenhang mit den beiden bisher diskutierten Modellen verdeutlicht.
Die Geometrische Brownsche Bewegung ist nicht nur in der Zeit kontinuierlich, son-
dern auch die Kursdnderungen sind stetig. Beim Sprung-Diffusions—Prozess wird die
kontinuierliche Kursénderung um diskrete Spriinge ergénzt, wobei diese Spriinge zu
beliebigen Zeiten auftreten kénnen. Beim Prozess X (t) (vgl. Gleichung (4.73)) tritt
zu jedem Zeitpunkt ein Sprung ein, wobei der Logarithmus der Sprunghéhe hyper-
bolisch verteilt ist. Diese Tatsache fithrt bei der Bewertung von Derivaten zu einigen
Schwierigkeiten, wie man spéter noch sehen wird.

Der bedingte Erwartungswert und die bedingte Varianz des logarithmierten Kurs-
prozesses In S(t) sind durch

ElnS@®H[InS0)] = InS0)+tE[X(t)] =InS0)+1t(81call)+ 1),
var[ln S(t)|In S(0)] = twvar[X(t)] :t(ﬁzTga(C) + Tra(())
gegeben.

Fiir die Monte—-Carlo—Simulation wird ein zeitdiskretes Modell betrachtet. So ergibt
sich der Kurs zum Zeitpunkt ¢t + At aus demjenigen zum Zeitpunkt ¢ iiber

St-I—At = St exp(Xt) . (474)

Die Zeitdiskretisierung At ergibt sich wiederum aus dem Startzeitpunkt ¢, dem End-
zeitpunkt der Simulation 7' und der Anzahl Zeitschritte N: At = (T —#y)/N.

Bei der Simulation des Prozesses (4.74) miissen hyperbolisch verteilte Zufallszahlen
generiert werden. Dazu wird die Verwerfungsmethode verwendet (vgl. Honerkamp

[58], S. 26 f. und Anhang A.3).

4.3.5 Optionspreismodell

Zur Ableitung einer Optionspreisformel im Modell hyperbolisch verteilter Aktien-
renditen wird ein Martingalansatz gewiahlt. Da der Prozess (4.73) rein diskontinuier-
lich ist (vgl. Abschnitt 4.3.4), liegt die Schwierigkeit darin, ein dquivalentes Martin-
galmass zu finden. Die Ableitung ist mathematisch und technisch sehr schwierig, so
dass im folgenden nur deren Grundziige erldutert werden. Fiir Details wird auf die
Literatur verwiesen (vgl. Eberlein [38], Eberlein und Jacod [39], Eberlein und Keller
[40], Eberlein et al. [41] und Barndorff-Nielsen [5]). Im folgenden stehen daher nur
diejenigen Gleichungen im Mittelpunkt, die zur konkreten Bewertung von Optionen
ausgewertet werden miissen.
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Der Wert C'(S, T) einer europaischen Call-Option zum Verfallzeitpunkt 7" ist gegeben
durch:
C(S,T) =max{S(T) — K,0}. (4.75)

Der Wert der Option zu einem fritheren Zeitpunkt ¢ < 7" i1st der mit dem risikolosen
Zinssatz r abgezinste Erwartungswert des Optionswertes zum Zeitpunkt 7'

C(S,t) = exp(—r7) Ep:[C(S,T)] (4.76)

mit 7 = T —t. Der Erwartungswert von C'(S,T) wird dabei beziiglich dem &quivalen-
ten Martingalmass P* gebildet.

Im Fall der hyperbolischen Lévy Bewegung konzentriert man sich zur Vereinfachung
auf die symmetrische und zentrierte hyperbolische Verteilung, das heisst auf die Ver-
teilung mit Parametern § = p = 0, wobei die Dichte in der Form

1 N2
hyp(a; ¢, &) = mexp (—C 1+ (5) )

parametrisiert sei. Inwieweit es gerechtfertigt ist, die Verteilung der Renditen durch
die symmetrische und zentrierte hyperbolische Verteilung zu beschreiben, wird zu
iiberpriifen sein.

Da es sich bei der hyperbolischen Lévy Bewegung um einen reinen Sprung—Prozess
handelt, besteht die Schwierigkeit darin, ein Aquivalentes Martingalmass zu finden.
Es existiert eine Vielzahl von solchen Massen, so dass aus dieser Menge ein Mass
auszuwdahlen ist. Um zu einer geschlossenen Optionsbewertungsformel zu gelangen,
haben Eberlein und Keller [40] eine sogenannte Escher—Transformation angewendet,
welche aus der Vielzahl moglicher Masse ein bestimmtes Mass auswihlt. Das aus dieser
Transformation resultierende Mass P?" wird als Escher—dquivalentes Martingalmass
bezeichnet. P?" ist gegeben durch

dP?" = exp(6* X (t) —t In M(6%)) dP, (4.77)
wobei §* Losung der Gleichung
r—InM@+1)+InM(@) =0 (4.78)

ist. In dieser Gleichung bezeichnen r den konstanten (Tages—) Zinssatz und M (u) die
Moment—erzeugende Funktion

¢ Ky (V¢ = 0%u?)
M= 7@ e e (4.79)

der hyperbolischen Verteilung mit |u| < (/4.
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Der Wert einer européischen Call-Option zum Zeitpunkt ¢ ergibt sich wiederum als
abgezinster Erwartungswert des Optionspreises zum Verfallzeitpunkt 7"

C(S,t) = exp(—r1) Eps+ [C(S,T)] . (4.80)

Hier wird nun der Erwartungswert beziiglich dem Escher—dquivalenten Martingalmass

gebildet.

Als Ausdruck fiir den Preis einer européischen Call-Option ergibt sich schliesslich:
400 +oo
C(S,t) = S() / ff’é(x;ﬁ* + 1) de — exp(—r7) K / ff’é(x;ﬁ*)dx, (4.81)

wobei ¢ = In(K/S(t)). Diese Integrationsgrenze riithrt von der Maximumsfunktion
max{S(t) — K,0} her. Die Dichte f&?(x;6*) ist iiber

. 0 ) 0 (x)
5 a0 = 2
) J2 exp(67y) £ (y) dy

(4.82)

mit der Dichte f$?(x) verkniipft und letztere ergibt sich als Fourierintegral der cha-
rakteristischen Funktion

+00 L (VO 0202 T
frc’é(x) = %/0 cos(uwx) (Kf(C)[ \(/Cf—I—i—;iﬂ )) du. (4.83)

Fiir die konkrete Berechnung eines Optionspreises sind folgende Schritte auszufiithren.
Zunichst muss 6* als Losung von Gleichung (4.78) bestimmt werden. Dies entspricht
der Bestimmung einer Nullstelle einer Funktion. Im néchsten Schritt wird das Fourier-
integral (4.83) mit Hilfe von Fast-Fourier-Transformations—Algorithmen berechnet
(vgl. Press et al. [95], S. 577 ff.). Dazu stellt Numerical Recipes entsprechende Routi-
nen bereit, die in vom Autor erstellte Programme eingebunden wurden. Anschliessend
muss die Dichte fTC’é(x; @) bestimmt werden. Die bei der Berechnung dieser Dichte und
schliesslich, als letztem Schritt, bei der Berechnung des Optionspreises C'(S, ) auftre-
tenden Integrale werden mittels numerischer Integration ausgewertet (vgl. Press et

al. [95], S. 129 ff.). Der numerische Aufwand zur Berechnung des Optionpreises im
hyperbolischen Modell ist also recht hoch und daher sehr zeitintensiv.

4.3.6 Parameterschitzung

/

Die Schitzung des Parametervektors 8 = («, 5, i1, 8)" erfolgt nach dem Maximum-
Likelihood—Prinzip. Die Log-Likelihood-Funktion der hyperbolischen Verteilung fiir
eine gegebene Stichprobe von Renditen r; (¢ = 1,...,n) ist gegeben durch

InL(B|ry,...,1r) = Zln hyp(r;10)

i=1



94 Kapitel 4. Ausgewéhlte Finanzmarktmodelle

n ln Jar - 5
206 K1(6+/a? — 32)

LD GV TR R0} SENCED

Die Maximum-Likelihood—-Schatzung 6 des Parametervektors 6 ergibt sich durch
Lésung des Gleichungssystems

IInL(B|ry,...,7m)
06
Diese Gleichungen kénnen nur auf numerischem Weg gelést werden. Hierfiir wird ein

von Blaesild und Sgrensen [12] entwickeltes Programm verwendet. Es beruht auf einer
Modifikation des Gradientenverfahrens durch Broyden (vgl. Press et al. [95], S. 413 ff.).

= 0. (4.85)

4.3.7 Verallgemeinerte Besselfunktionen 3. Art

Die numerische Behandlung der verallgemeinerten Besselfunktion ist fiir die Anwen-
dung der Klasse der hyperbolischen Verteilungen von Bedeutung. Da es sich bei dieser
Funktion um eine komplexwertige und numerisch schwierig zu berechnende Funktion
handelt, wird auf sie im folgenden kurz eingegangen.

Die verallgemeinerte Besselfunktion 3. Art K, () mit Index A kann auf verschiedene
Arten parametrisiert werden, so zum Beispiel

+ oo
Kx() :/ exp(—y cosh(z)) cosh(Ax)dz (Rey > 0) (4.86)
0
oder oo
- _ 1 A-1 1 -1
Ki(y) = 5 z7exp | —57 (x+277) ) do. (4.87)
0
Aus den Beziehungen
Ki(v) = Koa()
i 24 .
Kxa(y) = TRA(’Y) + Kx-1(v) (4.88)
“2K0(1) = Kagi(3) + Kaei()

fur die verallgemeinerte Besselfunktion lasst sich fiir die Ableitung K;\('y) von K (%)
nach v der Ausdruck

K0 = = (2860 + Kaa() (1.89)

ableiten.
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Fiir v — 0 und A > 0 gilt die approximative Darstellung
Kx(y) A~ T(A) 2271y (4.90)

die sich besonders zur numerischen Auswertung der verallgemeinerten Besselfunktion
eignet. Ebenso existiert eine approximative Darstellung fiir grosse ~:

. T i ANT -1 (4A2 = 1)(4A% —9)
Bb) w J;Y e 7<1+ 5 2! (87)?

(402 — 1)(4A2 — 9)(4A% — 25)
oo, Y,

In allen Fillen, bei denen keine zeitintensiven Computerberechnungen ausgefiihrt wer-
den miissen, wird daher fiir den Fall kleiner v (y < 1-107°) die Besselfunktion nach
Gleichung (4.90) berechnet. Im Fall 4 > 1-107° wird mittels numerischer Integra-
tion die Darstellung (4.86) ausgewertet. Da es sich um ein uneigentliches Integral
handelt, muss die obere Grenze, bis zu welcher numerisch integriert wird, so gewé&hlt
werden, dass der Integrand fiir grossere Integrationsbereiche keinen Beitrag mehr lie-
fert. Bei allen zeitaufwendigen Berechnungen wird auf eine Routine zuriickgegriffen,
die von Blasild und Sgrensen [12] bereitgestellt wird. Diese Routine beruht auf einer
approximativen Darstellung von Ky und K; iiber ein Polynom niedrigen Grades mit
festgelegten Koeffizienten und lédsst daher eine wesentlich schnellere Auswertung zu
als eine numerische Integration. Verallgemeinerte Besselfunktionen mit A > 1 kdénnen
daraus iiber die Iterationsformel (4.88) bestimmt werden (vgl. Abramowitz und Ste-

gun [2] und Press et al. [95], S. 229 ff.).

(4.91)
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Kapitel 5

Empirische Uberpriifung der
ausgewahlten Modelle

Die in Kapitel 4 diskutierten Modelle implizieren fiir die Renditen einer Aktie ganz
bestimmte Verteilungen. Die Geometrische Brownsche Bewegung fithrt auf normalver-
teilte Renditen, der Sprung-Diffusions—Prozess impliziert als Renditeverteilung eine
Mischung von Normalverteilungen und das hyperbolische Modell fiithrt auf hyperbo-
lisch verteilte Renditen. Aus diesem Grund kann man untersuchen, wie gut empiri-
sche Renditeverteilungen durch eine Familie von Verteilungen approximiert werden
kénnen. Eine Uberpriifung der Modelle auf Stufe der Renditeverteilung ist auch des-
halb sinnvoll, da Risikomasse als Kenngrossen von Renditeverteilungen definiert sind.

Bei der Validierung der vorgestellten Modelle wird wie folgt vorgegangen. Zunéchst
werden anhand historischer Renditen die Parameter der Modelle geschétzt (vgl. Ab-
schnitte 4.1.3, 4.2.3 und 4.3.6). In einem zweiten Schritt werden die theoretischen
Verteilungen mit den so geschitzten Parametern berechnet. Schliesslich werden die
theoretischen Verteilungen mit der empirischen Verteilung der Renditen verglichen.
Statistische Tests dienen dabei zur Uberpriifung, ob eine theoretische Verteilung mit
einer empirischen Verteilung vertraglich ist.

Die im vorangehenden Kapitel dargestellten Modelle werden anhand von Daten des
schweizerischen Aktien— und Optionenmarktes iiberpriift. Dazu werden zunichst die
eingesetzten Testverfahren dargestellt, anschliessend erfolgt die Darstellung der Ana-
lysen und die Diskussion der Ergebnisse. Die Untersuchungen werden dabei getrennt
fiir den Aktienmarkt einerseits und fiir den Optionenmarkt andererseits durchgefiihrt.

Zur Untersuchung dieser Modelle wurde vom Autor die entsprechende Software ent-
wickelt. Im Programm ,,est2“ sind Routinen implementiert, die Parameterschitzungen
fiir alle drei Modelle zulassen. Ebenso sind statistische Testverfahren programmiert,
mit denen die Hypothesen iiberpriift werden kénnen, ob die Renditen nach einem

97
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der Modelle verteilt sind. Das Programm ,,option® erlaubt schliesslich die Bewertung
europiischer Call-Optionen in jedem der ausgew&dhlten Modelle.

5.1 Statistische Tests zur Validierung der Modelle

Die statistischen Testverfahren werden in diesem Abschnitt vorgestellt. Es handelt
sich dabei um den Kolmogorov—Smirnov-Test (KS-Test), den x?-Anpassungstest,
den Likelihood—Quotienten—Test (LQ-Test) und als graphisches Instrument um den
Quantil-Quantil-Plot (QQ-Plot).

5.1.1 Kolmogorov—Smirnov—Test

Der Kolmogorov—Smirnov—Test dient in dieser Arbeit zur Uberpriifung der Nullhypo-
these normalverteilter Renditen, das heisst zur Uberpriifung der sich aus der Geome-
trischen Brownschen Bewegung ergebenden Renditeverteilung. Vorteil dieses Tests ist
die einfache Anwendung, der Nachteil besteht darin, dass die Menge der Verteilungen,
die damit Giberpriifbar ist, eingeschrankt ist.

Die Grundidee des Kolmogorov—Smirnov—Tests besteht darin, den maximalen ver-
tikalen Abstand zwischen hypothetischer Verteilungsfunktion F(r) und empirischer
Verteilungsfunktion F(r) zu ermitteln. Die empirische Verteilungsfunktion ergibt sich
aus der Stichprobe der Renditen r; (i =1,...,n) iiber

ﬂﬂ:%#mM<ﬂ.

Der maximale vertikale Abstand D,, zwischen F(r) und F(r) wird iiber
D, = max |F(r) — F(r)|

bestimmt. Die Nullhypothese Hy einer Normalverteilung der Daten wird zum Signi-
fikanzniveau a verworfen, falls gilt

\/ﬁDn Z dn;l—oc .

Die kritischen Werte d,,;1_o ergeben sich als (1 — a)%—Quantile der Verteilung der
Testgrosse Dy,. Diese kritischen Werte lassen sich fiir Normalverteilungen (und andere
Verteilungen) in Tabellen nachschlagen oder iiber Naherungsformeln bestimmen. Die
so ermittelten Werte gelten aber nur dann, wenn die Parameter der hypothetischen
Verteilung, bei der Normalverteilung also g und ¢?, bekannt sind. Miissen die Pa-
rameter zusitzlich aus der Stichprobe geschétzt werden, dndern sich die kritischen
Werte, welche dann nicht mehr einfach bestimmt werden kénnen. Fiir den Fall einer
Normalverteilung sind solche kritischen Werte bei Hartung zu finden (vgl. Hartung
[55], S. 184). Fiir andere Verteilungen stehen sie nicht zur Verfiigung, was erklart, dass
der Kolmogorov—Smirnov—Test in dieser Arbeit auf die Uberpriifung der Hypothese
normalverteilter Daten beschrankt bleibt.
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5.1.2 y?’—Anpassungstest

Der y?-Anpassungstest dient wie der Kolmogorov—-Smirnov-Test zur Uberpriifung
der Nullhypothese Hy, dass die Daten von einer bestimmten theoretischen Verteilung
erzeugt wurden (vgl. Hartung [55], S. 182 ff.).

Die Nullhypothese Hy unterstellt, dass die Renditen geméiss einer theoretischen Ver-
teilung F(r) verteilt sind. Zur Konstruktion einer geeigneten Testgrosse, und zu deren
konkreten Berechnung, wird in mehreren Schritten vorgegangen. Als erstes wird der
Wertebereich der Untersuchungsvariablen in k& Klassen unterteilt. Im néchsten Schritt
wird die Anzahl Beobachtungen O; (¢ = 1,..., k) pro Klasse bestimmt, das heisst an
dieser Stelle kommt die empirische Renditeverteilung ins Spiel. Anschliessend ist das
entsprechende Pendant der theoretischen Verteilung numerisch aus der Verteilungs-
annahme zu bestimmen. Zu berechnen ist die Wahrscheinlichkeit p;, mit der eine
Beobachtung unter Hy in der i—ten Klasse liegt. Daraus ergibt sich die unter Hy er-
wartete Anzahl Beobachtungen in der i—ten Klasse mit E; = np; . Im letzten Schritt
wird die Testgrosse

1
=Y 70 = E;)?
i=1

bestimmt. T ist unter Hy asymptotisch y?—verteilt mit k — 1 Freiheitsgraden. Zu be-
achten ist, dass diese Approximation hinreichend genau ist, falls nicht mehr als 20%
der Ej; kleiner als fiinf und alle Werte von F; > 1 sind. Sind diese Bedingungen nicht
erfiillt, sind Klassen entsprechend zusammenzulegen.

Die Nullhypothese Hy wird zum Signifikanzniveau « verworfen, falls
T> Xlzc—l;l—oc
gilt. x7_, ,_,, ist dabei das (1 —a)%—Quantil der x?~Verteilung mit & —1 Freiheitsgra-

den. Miissen aus der Stichprobe zuséitzlich ¢ Parameter geschétzt werden, so reduziert
sich die Anzahl Freiheitsgrade um die Anzahl geschatzter Parameter. Hy ist dann bei

2
> Xk—l—g;l—oc
zu verwerfen.

Die Quantile Xz_l_g;l_a lassen sich zwar in Tabellen nachschlagen, fiir die Anwen-
dung in einer numerischen Routine ist deren Berechnung iiber eine Naherungsformel
jedoch praktikabler. Verwendet wird dazu die Approximation nach Wilson und Hil-
ferty (vgl. Hartung [55], S. 894):

3
2 2
2 ~ _— S EE——
Xk—l—g;l—w(k‘l_g){l_9(k—1—g) e 9(k—1—g} |
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wobei mit u1_, das (1 —a)%—Quantil der Standardnormalverteilung bezeichnet wird.
Fiir zwei hiufig verwendete Signifikanzniveaus o = 1% und « = 5% sind diese Quan-
tile gegeben durch wug g9 = 2.3263 und wug 95 = 1.6449.

Der y?-Anpassungstest wird fiir alle drei Modelle und die sich daraus ergebenden
Renditeverteilungen durchgefiihrt.

5.1.3 Likelihood—Quotienten—Test

Wahrend bei den obigen Tests jeweils eine hypothetische mit einer empirischen Vertei-
lung verglichen wird, stellt der Likelihood—Quotienten—Test zwei hypothetische Ver-
teilungen einander gegeniiber. Dies bedeutet, dass dieser Test nur Aussagen dariiber
machen kann, welche von zwel Verteilungen eher geeignet ist, die Daten zu beschrei-
ben. Weiterhin ist zu beachten, dass die Alternativhypothese in einer bestimmten
Parametrisierung die Nullhypothese enthalten muss. Deshalb wird der Likelihood-
Quotienten—Test auf den Fall einer Normalverteilung als Nullhypothese und die Ver-
teilung des Sprung—Diffusions—Prozesses als Alternativhypothese angewendet, da letz-
tere die Normalverteilung fiir A = 0 als Spezialfall umfasst.

Die Testgrosse A wird als Quotient aus den Likelihood-Funktionen Lgpp(€) und
Lsp (0) gebildet. Als Werte fiir die entsprechenden Parametervektoren 6 werden die
Jeweiligen Maximum-—Likelihood—Schétzungen eingesetzt. So ergibt sich

v Lapg(8)
T (5.1)

Die Grésse —21n A ist x?-verteilt mit p—q Freiheitsgraden. p ist die Anzahl Parameter
im Sprung-Diffusions—Modell, das heisst p = 5, und ¢ ist die Parameterzahl im Modell
der Geometrischen Brownschen Bewegung, das heisst ¢ = 2. Die Nullhypothese Hy
wird zum Signifikanzniveau « verworfen, falls

—2In\ > Xzz)—q;l—oc .

Wird die Nullhypothese verworfen, so bedeutet dies nur, dass sich die Renditevertei-
lung, die sich aus dem Sprung—Diffusions—Prozess ergibt, besser zur Beschreibung der
Renditen eignet als die Normalverteilung.

5.1.4 Quantil-Quantil-Plot

Mit einem QQ-Plot kann auf graphische Weise einfach iiberpriift werden, ob Daten
einer Beobachtungsreihe Realisierungen einer bestimmten Verteilung darstellen. Der
Ansatz dieser Plots besteht darin, empirische Quantile gegen die entsprechenden theo-
retischen Quantile aufzutragen. Der QQ-Plot wird in dieser Arbeit zur Uberpriifung
der Normalverteilungshypothese eingesetzt.
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Bei einer Normalverteilung N (u, 0?) sind die theoretischen Quantile durch o uq + p
gegeben, wobei u, das a%—Quantil der Standardnormalverteilung darstellt. Fiir die
Parameter ¢ und o sind dabei die geschidtzten Werte einzusetzen. Die empirischen
Quantile ergeben sich aus der geordneten Stichprobe der Renditen 1 <7y < ... <17y
So ist das a%—Quantil durch 7| 4,41 bestimmt. | .| ist dabei die Gauss—Klammer. Bei
Zutreffen der Verteilungshypothese ergibt sich ungefdhr eine Ursprungsgerade mit
Steigung Eins.

5.2 Empirische Untersuchung fiir den schweizeri-
schen Aktienmarkt

Die empirische Untersuchung in diesem Abschnitt geht anhand von Daten des schwei-
zerischen Aktienmarktes der Frage nach, wie gut sich empirische Renditeverteilungen
durch die in Kapitel 4 vorgestellten Modelle approximieren lassen.

Bei den untersuchten Titeln handelt es sich weiter um die bei der Analyse der An-
nahmen iiber Finanzmarktdaten vorgestellten Aktien: ABB Inhaber, Credit—Suisse
Namen, Nestlé Namen, Novartis Namen und Roche Genussschein. Daneben wird
auch der SMI als Aktienindex analysiert. Als Zeitraum wird wiederum die Periode
1989 bis 1998 unterstellt. Zur Berechnung der Renditen und zur Parameterschitzung
werden die Return Indizes, also die dividendenkorrigierten Kurse herangezogen (vgl.
Abschnitt 2.3.1). Die Zeitperiode 1989 bis 1998 wird zusitzlich in einzelne Subpe-
rioden unterschiedlicher Lange eingeteilt. So werden der zehnjihrige Zeitraum, zwei
fiinfjahrige, fiinf zweijahrige und als Vertreter einjdhriger Subperioden die Jahre 1997
und 1998 untersucht. Es ist selbstverstandlich, dass die Ergebnisse einer Gesamtperi-
ode nicht unabhéngig von den Ergebnissen einer Subperiode sind.

Fiir die Einteilung des Untersuchungszeitraums in Unterperioden sind drei Griinde
anzufithren. Erstens hat die Analyse der Annahmen iiber Finanzmarktdaten ge-
zeigt, dass sich Aktienrenditen zu verschiedenen Zeiten unterschiedlich verhalten
(vgl. Abschnitt 2.3). Werden zweitens Risikomasse auf Grundlage historischer Daten
geschitzt, so bestimmt der Stichprobenumfang, wie stark die Vergangenheit beriick-
sichtigt wird. Beil sehr grossen Stichproben werden ldnger zuriickliegende Ereignisse
im Vergleich zu aktuelleren Daten stirker einbezogen. Es ist aber unrealistisch, Si-
tuationen von vor zehn Jahren als mogliche Szenarien fiir das kurzfristige zukiinftige
Kursverhalten zu verwenden. Und schliesslich drittens — hier wird den Ausfithrungen
iiber die aufsichtsbehérdlichen Rahmenbedingungen zur Risikomessung vorgegriffen —
miissen bei Anwendung des Value—at—Risk—Konzeptes zur Messung von Marktrisiken
die Schiatzungen auf einen Zeitraum von mindestens einem Jahr abgestiitzt werden.
Dies erklart die Auswahl einjdhriger Perioden. Durch die Einteilung in verschiedene
Untersuchungsperioden werden pro Titel zehn Perioden unterschiedlicher Lange un-
tersucht.

Neben der Untersuchung von Tagesrenditen, die im Vordergrund stehen wird, wer-
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den auch Zehntagesrenditen analysiert. Hierbei geht es um die Frage, wie gut diese
Renditen durch die Normalverteilung approximiert werden kénnen. Werden zur Ana-
lyse Log—Renditen verwendet, so ergeben sich Zehntagesrenditen als Summe von zehn
Eintagesrenditen. Sind die Tagesrenditen identisch aber beliebig verteilt und zudem
unabhéngig, so ldsst sich der Zentrale Grenzwertsatz als Argument dafiir heranzie-
hen, dass die Zehntagesrenditen eher normalverteilt sind. Die Wahl von Eintages—
oder Zehntagesrenditen wird beil der Schitzung von Risikomasszahlen von grosser
Bedeutung sein.

Die Untersuchungen werden in drei Schritten durchgefiithrt. Zunéchst wird auf der
Grundlage einer Stichprobe von n + 1 Tagesschlusskursen P; eine Stichprobe von
n Tagesrenditen berechnet. Bei der Bestimmung der Zehntagesrenditen werden sich
iiberlappende Zeitraume verwendet. Die Zehntagesrenditen sind dann zwar nicht mehr
unkorreliert, die Stichprobenumfange wiirden aber sonst sehr klein werden (vgl. Hu-
schens [64]). Im zweiten Schritt werden die Parameter der Geometrischen Brownschen
Bewegung, des Sprung-Diffusions—Prozesses und des hyperbolischen Modells mit Hilfe
der Maximum-Likelihood—Methode geschétzt. Diese Parameter werden zur Bestim-
mung der theoretischen Verteilungen verwendet, um so in einem dritten Schritt die
verschiedenen Tests durchzufithren.

Exemplarisch wird die Credit—Suisse Namenaktie herausgegriffen, um den Gang der
Untersuchung und die Ergebnisse vorzustellen. Die Resultate fiir die iibrigen Aktien
und fiir den SMI sind in Anhang C.1 zu finden. Die Diskussion der Ergebnisse bezieht
sich hingegen auf alle Titel.

5.2.1 Untersuchung von Tagesrenditen

Die detaillierten Ergebnisse der Untersuchungen fiir die drei Modelle sind in Tabelle
5.1 zusammengefasst. Die Tabelle ist aufgeteilt in zwei Teile, wobei sich jeder dieser
Teile wieder in drei Kategorien gliedert. Der obere Teil enthélt die ein—, fiinf— und
zehnjéhrigen Perioden, der untere Teil die zweijdhrigen Perioden. Die Dreiteilung
orientiert sich an den drei Modellen. Zunichst werden die Ergebnisse fiir die Geome-
trische Brownsche Bewegung, anschliessend fiir den Sprung-Diffusions—Prozess und
schliesslich fiir das hyperbolische Modell gezeigt. Alle statistischen Tests werden zu
den Signifikanzniveaus o = 1% und o = 5% durchgefiihrt.

Fiir die Geometrische Brownsche Bewegung werden die Parameter g und o2 geschitzt.
Einen ersten Uberblick iiber die Giiltigkeit der Hypothese normalverteilter Renditen
gibt der Quantil-Quantil-Plot in Abbildung 5.1. Aufgetragen sind die empirischen
Quantile gegen die Quantile einer Normalverteilung N (ji,?) fiir die Renditen der
Credit—Suisse Namenaktie im Zeitraum 1989 bis 1998. In allen Bereichen, vor allem
aber fiir sehr kleine und sehr grosse Quantile, weichen die Punkte deutlich von einer
Ursprungsgeraden ab. Dies ist ein erster Hinweis gegen die Normalverteilungshypo-
these.
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Abbildung 5.1: Quantil-Quantil-Plot fiir die Renditen der Credit—
Suisse Namenaktie fiir den Zeitraum 1989 bis 1998.

Die Ergebnisse des y?-Tests, des Kolmogorov—Smirnov—Tests (KS-Test) und des
Likelihood—-Quotienten—Tests (LQ-Test) lassen sich aus Tabelle 5.1 ablesen. In jedem
Fall wird fiir die Credit—Suisse Namenaktie die Hypothese normalverteilter Renditen
abgelehnt. Zusatzlich sind die entsprechenden Schitzungen fiir Schiefe und Kurtosis
angegeben. Die Schitzungen fiir die Schiefe zeigen in der Regel negative Werte, was
auf linksschiefe Verteilungen schliessen ldsst. Die Kurtosis wird im allgemeinen deut-
lich hoher geschétzt als der Wert Drei, der die Normalverteilung charakterisiert. Dies
deutet auf leptokurtisches Verhalten hin. Dieses Resultat gilt auch auf die iibrigen
Titel.

Fiir den Sprung-Diffusions—Prozess sind Parameterschitzungen fig, 65, fi7, 65 und A
fiir ug, op, 7, oy und X angegeben, sowie die Resultate des y?—Tests. Fiir zwei Sub-
perioden konnten mit dem Newton-Raphson—Verfahren numerisch keine Parameter
geschiitzt werden (mit ,n.v.“ gekennzeichnet). Die y?~Tests ergeben eine Nichtableh-
nung der Hypothese, dass die Renditen geméss der durch den Sprung-Diffusions—
Prozess implizierten Verteilung verteilt sind, fiir ein Signifikanzniveau von o = 5%
(a = 1%) in 5 (7) der zehn untersuchten Perioden. Die Resultate der Likelihood-
Quotienten—Tests sprechen in allen Fillen gegen normalverteilte Renditen und damit
im Sinne dieses Tests eher fiir das Sprung-Diffusions—Modell.

Fiir das Modell hyperbolisch verteilter Renditen sind schliesslich die Parame-
terschitzungen &, 6, 8 und i fiir a, 6, 8 und pu sowie die Resultate der y?-Tests
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der Tabelle zu entnehmen. Die Hypothese hyperbolisch verteilter Renditen wird fiir
ein Signifikanzniveau von o« = 5% (& = 1%) in 6 (8) der zehn untersuchten Perioden
nicht abgelehnt.

Die Verteilungshypothesen werden fiir die Stichprobe der Rendite, welche die gesam-
ten zehn Jahre zwischen 1989 und 1998 umfasst, statistisch signifikant verworfen.
Zumindest graphisch kann gezeigt werden, dass auch fiir diesen Zeitraum das hyper-
bolische Modell und der Sprung-Diffusions—Prozess zu einer besseren Beschreibung
empirischer Renditeverteilungen fithren als die Geometrische Brownsche Bewegung.
Abbildung 5.2 zeigt diese graphische Analyse. Die theoretischen Dichten wurden mit
Hilfe der geschitzten Parameter berechnet, die empirische Dichte wurde unter Ver-
wendung eines Kerndichteschétzers geschétzt (vgl. Abschnitt 7.3).
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Abbildung 5.2: Vergleich der geschétzten Dichten fiir die Modelle GBB, SD und
HYP mit der empirischen Dichte der Renditen der Credit—Suisse Namenaktie
fiir den Zeitraum 1989-1998.

Die fiir die anderen Titel durchgefiihrten empirischen Analysen zeigen, dass die obi-
gen Ergebnisse fiir die Credit—Suisse Namenaktie sich auf die restlichen Titel und
den SMI iibertragen lassen. Nimmt man den y?-Test, welcher fiir alle drei Modelle
durchgefiihrt wurde, als Grundlage, so kénnen bei der Beurteilung aller fiinf Aktien
und des SMI fiir alle ausgewéhlten Perioden folgende Aussagen gemacht werden. Die
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CSN 1-jahrig 5—jahrig 10—jdhrig
Modell 97 98 89-93 94-98 89-98
GBB 7 0.002138 -0.000244 0.000589 0.000421 0.000509
&2 0.000427 0.000994 0.000187 0.000401 0.000294
Schiefe -0.022747 -0.360329 -0.135403 -0.201690 -0.200983
Kurtosis 4.584337 6.665702 8.679897 10.554495 11.580543
X27Test *% *% *% *k *k
KS—Test *% *% *% *k *k
LQ-Test *% *% n.v. *% *k
SD 0B 0.000282 0.001555 n.v. 0.000706 0.000361
6]23 0.000015 0.000284 n.v. 0.000168 0.000073
I3 0.001192 -0.005100 n.v. -0.001622 0.000298
63 0.000266 0.001999 n.v. 0.001295 0.000405
by 1.556552 0.352792 n.v. 0.175615 0.497691
x2—Test * *%
HYP & 67.418662 46.818029 | 107.306919 | 74.871366 88.171692
5 0.000731 3.19e-9 9.03e-11 2.18e-11 2.10e-12
8 3.034365 -1.972029 3.389320 1.180431 1.977279
7 0.000795 0.001559 -7.63e-11 -2.06e-11 1.88e-12
x?—Test *%
CSN 2—jéhrig
Modell 89-90 ‘ 91-92 ‘ 93-94 ‘ 95-96 ‘ 97-98
GBB 7 -0.000704 0.000818 0.000834 0.000546 0.000982
&2 0.000192 0.000215 0.000201 0.000151 0.000711
Schiefe -0.496853 0.233812 -0.265384 1.753289 -0.406356
Kurtosis 11.712962 6.375204 3.772030 17.632016 7.396454
X27Test *% *% *% *k *k
KS—Test *% *% *% *k *k
LQ-Test *% *% *% n.v. *%
SD 0B -0.000700 -0.001512 0.002716 n.v. 0.002533
6]23 0.000028 0.000027 0.000056 n.v. 0.000238
i -0.000005 0.001973 -0.001424 n.v. -0.004575
63 0.000227 0.000149 0.000108 n.v. 0.001335
by 0.666699 1.180897 1.322148 n.v. 0.339230
x2—Test *k
HYP & 112.206093 | 97.669892 | 133.386277 | 147.850557 | 54.992459
5 1.33e-11 3.74e-11 0.014045 0.008083 8.44e-9
ﬁ -4.423536 3.894528 -14.124962 19.353681 -0.812236
7 1.87e-11 -4.29e-11 0.003661 -0.002035 0.001519
x2—Test * * *%

Tabelle 5.1: Ergebnisse fiir die Credit—Suisse Namenaktie. Teststatistiken: ,,*“ signi-
fikant bei o = 5%, ,,#*“ signifikant bei o = 1%.
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Normalverteilungshypothese wird zum Signifikanzniveau o = 5% (o = 1%) nur in
20% (25%) der Falle nicht abgelehnt. In allen anderen Fallen kann diese Hypothese
verworfen werden. Bei den Perioden, in denen die Normalverteilungshypothese fiir
Renditen nicht abgelehnt wird, handelt es sich in der Regel um die Jahre 1997 und
1998 und um die zweijahrigen Perioden 1993-1994 und 1997-1998.

Eine gleich hohe Nichtablehnungshaufigkeit der Nullhypothese ergibt sich fiir das
Sprung-Diffusions—Modell und das hyperbolische Modell. Bei einem Signifikanzni-
veau von & = 5% (a = 1%) erfolgt eine Nichtablehnung in 68.3% (76.7%) aller Falle.
Damit werden diese beiden Hypothesen deutlich haufiger nicht abgelehnt als dieje-
nige normalverteilter Renditen. Die Parameter im hyperbolischen Modell konnten in
insgesamt fiinf Fillen, im Sprung-Diffusions—Modell in acht Fillen numerisch nicht
geschétzt werden.

Betrachtet man ausschliesslich die Daten des gesamten Beobachtungszeitraums 1989
bis 1998, so wird die Hypothese hyperbolisch verteilter Renditen nur fiir die Novartis
Namenaktie, diejenige von geméiss Sprung—Diffusions—Prozess verteilter Renditen nur
fiir die Novartis Namenaktie und den SMI nicht abgelehnt.

In Einzelféillen kénnen die Parameter des Sprung-Diffusions—Prozesses im Sinne der
Modellannahmen interpretiert werden (vgl. Abschnitt 4.2). Als Beispiel seien die
geschitzten Parameter der Renditen der ABB Inhaberaktie fiir das Jahr 1997 be-
trachtet. Fir die Haufigkeit des Eintreffens sehr wichtiger und firmenspezifischer In-
formation ergibt sich mit A = 1.4796 ein hoher Wert. Zudem zeigt fiy < 0 an, dass
es sich um Informationen handelt, die sich negativ auf die Rendite auswirken. Diese
Parameterschiatzungen kénnten durch die eintretende Asienkrise im Jahr 1997, die
mehr oder weniger stark alle Unternehmen betroffen hat, und durch ein fiir die ABB
spezifisches Ereignis beeinflusst sein. So ergibt sich vom 27. auf den 28.10.1997 ei-
ne negative Rendite von 12%, wahrend der Gesamtmarkt nur um rund 5% nachgab.
Grund fiir diesen Kurseinbruch war das Vorlegen schlechter Ertragszahlen und unsi-
cherer Ertragsprognosen durch die ABB (vgl. 0.V. [92]).

Fir die Ableitung einer Optionspreisformel im hyperbolischen Modell war in Ab-
schnitt 4.3.5 die Einschriankung p = 8 = 0 getroffen worden. Inwieweit diese Annahme
auch tatséchlich eine Finschrankung darstellt, kann anhand der geschitzten Parame-
terwerte untersucht werden. Fiir den Lageparameter p ist diese Annahme sehr gut
erfiillt; es ergeben sich fast immer Werte nahe an Null. Der Symmetrieparameter ist
nicht isoliert zu betrachten, sondern im Zusammenhang mit den iibrigen Parametern
des Modells. Vor allem im Vergleich mit den Schétzungen fiir « sind die geschitzten
Werte fiir 2 sehr klein, so dass von recht symmetrischen Verteilungen ausgegangen
werden kann. Diese bestatigt auch zum Beispiel die Darstellung der Dichte in Abbil-
dung 5.2.

Zusammengefasst 14sst sich als sehr wichtiges Resultat festhalten, dass sich sowohl der
Sprung-Diffusions—Prozess als auch das hyperbolische Modell besser als die Normal-



5.3. Untersuchung fiir den Optionenmarkt 107

verteilung eignen, um die Verteilung von Aktienrenditen auf taglicher Basis auf dem
schweizerischen Aktienmarkt zu beschreiben. Dieses Resultat wird fiir die folgenden
Analysen eine wichtige Rolle spielen.

5.2.2 Untersuchung von Zehntagesrenditen

Zur Untersuchung, ob Zehntagesrenditen eher normalverteilt sind als Tagesrenditen,
werden y?-Tests durchgefiihrt. Die Resultate fiir die betrachteten fiinf Aktien und
den SMI fiir die jeweils zehn untersuchten Perioden ergeben folgendes Bild (vgl. An-
hang C.2). Fiir ein Signifikanzniveau von o = 5% (o = 1%) wird die Hypothese
normalverteilter Renditen in 25% (40%) der Falle nicht abgelehnt. Damit ergibt sich
eine wesentlich hohere Nichtablehnungsquote als bei den Tagesrenditen. Es ist daher
zu vermuten, dass fiir zunehmende Periodenlédngen die Geometrische Brownsche Be-
wegung ein immer besseres Modell fiir die Beschreibung von Aktienrenditen ist und
komplexere Modelle eventuell nicht eingefiihrt werden miissen.

5.3 Empirische Untersuchung fiir den schweizeri-
schen Optionenmarkt

Aus der Geometrischen Brownschen Bewegung, dem Sprung-Diffusions—Prozess und
dem hyperbolischen Modell ergeben sich jeweils Optionspreisformeln, die fiir den Fall
eines européischen Calls abgeleitet wurden. Wahrend im vorigen Abschnitt die Mo-
delle auf Stufe der Aktienkursdynamik durch Vergleich der theoretischen, durch die
einzelnen Modelle implizierten Renditeverteilungen mit einer empirischen Renditever-
teilung untersucht wurden, sollen nun die Optionsmodelle analysiert werden. Es ist
naheliegend, die Validierung dieser Modelle durch einen Vergleich zwischen mit Hilfe
einer Optionspreisformel berechneten Preisen und Marktpreisen vorzunehmen.

Damit sind allerdings einige Schwierigkeiten verbunden. Zun#chst beriicksichtigen die
hergeleiteten Optionspreisformeln die Zahlung von Dividenden nicht, zudem wurden
Optionen européischer Art unterstellt, wihrend die standardisierten Optionen, die an
der SOFFEX und seit dem 28.9.1998 an der Eurex gehandelt werden, vom amerika-
nischen Typ sind. Das bedeutet, dass eine Ausiibung jederzeit wahrend der Laufzeit
moglich ist. Indexoptionen, also beispielsweise Optionen auf den SMI, sind dagegen
europiisch ausgestaltet. Bei amerikanischen Optionen spielt die Dividendenzahlung
die entscheidende Rolle bei der Frage, ob eine Ausiibung zu einem bestimmten Zeit-
punkt erfolgen soll oder nicht, da die Dividende nur demjenigen zusteht, der die Aktie
physisch besitzt.

Problemtisch ist ausserdem die Festlegung des Zeitraums, tiber den die Parameter
der Modelle zu schétzen sind. Lingere Zeitrdume sorgen fiir grossere Stabilitdt der
numerischen Verfahren zur Parameterschitzung. Um den aktuellen Marktsituationen
besser Rechnung tragen zu koénnen, sind jedoch kiirzere Zeitrdume anzuraten.
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Zur Parameterschitzung stehen Tagesschlusskurse der zugrundeliegenden Aktie zur
Verfiigung. Wird auf Grundlage dieser geschitzten Parameter und eines Aktien-
schlusskurses ein theoretischer Optionspreis berechnet, so muss dieser Preis konse-
quenterweise mit einem Marktpreis der Option zum Zeitpunkt des Handelsschlusses
der Aktie verglichen werden. Die Handelszeiten an der Optionen—und der Aktienbdrse
miissen allerdings nicht synchronisiert sein. Deshalb sollten fiir die Optionsmarktprei-
se Intraday—Daten zur Verfiigung stehen, aus denen der Marktpreis zu dem Zeitpunkt
abgelesen werden kann, der mit dem Zeitpunkt des theoretisch berechneten Options-
preises korrespondiert. Solche Daten werden von den Bérsen in Form sogenannter
Tick—Daten zur Verfiigung gestellt, sind jedoch nur fiir einen begrenzten Zeitraum
verfiighar. Zudem sind diese Daten sehr umfangreich, da jedes einzelne Geschift bis
auf die Zehntelsekunde genau erfasst wird.

Die angesprochenen Schwierigkeiten werden in den folgenden Abschnitten sukzessive
diskutiert. So wird zunéchst auf die Beriicksichtigung von Dividenden und die Be-
wertung amerikanischer Optionen eingegangen. Insbesondere wird ein pragmatisches
Vorgehen vorgestellt, welches es erlaubt, die abgeleiteten Optionspreisformeln fiir eu-
ropéaische Calls ohne Modifikationen fiir amerikanische Call-Optionen einzusetzen.
Anschliessend werden die verwendeten Datenquellen erldutert, bevor im darauffol-
genden Abschnitt die Vorgehensweise beschrieben wird, mit der die Modellpreise der
Optionen bestimmt wurden. Es fiigt sich ein kurzer Uberblick iiber das sehr unru-
hige Boérsenjahr 1998 an. Im Hauptteil wird schliesslich eine detaillierte empirische
Untersuchung anhand von Daten des Jahres 1998 vorgestellt.

5.3.1 Beriicksichtigung von Dividendenzahlungen und Bewer-
tung amerikanischer Optionen

Zunichst soll die Auswirkung einer Dividendenzahlung auf den Wert einer eu-
ropéaischen Call-Option untersucht werden, bevor der kompliziertere Fall einer ame-
rikanischen Option analysiert wird. Betrachtet man die Optionspreisformeln der vor-
gestellten Modelle, so geht in jede dieser Gleichungen der Kurs S(t) der zugrunde-
liegenden Aktie zum Bewertungszeitpunkt ¢ ein. Nimmt man an, dass zwischen dem
Bewertungszeitpunkt ¢ und dem Verfallzeitpunkt 7" noch eine oder mehrere Dividen-
denausschiittungen erfolgen, so sollte dies den Wert der Option mindern, da der In-
haber der Call-Option von dieser Zahlung nicht profitiert. Fiir einen Optionsinhaber
stellen daher Dividendenzahlungen Opportunititskosten dar. Diese Kosten kénnen
berticksichtigt werden, indem der Kurs S(¢), der zur Berechnung des Optionspreises
verwendet wird, um diese Kosten vermindert wird.

Betrachtet man N zukiinftige Dividendenzahlungen zu diskreten und bekannten Zeit-
punkten ¥ < T und bekannter Hohe D} (i = 1,...,N), kann der Kurs S(¢) tiber

N
ST() =5(t) - ZDZ‘ exp{—r(t; = 1)} (¢ <min{t7})
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korrigiert werden (vgl. Hull [60], S. 249 f.). Nach der letzten Dividendenzahlung
wihrend der Laufzeit (¢ > min{¢}}) muss keine Korrektur mehr vorgenommen wer-
den. Zur Berechnung eines Optionspreises wird dann statt dem Kurs S(t) der korri-
gierte Kurs S (¢) eingesetzt.

Selbstverstdndlich sind Zeitpunkt und Hoéhe der Dividendenzahlung im Voraus nicht
genau bekannt. Der Zeitpunkt der Dividendenzahlung wird in der Regel wenige Tage
nach der Generalversammlung der entsprechenden Unternehmung festgelegt, deren
Termine im voraus bekannt sind. Die Hohe der Dividende kann allenfalls iiber ein
Dividendenmodell (zum Beispiel nach Gordon oder Lintner, vgl. Gehrig und Zim-
mermann [51], S. 99 ff. und S. 433 ff.) oder {iber die bisherige Dividendenpolitik der
Unternehmung abgeschitzt werden. Bei einer a—posteriori-Analyse sind diese Grossen
hingegen exakt bekannt.

Der Einfluss einer Dividendenzahlung auf den Wert einer amerikanischen Call-Option
ist viel direkter als dies bei einer europiischen Call-Option der Fall ist. So kann ein
Investor entscheiden, die Option auszuiiben und die Dividendenzahlung einzunehmen.
Eine entsprechende Optionspreisformel sollte dies beriicksichtigen.

Eine Ausiibung bei einer amerikanischen Option ist zu jedem Zeitpunkt ¢* < T
moglich. Die Informationen, die zum Bewertungszeitpunkt ¢ < T verfiigbar sind, seien
mit /(¢) bezeichnet. Sie umfassen die historischen Kurse S(?) (£ < ¢) und die bereits
erfolgten Dividendenzahlungen. Bei gegebenen Informationen I(t) ist zum Zeitpunkt
t bekannt, ob eine Option bereits ausgeiibt wurde, das heisst t* < ¢, oder nicht aus-
geiibt wurde, das heisst ¢ < ¢*. Eine amerikanische Call-Option kann nun prinzipiell
unter Verwendung des Martingalansatzes mit einem Aquivalenten Martingalmass P~
bewertet werden (vgl. Neftci [87], S. 336). Der Bewertungszeitpunkt sei mit ¢ bezeich-
net:

1. Wird die Option erst bei Verfall T" ausgeiibt, ergibt sich ihr Wert aus
C(S,t;T) = Ep«[exp{—r(T — )} max{S(T) — K,0}|I(?)]. (5.2)

2. Fiir eine frithere Ausiibung ¢* < T ist der Optionswert durch
C*(S,t) = max {Eps[exp{—r(T —)}C(S,4¢)|1()]} (5.3)
t,T

tred
gegeben. Dabei ist ®; 7 die Menge aller moglichen Ausiibungszeiten zwischen
dem Bewertungszeitpunkt ¢ und dem Verfall T'.

Man wird daher alle maglichen Preise C(S,¢;1*) tiber Gleichung (5.2) berechnen und
das Maximum des abgezinsten bedingten Erwartungswertes dieser Preise aufsuchen.
So wird der zum Bewertungszeitpunkt ¢ optimale Ausiibungszeitpunkt ¢* festgelegt.

Sind alle Dividenden wihrend der Laufzeit bereits ausgeschiittet (oder werden iiber-
haupt keine Dividenden ausgeschiittet), reduzieren sich die verfiigbaren Informatio-
nen auf die Kenntnis der Kursentwicklung. Der Wert der Option ist unter diesen
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Umsténden erst am Verfalltag am hochsten. Aus einer amerikanischen Option wird
eine europiische Option.

Unterstellt man als Kursdynamik die Geometrische Brownsche Bewegung, so sind
analytische Optionspreisformeln fiir amerikanische Optionen bekannt, wahrend dies
zum Beispiel fiir das hyperbolische Modell nicht zutrifft. Daher wird fiir die Bewer-
tung amerikanischer Call-Optionen folgendes pragmatisches Vorgehen vorgeschlagen,
das sich aus den vorhergehenden Erlduterungen ergibt und nur eine mégliche Divi-
dendenzahlung beriicksichtigt.

1. Korrektur der Kurse um die Dividende
S (1) = S(t) — Di exp{—r(ti 1)}

2. Falls D7 < K (1 — exp{—r(t7 — t)}), findet keine vorzeitige Ausiibung statt
und die amerikanische Option wird mit Hilfe von S~ (¢) als europdische Op-
tion bewertet (vgl. Hull [60], S. 251). Andernfalls wird bei den empirischen
Analysen in den folgenden Abschnitten auf eine Bewertung verzichtet. Obige
Ungleichung geht von der vereinfachten Situation aus, dass die Entscheidung
zwischen Ausiibung am Dividendenzahltag und Ausiibung am Verfalltag getrof-
fen werden muss. Wird die Option nicht ausgeiibt, kann der Ausiibungspreis K
noch bis zum Verfall zum Zinssatz r angelegt werden. Sind die Riickfliisse aus
dieser Investition grosser als die Hohe der Dividende, wird man sicher erst am
Verfall ausiiben.

3. Wurde die Dividende vor dem Zeitpunkt der Bewertung ausgeschiittet, erfolgt
eine Bewertung als européische Option ohne korrigierte Kurse.

5.3.2 Datengrundlage

Eine Vielzahl von unterschiedlichen Daten werden fiir den Vergleich von Options-
preisen, berechnet mit Hilfe eines Optionspreismodells, und von Marktpreisen dieser
Option benétigt. Fiir die Berechnung der theoretischen Preise miissen Kursdaten der
zugrundeliegenden Aktien, risikolose Zinssitze sowie Zeitpunkt und Hohe von Divi-
dendenzahlungen zur Verfiigung stehen. Marktpreise von Optionen miissen fiir einen
Vergleich ebenfalls verfiigbar sein.

Datastream liefert fiir die zugrundeliegenden Aktienwerte Kursdaten und Return
Indizes, jeweils als Tagesschlusskurse. Als risikolose Zinssitze werden historische
Zeitreihen von LIBOR-Sétzen auf den Schweizer Franken, die in verschiedenen Lauf-
zeitbdndern von 1,3,6 und 12 Monaten zur Verfiigung stehen, herangezogen. Diese
Zinssitze werden von Reuters bereitgestellt. Zeitpunkt und Hohe der Dividendenzah-
lungen der Unternehmungen kénnen zum Beispiel aus den offiziellen Meldungen der
SOFFEX bezogen werden.
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Das umfangreichste Datenmaterial ist fiir die Marktpreise der Optionen vorhanden.
Es handelt sich dabei um Tick-Daten, wobei Handelszeiten, gehandelte Volumina
und bezahlter Preis fiir alle getdtigten Geschifte erfasst sind. Diese Daten werden fiir
den schweizerischen Markt bis zum 25.9.1998 von der SOFFEX in Ziirich, von diesem
Zeitpunkt an aufgrund des Zusammenschlusses von SOFFEX und Deutscher Borse
AG zur Terminborse Eurex, von der Deutschen Borse AG in Frankfurt geliefert. Es
handelt sich bei diesen Optionen um standardisierte Produkte, das heisst um Pro-
dukte mit standardisierten Verfalldaten (jeweils der dritte Freitag eines Monats) und
verschiedenen, standardisierten Laufzeiten und Serien von Ausiibungspreisen.

Untersucht werden die Marktpreise von Call-Optionen des Jahres 1998 auf die in Ab-
schnitt 5.2 untersuchten Aktien und den SMI mit Verfalldaten von Januar 1998 bis
Dezember 1999, das heisst mit maximalen Laufzeiten von 1,2,3,6,9,12 und 18 Mona-
ten.

Bei den Call-Optionen auf Aktien ist die Ausiibung amerikanisch, bei Call-Optionen
auf Indizes, hier auf den SMI, ist die Ausiibung européisch. Uber die detaillierte
Ausgestaltung dieser Produkte geben die Broschiiren der Eurex [49] Auskunft.

5.3.3 Vorgehen bei der Berechnung der theoretischen Modell-
preise und Filtern der Marktpreise

Die Bestimmung von Modellpreisen erfolgt fiir amerikanische Optionen nach dem
in Abschnitt 5.3.1 vorgestellten Verfahren. Fiir die européischen Optionen auf den
SMI werden die Optionspreisformeln der Geometrischen Brownschen Bewegung, des
Sprung-Diffusions—Prozesses und des hyperbolischen Modells direkt angewendet.

Die Parameterschitzungen erfolgen wie in Abschnitt 5.2 auf Grundlage der Return
Indizes. Der historische Zeitraum auf Grundlage dessen die Parameterschitzung er-
folgt, 1st sorgfiltig abzuwigen. Kiirzere Zeitraume widerspiegeln die aktuelle Marktsi-
tuation in der Regel besser, grossere Datenmengen fiihren zu stabileren numerischen
Verfahren zur Parameterschitzung. Der Basler Ausschuss fiir Bankenaufsicht verlangt
bei der Anwendung des Value—at—Risk—Konzeptes zur Risikomessung die Abstiitzung
auf mindestens ein Jahr. Deshalb werden fiir die Schiatzungen die letzten 250 Kurse
(circa ein Jahr) inklusive des Kurses am Bewertungstag verwendet. Auf diese Weise
werden fiir jeden Tag des Jahres 1998 fiir die fiinf Aktientitel und den SMI fiir alle drei
Modelle die jeweiligen Parameter geschitzt (rund 4500 Schitzungen). Fiir Einzelfélle
sind im Optionspreismodell des Sprung—Diffusions—Prozesses und des hyperbolischen
Modells keine Schitzungen vorhanden. Fiir diese Tage werden als Ndherung die Pa-
rameter des Vortages eingesetzt. Fiir die in die Optionspreisformeln einzusetzenden
Kurswerte werden die ,normalen“ Kurse und nicht die Return Indizes verwendet. Da
es sich bei diesen Daten um Tagesschlusskurse handelt, ergibt sich ein theoretischer
Optionspreis zum Zeitpunkt des Handelsschlusses der Aktienbé&rse.

Die Tage bis zum Verfall werden in Handelstagen gemessen, das heisst ohne Wochen-
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enden und Feiertage. Bei der Korrektur der Kursdaten um Dividendenzahlungen wird
die Dividende zusétzlich um die Verrechnungssteuer von 35% korrigiert.

Welcher risikolose Zinssatz verwendet wird, hingt davon ab, wie lange die Restlauf-
zeit der Option am Bewertungstag ist. Fiir Laufzeiten bis zu einem Monat wird der
1-Monats-LIBOR verwendet, fiir Laufzeiten von einem bis zu zwei Monaten der 2—
Monats-LIBOR, fiir Laufzeiten von zwei bis zu drei Monaten der 3—-Monats-LIBOR,
fiir Laufzeiten von drei bis zu sechs Monaten der 6—-Monats—LIBOR, und schliesslich
der 12-Monats—LIBOR fiir Laufzeiten von iiber sechs Monaten.

Die auf diese Art und Weise berechneten theoretischen Optionspreise stellen Preise
am Ende eines Handelstages der Aktienborse dar. Zur Validierung der Modelle miissen
die theoretischen Preise mit Marktpreisen desselben Zeitpunktes verglichen werden.
Da die Handelszeiten von Aktien— und Optionenborse in der Regel nicht synchroni-
siert sind — erst seit dem 3.8.98 fallen Handelsschluss von Aktien und Optionen an
der schweizerischen Borse zusammen — und zudem fiir die Marktpreise der Optionen
sehr viele Daten zur Verfiigung stehen, miissen letztere geeignet gefiltert werden. Aus-
gangspunkt dafiir stellt der Zeitpunkt des Handelsschlusses an der Aktienborse dar.
Der theoretische Optionspreis wird nur dann mit einem Marktpreis verglichen, falls in
der letzten Stunde vor dem Schluss der Aktienborse die Option an der Optionenbérse
gehandelt wurde. Ist dies der Fall, wird der letzte in dieser Stunde gehandelte Op-
tionskurs herangezogen. In allen anderen Fallen wird auf einen Vergleich zwischen
Markt— und Modellpreis verzichtet.

Insgesamt stehen fiir die fiinf Aktien und den SMI fiir das Jahr 1998 202/142 Markt-
preise bereit. Daraus werden mit dem geschilderten Verfahren 11887 Preise ausgefil-
tert.

5.3.4 Ein erster Uberblick iiber das Jahr 1998

Dieser Abschnitt dient dazu, einen Uberblick iiber die Situation auf dem schweizeri-
schen Markt im Jahr 1998 zu gewinnen. Diese Situation ist dann bei der Interpretation
der empirischen Resultate zu beriicksichtigen.

Abbildung 5.3 zeigt den Kursverlauf des SMI im Jahr 1998, Abbildung 5.4 die zu-
gehorigen Renditen. Ab August ist ein massiver Kursriickgang zu beobachten, ver-
bunden mit einer deutlich erhdhten Volatilitdt. Erst gegen Ende des Jahres ist eine
leichte Erholung der Kurse zu erkennen (vgl. auch Abschnitt 2.3.2).

Ein erster grober Vergleich zwischen Marktpreisen und Modellpreisen von Call-
Optionen zeigt fiir den Zeitraum August bis Oktober um bis zu 100% hohere Markt-
preise als theoretisch berechnete Preise. Vor allem fiir kleine Ausiibungspreise der
Call-Optionen, das heisst fiir Optionen, die aus dem Geld liegen, tritt dieses Phino-
men auf. Hierfiir miissen die Ursachen analysiert werden.
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Fiir den erwihnten Zeitraum sind, wie gesagt, stark ansteigende Volatilitdten zu beob-
achten. Dies beeinflusst den Wert einer Option positiv, da bei grosserer Schwankungs-
freudigkeit des Aktienkurses die Wahrscheinlichkeit steigt, dass eine Option bei Verfall
im Geld liegt. Wird nun dieses Ansteigen der Volatilitdt in den Modellpreisen schnell
genug beriicksichtigt? Dazu betrachtet man zum Beispiel den zeitlichen Verlauf der
Varianz o2, geschiitzt iiber einen Zeitraum von jeweils einem Jahr. Die Standardab-
weichung ¢ geht in die Black—Scholes—Optionspreisformel als Mass fiir die Volatilitét
ein. In Abbildung 5.5 ist die Entwicklung der geschitzten Varianz im Jahr 1998 dar-
gestellt. Daraus ist zu erkennen, dass mit einer ansteigenden Volatilitit, sichtbar an
grosseren Ausschligen in den Renditen, auch die Schétzungen der Varianz ansteigen.
Die ansteigende Volatilitdten werden also sehr rasch im Volatilitdtsmass umgesetzt.
Anders wire die Situation bei sinkender Volatilitdt zu beurteilen. In diesem Fall wer-
den starke Schwankungen in den Kursen aufgrund der historischen Zeitspanne, iiber
die die Varianz geschitzt wird, prisent bleiben und auf die Schiitzung von o2 Einfluss
ausiiben. Die steigende Volatilitdt wird schnell genug im Volatilitdtsmass beriicksich-
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Abbildung 5.5: Varianzschitzungen fiir die Renditen des SMI im
Jahr 1998.

tigt und scheint daher nicht die Ursache von zu tiefen Modellpreisen zu sein. Zudem
ist ein zweiter dieser Entwicklung entgegenlaufender Faktor zu beriicksichtigen. Sin-
kende Kurse am Aktienmarkt sollten bei Call-Optionen zu sinkenden Optionspreisen
fithren.

Ein ganz anderer Grund konnte fiir die hohen Marktpreise bei Call-Optionen insbe-
sondere bei solchen, die aus dem Geld liegen, verantwortlich sein. Es kénnte spekula-



5.3. Untersuchung fiir den Optionenmarkt 115

tives Verhalten der Marktteilnehmer vorliegen. So lassen auch entsprechende Borsen-
nachrichten aus dem Jahr 1998 darauf schliessen, dass am Markt zwar von einer deut-
lichen, aber eher kurzfristig ausgerichteten Kurskorrektur ausgegangen wurde. Deckt
man sich dann mit aus dem Geld liegenden Optionen auch zu iberh&hten Preisen ein,
lassen sich bei tatséchlichem Ansteigen der Kurse hohe Gewinne realisieren. Solche
marktpsychologische Faktoren lassen sich in Modellen nur schwer beriicksichtigen.

Diese Uberlegungen haben zur Konsequenz, dass fiir detaillierte Untersuchungen zwei
Zeitrdume des Jahres 1998 unterschieden werden, zum einen die Monate Januar bis
einschliesslich Juli, zum anderen die verbleibenden Monate August bis Dezember.

5.3.5 Detaillierte empirische Analysen

Die detaillierten Resultate des empirischen Vergleichs zwischen Markt— und Modell-
preisen werden exemplarisch anhand der europiischen Call-Optionen auf den SMI
und den amerikanischen Call-Optionen auf die Credit—Suisse Namenaktie prasen-
tiert. Die Resultate fiir die verbleibenden Titel finden sich im Anhang D, wobei fiir
die Optionen auf ABB Inhaber und Roche Genussschein Anmerkungen zu machen
sind.

Fiir die ABB Inhaberaktie wurde am 25.6.1999 ein Aktiensplit durchgefiihrt und eine
neue Einheitsaktie eingefiihrt. Dies fiihrte zu einer Anpassung aller Optionskontrakte,
da sich die zugrundeliegende Aktie und die Ausiibungspreise dnderten. Zudem wurde
am gleichen Tag eine hohe ausserordentliche Dividende ausgeschiittet, was die Be-
wertung mit dem vorgeschlagenen Verfahren erschwert (vgl. Abschnitt 5.3.1). Daher
werden fiir die ABB-Optionen nur solche mit Verfall bis inklusive Juni 1999 beriick-
sichtigt.

Bei den Genussscheinen von Roche kénnen fiir den Sprung—Diffusions—Prozess nur fiir
die ersten 14 Handelstage des Jahres 1998 Parameter geschitzt werden. An allen an-
deren Tagen konvergiert das numerische Verfahren entweder gar nicht oder fithrt auf
A =0, das heisst der Sprung-Diffusions—Prozess geht in die Geometrische Brownsche
Bewegung iiber. Dies wird durch die Ergebnisse der Untersuchung der Aktienrendi-
ten fiir die Jahre 1997 und 1998 bestéatigt. Daher werden fiir Optionen auf den Roche
Genussschein nur die Optionspreismodelle der Geometrischen Brownschen Bewegung
und des hyperbolischen Modells untersucht.

Zunichst wird analysiert, wie sich die theoretischen Optionspreise der drei Model-
le voneinander unterscheiden. Willkiirlich ausgew#hlt wird fiir diesen Vergleich die
Credit—Suisse Namenaktie mit Parameterschitzungen fiir den 18.12.1998. Tabelle 5.2
fasst fiir die Geometrische Brownsche Bewegung, den Sprung-Diffusions—Prozess und
fiir das hyperbolische Modell die Parameterschatzungen zusammen. Der Kurswert
der Credit—Suisse Namenaktie an diesem Tag betrug CHF S = 215.00. Als risikoloser
Zinssatz wird r = 2% (p.a.) eingesetzt. Dies entspricht fiir den 18.12.1998 in etwa dem
1-Monats—Libor, der in dieser Arbeit fiir Restlaufzeiten bis zu einem Monat verwen-
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Modell | Parameter | Schitzung
GBB i -0.000036
&2 0.000991
SD iB 0.001985
62 0.000270
i -0.005600
52 0.001976
A 0.360945
HYP & 47.031100
B 4.78e-09
I -1.768980
i 0.001566

Tabelle 5.2: Parameterschitzungen fiir die ein-

zelnen Modelle am 18.12.98.

det wird. Als Referenzmodell wird die auf Grundlage der Geometrischen Brownschen
Bewegung abgeleitete Black—Scholes—Formel betrachtet, das heisst die beiden ande-
ren Modelle werden jeweils mit dem Preisen aus der Black—Scholes—Formel verglichen.
Abbildung 5.6 zeigt die Differenz zwischen Black—Scholes—Optionspreis und Options-
preis beim Sprung-Diffusions—Prozess, Abbildung 5.7 die Differenz zwischen Black—
Scholes—Optionspreis und hyperbolischem Optionspreis fiir Restlaufzeiten 7 von 5, 3
und 1 Tag bis zum Verfall und fiir verschiedene Ausiibungsverhiltnisse S/K.

In beiden Darstellungen ist der sogennannte Smile—Effekt zu erkennen. Dies bedeutet,
dass die Black—Scholes—Formel im Vergleich zu den beiden anderen Optionsmodellen
Optionen iiberbewertet, die am Geld liegen (S/K = 1.00), dagegen Optionen unterbe-
wertet, die im oder aus dem Geld liegen (S/K < 0.95 und S/K > 1.05). Dieser Effekt
wird auch in empirischen Untersuchungen festgestellt, bei denen Black—Scholes—Preise
mit Marktpreisen verglichen werden (vgl. zum Beispiel Hull [60], S. 500). Die Beob-
achtung dieses Phinomens im intermodellaren Vergleich konnte fiir die Analyse der
Marktpreise bedeuten, dass die Optionsmodelle des Sprung-Diffusions—Prozesses und
des hyperbolischen Modells Marktpreise besser beschreiben als das Black—Scholes—
Optionsmodell.

Wahrend der Smile in Abbildung 5.7 sehr symmetrisch ist, ist in Abbildung 5.6, also
beim Vergleich von Black—Scholes—Preis mit dem Preis im Sprung-Diffusions—Modell,
eine Asymmetrie zu erkennen. Die Differenzen zwischen den Preisen bei S/K = 1.05
sind grosser als diejenigen bei S/K & 0.95. Wird statt py < 0 ein gleich grosser po-
sitiver Wert eingesetzt, dreht sich die Situation ceteris paribus genau um.

Im folgenden werden nun die Abweichungen zwischen Marktpreisen und den jewei-
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Abbildung 5.6: Differenz zwischen Black—Scholes—Preis und
Sprung-Diffusions—Optionspreis in Abhéngigkeit vom Ausilibungs-
verhiltnis S/K.
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Abbildung 5.7: Differenz zwischen Black—Scholes—Preis und
Optionspreis im hyperbolischen Modell in Abhéangigkeit vom
Ausiibungsverhiltnis S/K.
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ligen Modellpreisen untersucht. Als Mass fiir die Abweichung zwischen Markt— und
Modellpreisen werden die mittlere absolute relative Abweichung (MARA)

M . .
1 |[Marktpreis; — Modellpreis; |
MARA = — ! !
R M ZZ_; Marktpreis,
und die mittlere relative Abweichung (MRA)

M . .
1 Marktpreis; — Modellpreis,

— Marktpreis,

M ist die Anzahl von Marktpreisen, die fiir einen Vergleich mit in einem Options-
preismodell berechneten Preisen zur Verfiigung steht. Wiahrend sich die absolute rela-
tive Abweichung fiir einen ersten groben Vergleich eignet, wird bei einer detaillierten
Analyse fiir verschiedene Restlaufzeiten und Ausiibungsverhiltnisse die relative Ab-
weichung verwendet, um Unter— oder Uberbewertungen durch die Modellpreise fest-
zustellen.

Tabelle 5.3 gibt Auskunft iiber die mittleren absoluten relativen Abweichungen bei
Call-Optionen auf den SMI und auf die Credit—Suisse Namenaktie fiir das gesamte
Jahr 1998 und fiir die Subperioden Januar bis Juli beziehungsweise August bis Dezem-
ber. Die Ergebnisse erscheinen zunéchst erniichternd. So sind die Abweichungen iiber
das ganze Jahr betrachtet nicht nur recht gross, auch wenn sie hauptséchlich durch die
zweite Jahreshilfte verursacht werden, sondern auch die Unterschiede zwischen den
einzelnen Modellen sind sehr gering. Erstaunlicherweise schneidet das Black—Scholes—
Modell am besten ab.

Mittlere absolute relative Abweichung in %

SMI CSN

Periode M GBB SD HYP M GBB SD HYP

1.1.98 - 29.12.98 | 3414 | 25.29 25.20 27.05 2268 | 24.26 25.10 27.12
1.1.98 — 31.7.98 1939 | 16.01 15.35 16.12 1134 | 16.58 16.48 17.18
3.8.98 —29.12.98 | 1475 | 37.49 38.15 41.41 1134 | 31.94 33.72 37.07

Tabelle 5.3: Mittlere absolute relative Abweichung zwischen Modell- und Markt-
preisen fiir Optionen auf den SMI und die Credit—Suisse Namenaktie.

Tabelle 5.4 zeigt nun detaillierte Ergebnisse fiir die mittlere relative Abweichung bei
den Call-Optionen auf die Credit—Suisse Namenaktie, gegliedert nach verschiedenen
Restlaufzeiten und Ausiibungsverhéltnissen. Der betrachtete Zeitraum reicht von Ja-
nuar bis Juli 1998. Fett gedruckt ist jeweils die relative Abweichung desjenigen Mo-
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dells, welches die geringste Abweichung aufweist. Negative Vorzeichen bedeuten Uber-
bewertung durch ein Modell, positive Vorzeichen zeigen eine Unterbewertung an.

Fiir Restlaufzeiten zum Beispiel zwischen ein und zehn Tagen kann der Smile beobach-
tet werden: Unterbewertung fiir 0.85 < S/K < 0.95 und S/K > 1.05, Uberbewertung
fiir 0.95 < S/K < 1.05. Diese Struktur lisst sich aber nicht durchgingig feststellen.
Eindeutig zu beobachten ist, dass die relativen Abweichungen mit wachsendem S/K
betragsmassig deutlich abnehmen. Werden zum Beispiel fiir 0.85 < S/K < 0.95 Ab-
weichungen bis zu 30% erreicht, sinken diese Abweichungen bei grosseren Ausiibungs-
verhiltnissen in einstellige Prozentbereiche. Zahlt man ab, wie oft ein bestimmtes
Modell betragsméssig die geringste relative Abweichung aufweist, ergibt sich folgen-
des Bild: Black—Scholes in circa 22%, Sprung-Diffusions—Modell in circa 44% und
hyperbolisches Modell in circa 33% aller Falle. Das Sprung—Diffusions—Modell geht
aus diesem Vergleich als das beste aller drei Modelle hervor, wobei anzumerken ist,
dass die Unterschiede zwischen den einzelnen Modellpreisen sehr gering sind.

Tabelle 5.5 zeigt die zu Tabelle 5.4 analogen Untersuchungen fiir den Zeitraum Au-
gust bis Dezember 1998. In fast allen Féllen wird eine Unterbewertung durch die
Modelle festgestellt. Fiir kleine Ausiibungsverhéltnisse und dort speziell fiir kiirzere
Restlaufzeiten betragen die relativen Abweichungen sogar bis zu 100%. Mit wach-
sendem S/K wird die Ubereinstimmung zwischen Modell- und Marktpreisen wieder
besser. Dies belegt die Hypothese fiir eine Spekulation der Héandler auf eine kurzfri-
stige Kurskorrektur am Aktienmarkt. Von den drei Modellen schneiden zudem die
Black—Scholes—Optionspreise am besten ab.

Tabelle 5.6 und Tabelle 5.7 zeigen dieselben Untersuchungen fiir die Call-Optionen
auf den SMI. Es lassen sich im wesentlichen die gleichen Aussagen wie fiir die Op-
tionen auf die Credit—Suisse Namenaktie machen: betragsméissig abnehmende relati-
ve Abweichungen mit wachsendem S/K, geringe Differenzen zwischen den Modellen
und fiir den Zeitraum August bis Dezember deutliche Unterbewertungen fiir kleine
Ausiibungsverhiltnisse. Wird die Anzahl Fille gezéhlt, in denen ein bestimmtes Mo-
dell die beste Ubereinstimmung liefert, so liegen fiir beide Zeitriume Black-Scholes—
Modell und Sprung-Diffusions—Modell gleich auf, aber deutlich vor dem hyperboli-
schen Modell.

Fasst man die Ergebnisse fiir alle Titel und den SMI zusammen, ergibt sich ein nicht
ganz einheitliches Bild. Folgende Aussagen lassen sich aber dennoch machen:

1. Mit wachsendem Ausiibungsverhiltnis werden die Abweichungen zwischen
Markt— und Modellpreisen geringer. In der Regel gilt fiir S/K > 0.95 eine
gute Ubereinstimmung.

2. Fiir die Periode August bis Dezember 1998 findet eine, vor allem fiir kleine
Ausiibungsverhiltnisse deutliche Unterbewertung durch die vorgestellten Mo-
delle statt. Der Grund dafiir liegt moglicherweise in spekulativem Verhalten der
Marktteilnehmer.
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S/K T ‘ GBB ‘ SD ‘ HYP ‘ M ‘
S/K <0.85 121 bis 160 0.0286 0.0370 0.0007 5
> 160 -0.0245 0.1082 -0.0521 20
0.85< S/K < 0.95 1 bis 10 0.3295 0.2473 0.2369 26
11 bis 20 -0.0759 -0.0950 -0.1079 36
21 bis 40 -0.0776 -0.0888 -0.1141 56
41 bis 80 -0.0561 -0.0639 -0.0894 42

81 bis 120 -0.0002 0.0187 0.0015 3
121 bis 160 -0.0651 -0.0414 | -0.0666 11

> 160 0.1084 0.1085 0.1021 17

0.95< S/K < 1.00 1 bis 10 -0.2202 -0.2491 -0.2439 102
11 bis 20 -0.1325 -0.1298 | -0.1437 84

21 bis 40 -0.1084 -0.1038 | -0.1221 139

41 bis 80 -0.1118 -0.1025 | -0.1217 85

81 bis 120 -0.0341 -0.0232 | -0.0423 10
121 bis 160 -0.0017 0.0154 0.0014 5

> 160 0.0942 0.0921 0.0835 4

1.00< S/K < 1.05 1 bis 10 -0.0772 -0.0667 | -0.0755 79
11 bis 20 -0.0658 -0.0592 | -0.0703 47

21 bis 40 -0.0671 -0.0619 | -0.0742 73

41 bis 80 -0.0740 -0.0658 | -0.0793 38

81 bis 120 0.0126 0.0229 0.0100 6
121 bis 160 -0.0393 -0.0272 | -0.0415 2
> 160 -0.0428 -0.0431 -0.0450 2

1.05< S/K <1.15 1 bis 10 0.0028 0.0036 0.0009 66
11 bis 20 -0.0053 -0.0021 | -0.0079 32
21 bis 40 -0.0078 -0.0049 | -0.0118 50
41 bis 80 -0.0242 -0.0203 | -0.0280 17

81 bis 120 -0.0124 -0.0071 | -0.0204 1
121 bis 160 0.0285 0.0379 0.0298 1

> 160 0.0720 0.0733 0.0697 4

1.15 < S5/K 1 bis 10 0.0306 0.0328 0.0305 36
11 bis 20 -0.0031 -0.0029 | -0.0036 11

21 bis 40 0.0368 0.0372 0.0357 14

41 bis 80 -0.0003 0.0000 -0.0018 2

121 bis 160 0.0183 0.0198 0.0165 6

> 160 0.0945 0.0956 0.0933 2

Tabelle 5.4: Mittlere relative Abweichungen zwischen Modell- und
Marktpreisen bei Call-Optionen auf die Credit—Suisse Namenaktie im
Zeitraum Januar bis Juli 1998.
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S/K T GBB SD HYP M

S/K <0.85 1 bis 10 0.9709 0.9633 0.9663 16
11 bis 20 0.7928 0.8080 0.8368 37
21 bis 40 0.6812 0.7107 0.7472 51
41 bis 80 0.4687 0.5090 0.5728 61
81 bis 120 0.4295 0.4624 0.5183 26
121 bis 160 0.4777 0.5288 0.5520 3

0.85< S/K < 0.95 1 bis 10 0.6186 0.6234 0.6403 54
11 bis 20 0.4515 0.4820 0.5176 88
21 bis 40 0.3145 0.3439 0.3951 136
41 bis 80 0.2532 0.2773 0.3266 103

81 bis 120 0.2103 0.2326 0.2599 30
121 bis 160 0.2263 0.2526 0.2889 1
0.95< S/K < 1.00 1 bis 10 0.2638 0.3045 0.3209 51
11 bis 20 0.2431 0.2662 0.2952 65
21 bis 40 0.2006 0.2192 0.2509 79
41 bis 80 0.1779 0.1944 0.2286 52
81 bis 120 0.1522 0.1651 0.1794 12
121 bis 160 0.1647 0.1761 0.1678 1
1.00< S/K < 1.05 1 bis 10 0.0997 0.1116 0.1366 24
11 bis 20 0.1266 0.1392 0.1690 34
21 bis 40 0.1254 0.1378 0.1696 30
41 bis 80 0.1252 0.1373 0.1699 21
81 bis 120 0.0890 0.0994 0.1201 11
121 bis 160 0.2080 0.2236 0.2522 1
1.05< S/K <1.15 1 bis 10 -0.0010 | -0.0056 0.0020 25
11 bis 20 0.0449 0.0457 0.0669 25
21 bis 40 0.0831 0.0866 0.1141 16
41 bis 80 0.1108 0.1174 0.1520 25
81 bis 120 0.0738 0.0788 0.1207 2
121 bis 160 0.1307 0.1449 0.1709 1
1.15 < S5/K 1 bis 10 -0.3036 | -0.3046 | -0.3036 9
11 bis 20 0.0127 0.0112 0.0166 11
21 bis 40 0.0438 0.0433 0.0528 14

41 bis 80 0.0443 0.0452 0.0615 12
81 bis 120 0.0833 0.0870 0.0936 7

Tabelle 5.5: Mittlere relative Abweichungen zwischen Modell- und
Marktpreisen bei Call-Optionen auf die Credit—Suisse Namenaktie im
Zeitraum August bis Dezember 1998.
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S/K T GBB SD HYP M

0.85< S/K <0.95 1 bis 10 0.3192 0.4310 0.4296 10
11 bis 20 -0.2858 | -0.2035 | -0.0786 22
21 bis 40 0.1180 0.1461 0.2252 33
41 bis 80 0.1977 0.2136 0.2902 22

81 bis 120 0.1086 0.1156 0.1933 7

121 bis 160 0.1923 0.1975 0.2426 11

> 160 0.2334 0.2369 0.2925 33

0.95< S/K < 1.00 1 bis 10 -0.3784 | -0.3057 | -0.2488 | 225
11 bis 20 -0.1401 -0.1248 | -0.0472 221

21 bis 40 0.0223 0.0307 0.0899 297
41 bis 80 0.1218 0.1262 0.1739 131
81 bis 120 0.0949 0.0972 0.1562 60
121 bis 160 0.1907 0.1933 0.2290 30

> 160 0.1626 0.1647 0.2108 52
1.00< S5/K <1.05 1 bis 10 -0.0265 -0.0298 | -0.0032 169
11 bis 20 -0.0189 -0.0210 0.0154 116

21 bis 40 0.0404 0.0401 0.0737 130
41 bis 80 0.0996 0.0997 0.1319 58
81 bis 120 0.0805 0.0808 0.1222 50
121 bis 160 0.1602 0.1611 0.1919 13

> 160 0.1429 0.1433 0.1838 24

1.05< S/K <1.15 1 bis 10 -0.0113 | -0.0121 | -0.0108 41
11 bis 20 0.0198 0.0179 0.0235 27

21 bis 40 0.0301 0.0281 0.0390 28

41 bis 80 0.0549 0.0536 0.0689 33

81 bis 120 0.0127 0.0113 0.0316 21

121 bis 160 0.0816 0.0812 0.1019 9

> 160 0.1168 0.1163 0.1392 12

1.15 < S/K 1 bis 10 0.0132 0.0132 0.0132 15
11 bis 20 0.0075 0.0074 0.0075 7

21 bis 40 -0.0073 | -0.0076 | -0.0069 8

41 bis 80 0.0029 0.0025 0.0041 15

81 bis 120 0.0123 0.0114 0.0181 7

> 160 0.0788 0.0784 0.0893 2

Tabelle 5.6: Mittlere relative Abweichungen zwischen Modell- und
Marktpreisen bei Call-Optionen auf den SMI im Zeitraum Januar bis
Juli 1998.
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S/K T GBB SD HYP M
S/K < 0.85 1 bis 10 0.9995 0.9998 0.9999 9
11 bis 20 0.9725 0.9845 0.9820 12
21 bis 40 0.8074 0.8486 0.8611 32
41 bis 80 0.7896 0.8146 0.8515 26
81 bis 120 | 0.6726 0.7009 0.7780 17
121 bis 160 | 0.1065 0.1183 0.1956 4
> 160 0.4148 0.4222 0.5163 12
0.85 < 5/K < 0.95 1 bis 10 0.6268 0.6877 0.6719 80
11 bis 20 0.4791 0.5344 0.5634 | 119
21 bis 40 0.5313 0.5560 0.6103 | 171
41 bis 80 0.4010 0.4125 0.4706 46
81 bis 120 | 0.4324 0.4400 0.5059 46
121 bis 160 | 0.1533 0.1562 0.2181 7
> 160 0.3480 0.3507 0.4303 12
0.95 < §/K < 1.00 1 bis 10 -0.0455 | 0.0446 0.0584 | 134
11 bis 20 0.1841 0.2003 0.2480 | 150
21 bis 40 0.3101 0.3159 0.3640 | 156
41 bis 80 0.3041 0.3058 0.3539 48
81 bis 120 | 0.3260 0.3262 0.3680 31
121 bis 160 | 0.1449 0.1430 0.1840 6
> 160 0.2656 0.2652 0.3310 6
1.00 < S/K <1.05 1 bis 10 0.0002 | -0.0058 0.0254 82
11 bis 20 0.1134 0.1106 0.1409 65
21 bis 40 0.2018 0.1997 0.2319 70
41 bis 80 0.2286 0.2271 0.2623 26
81 bis 120 0.2639 0.2627 0.2965 12
121 bis 160 | 0.1538 0.1512 0.1894 2
> 160 0.2482 0.2472 0.2977 6
1.05< S/K < 1.15 1 bis 10 -0.0283 | -0.0803 | -0.0279 | 17
11 bis 20 0.0606 0.0556 0.0652 27
21 bis 40 0.1215 0.1167 0.1307 10
41 bis 80 0.1283 0.1258 0.1400 7
81 bis 120 0.1736 0.1721 0.1889 6
121 bis 160 | 0.1221 0.1189 0.1396 1
> 160 0.1332 0.1329 0.1579 2
115< S/K 1 bis 10 -0.0308 | -0.0308 | -0.0308 | 4
11 bis 20 -0.0184 | -0.0189 | -0.0183 | 4
21 bis 40 0.0266 0.0249 0.0274 4
41 bis 80 0.0511 0.0479 0.0580 2
81 bis 120 0.1022 0.1010 0.1109 2
> 160 0.1119 0.1091 0.1223 2

Tabelle 5.7: Mittlere relative Abweichungen zwischen Modell- und
Marktpreisen bei Call-Optionen auf den SMI im Zeitraum August bis
Dezember 1998.
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3. Insgesamt betrachtet fithrt die Optionspreisformel von Black— und Scholes zu
den geringsten Abweichungen, gefolgt vom Sprung-Diffusions—Modell und etwas
deutlicher vor dem hyperbolischen Modell. Dieses Ergebnis ist fiir die zweite
Jahreshélfte starker ausgepragt.

4. Die Differenzen zwischen den einzelnen Modellpreisen sind im allgemeinen ge-
ring. Ausnahme bilden die Optionen auf den Roche Genussschein, bei dem
die Marktsituation durch die Black—Scholes—Formel besser beschrieben wird als
durch die entsprechende Formel im hyperbolischen Modell.

5. Es ist nicht ganz einfach, eine Tendenz zu erkennen, wann welches Modell
moglicherweise die bessere Approximation darstellt: mit steigenden Ausiibungs-
verhiltnissen schneidet das Sprung—Diffusionsmodell etwas besser ab, bei klei-
nen Restlaufzeiten fithrt das hyperbolische Modell zu kleineren Abweichungen.

Aus diesen Ergebnissen kann folgendes Fazit gezogen werden. Alle Modelle fithren zu
etwa gleichen Optionspreisen. Das deutliche bessere Approximationsverhalten durch
den Sprung-Diffusions—Prozess und das hyperbolische Modell auf Stufe der Aktien-
renditen iibertrigt sich nicht auf die Optionsmodelle. Zudem erfordern Berechnungen
im hyperbolischen Modell lange Computerrechenzeiten.

5.4 Zusammenfassung

In diesem Kapitel und dem Kapitel 4 wurde ein wichtiger Teil der vorliegenden Studie
erarbeitet. Es wurden die Modelle erldutert und anhand von Marktdaten getestet, auf
denen in einem spéteren Teil die parametrischen Value-at—Risk—Schétzungen basie-
ren werden.

Bei diesen Modellen handelt es sich um die Geometrische Brownsche Bewegung, den
Sprung-Diffusions—Prozess und das hyperbolische Modell. Alle Modelle wurden dis-
kutiert, ihre Eigenschaften erldutert und die Verfahren zur Parameterschitzung vor-
gestellt. Wichtiger Bestandteil war die Darstellung der Herleitung analytischer Opti-
onspreisformeln fiir europiische Call-Optionen. Desweiteren wurden die statistischen
Verfahren zur Uberpriifung der einzelnen Modelle erliutert.

In detaillierten Untersuchungen wurden die Modelle fiir den schweizerischen Aktien—
und Optionenmarkt tiberpriift. Fiir den Aktienmarkt ergab sich, dass empirische Ver-
teillungen von Aktienrenditen auf téglicher Basis durch Verteilungen wie sie sich aus
dem Sprung-Diffusions—Prozess und dem hyperbolischen Modell ergeben, deutlich
besser approximiert werden als durch eine Normalverteilung, welche durch die Geo-
metrische Brownsche Bewegung impliziert wird. Diese Eigenschaft iibertragt sich al-
lerdings nicht auf den Optionsmarkt. Dort sind die Differenzen zwischen den einzelnen
Modellpreisen sehr gering. Bei einem Vergleich mit Marktpreisen schneiden die Black—
Scholes—Optionspreise und diejenigen des Sprung-Diffusions—Prozesses etwas besser
ab als die Optionspreise im hyperbolischen Modell. Festzuhalten ist auch, dass mit
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wachsenden Ausiibungsverhéiltnissen in allen Modellen eine bessere Approximation
erzielt wird.
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Kapitel 6

Das Value—at—Risk—Konzept
zur Messung von
Marktrisiken

Das vorliegende Kapitel ist dem Value-at—Risk—Konzept zur Messung von Markt-
risiken und verwandten Konzepten zur Risikomessung gewidmet. Zunichst wird de-
finiert, was unter Risiko eigentlich zu verstehen ist und wie dieses Risiko mit dem
Value—at—Risk—-Konzept quantifiziert werden kann. Der Begriff des Modellrisikos wird
dariiber hinaus eine wichtige Rolle spielen. Da die Bankaufsichtsbehdrden den Avlue—
at—Risk als Risikomass vorschreiben, werden die entsprechenden Vorschriften darge-
stellt.

Risikomasse werden auf der Grundlage von Renditeverteilungen bestimmt. Da ver-
schiedene Methoden existieren, wie man zu solchen Verteilungen gelangen kann, wer-
den diese ebenfalls vorgestellt.

Alternativ zum Value-at-Risk wird die Klasse der Lower—Partial-Moments (LPM) als
Risikomasse vorgestellt und diskutiert, ebenso wird der Zusammenhang dieser Masse
mit dem Value—at—Risk aufgezeigt. Diese beiden Risikomasse sind allerdings nicht als
eigenstindig zu betrachten, sondern sie ergeben sich aus einer sehr viel allgemeineren
Klasse von Risikomassen, auf die ebenfalls eingegangen wird.

Die Ausfithrungen dieses Kapitels beschranken sich auf das Wesentliche. Zum einen
existiert in der Zwischenzeit umfangreiche Literatur zu den einzelnen Themengebie-
ten, zum anderen stehen im Rahmen dieser Arbeit die nachfolgenden empirischen
Studien im Vordergrund.

129
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6.1 Der Risikobegriff

6.1.1 Was ist Risiko?

Unter Okonomen besteht durchaus keine Einigung dariiber, was unter Risiko zu ver-
stehen ist, oder wie es gemessen werden kann. Fiir einen Uberblick iiber verschiedene
Definitionen des Begriffs ,, Risiko“ sei auf Brachinger [17] und Brachinger und Weber
[18] verwiesen.

In dieser Arbeit wird Risiko verstanden als ein mit dem Ergreifen einer Handlungsal-
ternative mogliches Ergebnis, das durch zwei Eigenschaften gekennzeichnet ist (vgl.

Brachinger [17]):

1. das Ergebnis wird als negativ verstanden in dem Sinn, dass ein Schaden oder
Verlust auftritt, und

2. das Eintreten dieses Ergebnisses zu einem in der Zukunft liegenden Zeitpunkt
ist unsicher.

Damit von einem Schaden oder Verlust gesprochen werden kann, muss ein bestimm-
tes Referenzniveau vorgegeben werden, zum Beispiel eine erwartete Mindestverzin-
sung einer Anlage oder eine Auszahlung in einer gewissen Héhe. M&gliche unsichere
Abweichungen von diesem Referenzniveau nach unten stellen dann ein Risiko dar.

6.1.2 Abgrenzung der Marktrisiken von anderen finanziellen
Risiken

In dieser Arbeit werden Marktrisiken untersucht. Marktrisiken entstehen durch
Marktpreisdnderungen, was bedeutet, dass alle Instrumente, die auf Méarkten gehan-
delt werden, solchen Risiken ausgesetzt sind (vgl. Coopers & Lybrand [30], S. 220 f.,
Johanning [66], S. 17, Read [96], S. 4 f., Schierenbeck [104], S. 8 f.). Insbesondere sind
dies Zinsanderungsrisiken, Wechselkursrisiken sowie Kursrisiken von Aktien, Edelme-
tallen, Rohstoffen etc. und von den zugehérigen Derivaten.

Die Bedeutung von Marktrisiken hat in den letzten Jahren zugenommen, nicht zuletzt
deshalb, weil Bankaufsichtsbehérden den von ihnen beaufsichtigten Banken strenge
Vorschriften beziiglich der Messung von Marktpreisrisiken auferlegt haben (vgl. Basle
Committee on Banking Supervision [9]). In der Schweiz miissen die Banken zu diesem
Zweck alle bilanziellen und ausserbilanziellen Positionen zu Marktpreisen bewerten,
Fremdwéahrungen sind dabei mit aktuellen Kursen umzurechnen (vgl. Eidgendssische
Bankenkommission [42], S. 5).

Die Griinde, die dazu gefiihrt haben, Methoden zur Quantifizierung von Marktrisiken
zu entwickeln, sind vielfiltig. Ein wichtiger Grund ist sicherlich in der wachsenden
Bedeutung von Derivateméirkten zu sehen (vgl. Jorion [68], S. 11 f.). Innovationen
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auf den Finanzméarkten, wie zum Beispiel die Securitisation, also etwa die Verbrie-
fung von Hypothekarkreditforderungen, die dann am Kapitalmarkt emittiert werden',
sind ebenfalls zu erwahnen.

Einige spektakuldre Verluste von Unternehmen im Zusammenhang mit Marktpreis-
verdnderungen haben, vor allem durch ihre psychologische Wirkung, ebenfalls dazu
beigetragen, die Problematik von Marktrisiken in den Vordergrund zu riicken. Einige
der wichtigsten dieser Félle sind in Tabelle 6.1 iiberblickartig dargestellt. Wie daraus
ersichtlich wird, waren nicht nur Bankinstitute davon betroffen. Fiir eine ausfiihrliche
Schilderung der Hintergriinde der einzelnen Félle sei auf Jorion verwiesen (vgl. Jorion

[68], S. 23 ff.).

‘ Unternehmen ‘ Art der Unternehmung ‘ Jahr | Markt ‘ Verlust ‘
Barings tiber 200 Jahre alte 95 Japanischer 1.3 Mrd. $
britische Bank Aktienmarkt
(Futures)
Metallge— 1993 14.—grosste 93 Ol (Futures) 1.3 Mrd. $
sellschaft Industriegruppe in
Deutschland mit
58’000 Beschiftigten
Orange Fondsgesellschaft, 94 Zinsen, 1.7 Mrd. $
County Verwaltung von mittelfristige
Mitteln 6ffentlicher Staatspapiere
Haushalte
Daiwa 1995 12.—grosste 95 US-Treasury 1.1 Mrd. $
japanische Bank Bonds

Tabelle 6.1: Einige spektakuldre Verluste im Zusammenhang mit Marktrisiken.

Ein aktuelleres Beispiel aus der Schweiz betrifft die Verluste der aus der Schweizeri-
schen Bankgesellschaft und dem Schweizerischen Bankverein hervorgegangenen UBS
AG durch ihre Investitionen im amerikanischen Hedge Fund Long Term Capital Ma-
nagement in der Hohe von einer Milliarde USD. Bei der UBS AG waren vor allem
organisatorische Mangel und das Fehlen von Kontrollinstrumenten fiir die Verluste
verantwortlich (vgl. o. V. [89]). Solche Faktoren waren auch fiir die in obiger Tabelle
erwahnten Beispiele mitverantwortlich.

Gerade in den Jahren 1993 bis 1996 haben verschiedene internationale Organisatio-
nen wie die Group of Thirty oder der Basler Ausschuss fiir Bankenaufsicht aber auch
Unternehmen wie die Investmentbank J. P. Morgan Anstrengungen fiir einen ver-
besserten Umgang mit Marktrisiken unternommen. Read gibt hierfiir einen kurzen

! Der Schweizerische Bankverein war das erste Bankinstitut in der Schweiz, das im Mai 1998 solch
eine Securitisation von Hypotheken vorgenommen hat (vgl. o. V. [90]).
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historischen Uberblick (vgl. Read [96], S.5 f.).

Oft wird als Grund fiir die Konzentration auf Marktpreisrisiken die angeblich zuneh-
mende Volatilitiat von Finanzmérkten angefiihrt. Sicherlich sind vor allem im Jahr
1998 die Mirkte volatiler geworden, es muss sich aber nicht um ein dauerhaftes Phéno-
men handeln. Phasen hoher Volatilitdt waren auch schon frither zu beobachten und
sind wieder durch Phasen niedriger Volatilitdt abgelost worden. Betrachtet man bei-
spielsweise den schweizerischen Aktienmarkt im oben erwahnten Zeitraum der Jahre
1993 bis 1996, so kann nur fiir das Jahr 1994 eine leicht erhShte Volatilitat festge-
stellt werden. Man siehe hierzu die Renditeentwicklung des SMI auf Seite 39 und den
Recurrence Plot des SMI auf Seite 44. Ansonsten war dies eine Phase eher ruhigen
Bérsengeschehens.

In dieser Arbeit werden ausschliesslich Marktrisiken betrachtet, wobei eine Ein-
schrankung auf Aktienkursrisiken und Aktienoptionspreisrisiken vorgenommen wird.
Der Aktienmarkt ist nach wie vor der bedeutendste Marktplatz fiir Finanzinstrumente
und daher auch sehr liquide. Ebenso spielen Aktienoptionen von allen existierenden
Optionen die wichtigste Rolle. Und was fiir eine empirische Untersuchung von essen-
tieller Bedeutung ist: das verfiigbare Datenmaterial ist umfangreich, sowohl was den
Aktienmarkt als auch was den Markt gehandelter Optionen angeht.

Marktrisiken sind sorgfiltig von anderen finanziellen Risiken abzugrenzen. Unter all-
gemeinen finanziellen Risiken sind neben Marktrisiken sogenannte Bonitdts—oder Kre-
ditristken, operative Ristken oder Betriebsrisiken sowie juristische Ristken zu subsu-
mieren. Unter Bonitdts— oder Kreditrisiko versteht man das Risiko, dass ein Kredit-
nehmer seinen Zahlungsverpflichtungen nicht mehr nachkommen kann. Bei den ope-
rativen Risiken oder Betriebsrisiken handelt es sich um menschliches oder technisches
Versagen, mangelnde Kontrollsysteme etc.. Juristische Risiken bestehen schliesslich
dann, wenn abgeschlossene Vertriage rechtlich nicht durchsetzbar sind (vgl. Read [96],
S. 5 f., Biihler und Schmidt [24], S. 7 f.).

6.1.3 Modell-, Parameter— und Schitzrisiken

Zur Quantifizierung, das heisst zur Angabe der Hohe des Risikos sind geeignete Mass-
zahlen oder Risikomasse zu bestimmen. Bei der Messung von Marktrisiken sind diese
Masszahlen statistische Kenngrossen einer Verteilung von Gewinnen und Verlusten
oder einer Renditeverteilung der jeweils betrachteten Anlage.

Zu diesen Kenngrossen, die Masszahlen des Risikos darstellen, kann man prinzipiell
auf zwel Arten gelangen. Gemeinsam ist diesen Ansétzen, dass eine Stichprobe von hi-
storischen Daten vorliegt. Der erste Ansatz, im folgenden auch als epzlizite Modellbil-
dung bezeichnet, besteht darin, zunédchst eine explizite Wahl einer Verteilungsfamilie
als Modell fiir Renditeverteilungen beziehungsweise eines expliziten Modells fiir die
den Marktverdnderungen zugrundeliegenden Prozesse zu treffen (vgl. auch Kapitel
3). Es sind dann die entsprechenden Modellparameter auf Grundlage der Stichprobe
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historischer Daten zu schitzen und schliesslich ist eine Schitzung des Risikomasses
vorzunehmen. Ein zweiter Ansatz, im folgenden auch als implzite Modellbildung be-
zeichnet, trifft keine Annahmen iiber die Art der Verteilung der Renditen. Es werden
direkt auf Grundlage der Stichprobe historischer Daten Risikomasszahlen als statisti-
sche Kenngrossen geschitzt. Ob eine implizite oder explizite Modellbildung erfolgt,
gemeinsam ist diesen Ansétzen die vereinfachende Abbildung der Realitdt unter Ver-
wendung von Annahmen. Wenn auch bei einer impliziten Modellbildung kein Modell
fiir die Verteilung der Renditen vorgegeben wird, so ist dieser Ansatz trotzdem nicht
frei von Annahmen. Im allgemeinen wird hierbei unterstellt, dass die Stichprobenele-
mente unabhéngig und identisch verteilt sind. Diese Annahmen und damit das Modell
konnen , besser® oder ,schlechter” sein, das heisst die Realitét besser oder schlechter
approximieren. Somit tritt bereits bei der Wahl eines bestimmten Modells ein gewis-
ses Risiko ein, das sogenannte Modellrisiko (vgl. Brachinger [17], Read [96], S. 5).

In der Literatur besteht weitgehend Einigkeit dariiber, dass solche Modellrisiken be-
stehen. Dabei entspricht der oben formulierte Risikobegriff dem allgemeinen Verstand-
nis von Modellrisiko, obgleich dies nur eine sehr vage Formulierung und Umschreibung
darstellt. In der Literatur wird zudem eher auf die Ursachen von Modellrisiken und
auf deren Typologisierung eingegangen als auf eine moglichst exakte Definition und
eine mogliche Quantifizierung von Modellrisiken.

Bei der Typologisierung von Modellrisiken werden allerdings einzelne Risikoarten mit-
einander vermischt, die mit Modellrisiken nichts gemeinsam haben. Eine solche, durch-
aus reprasentative Typologisierung stellt diejenige von Crouhy et al. [32] dar. Danach
lassen sich folgende Ursachen von Modellrisiken unterscheiden. Erstens bestehen Mo-
dellrisiken aufgrund einer méglicherweise falschen Modellwahl, das heisst durch die
Wahl von Modellen, welche die charakteristischen Eigenschaften von Finanzméarkten
nur unzureichend beriicksichtigen. Dies stellt Modellrisiko dar wie es bereits oben
formuliert und verstanden wurde. Zweitens soll nach dieser Typologie Modellrisiko
dann vorliegen, wenn Modelle falsch implementiert werden, zum Beispiel durch Pro-
grammierfehler oder durch eine zu geringe Anzahl Simulationsldufe bei Monte—Carlo—
Simulationen. Dies hat allerdings nichts mit Modellrisiko zu tun, sondern ist vielmehr
operationelles Risiko. Als dritte Ursache von Modellrisiken wird eine falsche Kalibrie-
rung eines Modells angesehen, das heisst es geht um die Fragestellung der Schétzung
von Modellparametern. Dies kann ebenfalls nicht unter den Begriff des Modellrisikos
subsumiert werden, sondern ist ein reines Schitzproblem und das Problem der Giite
einer Schitzung. Fragen der Datenqualitit haben fiinftens ebenso mit eigentlichem
Modellrisiko wenig gemeinsam. Schliesslich wird als letzte Ursache fiir Modellrisiko
eine falsche Anwendung eines Modells erwidhnt. Als Beispiel wird angefiihrt, dass die
Anwendung der Black—Scholes—Formel fiir européische Optionen auf amerikanische
Optionen zu Fehlern fiithrt. Dies stellt zwar Modellrisiko dar, da das Modell die Rea-
litat nicht korrekt beschreibt, aber Modellrisiko muss so verstanden werden, dass ein
Risiko mit einem verwendeten Modell verbunden ist, obwohl die zugrundeliegenden
Annahmen sorgfiéltig tiberpriift und kritisch hinterfragt wurden.
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Es stellt sich also heraus, dass in der Literatur nur eine sehr ungenaue Formulierung
des Modellrisikobegriffs verwendet wird, wobei zusdtzlich noch mehrere Risikoarten
miteinander vermischt werden. So werden unter Modellrisiko Risikoarten subsumiert,
die gar kein Modellrisiko darstellen. Ebenso bleibt in der Regel vollig unklar, wie ein
Modellrisiko quantifiziert werden kann.

Deshalb wird im folgenden der Begriff des Modellrisikos konkretisiert und von ande-
ren Risikoarten abgegrenzt. Diese Konkretisierung wird im Rahmen der Messung von
Marktrisiken vorgenommen.

Der Begriff des Modellrisikos lisst sich durch folgende Uberlegungen genauer fassen.
Zur Modellierung der wahren Renditeverteilung wird zunéchst eine bestimmte Familie
von Verteilungen ausgewihlt. Innerhalb dieser Verteilungsfamilie approximieren ein-
zelne Mitglieder dieser Familie die wahre Verteilung unterschiedlich gut. Es 1st daher
die beste Approximation aus der gewdhlten Verteilungsfamilie zu bestimmen. Diese
beste Approximation ist aber wie die wahre Verteilung unbekannt. Bekannt ist dage-
gen eine Schitzung fiir die beste Approximation. Unter dem Modellrisiko wird daher
die Differenz zwischen dem Wert RM eines Risikomasses fiir die wahre Verteilung
und dem Wert RM™ desselben Risikomasses fiir die beste Approximation aus einer
bestimmten Familie von Verteilungen verstanden. Diese Abweichung RM — RM™* und
damit das Modellrisiko bleiben aber letztlich unbekannt.

Eine Risikomasszahl ist, wie gesagt, Kenngrosse einer Renditeverteilung. Welche
Grosse dabei das Risiko am besten quantifiziert, ist jedoch nicht bekannt. Eine natiirli-
che Wahl existiert nicht. Ahnlich wie beim oben diskutierten Modellrisiko kann diese
Wahl gut oder schlecht sein, das heisst ein Verteilungsparameter kann das Risiko,
das in einer Verteilung enthalten ist, erfassen oder auch nicht erfassen. Fiir diese Un-
sicherheit in der Wahl des ,richtigen“ Risikomasses hat Brachinger [17] den Begriff
Parameterrisiko gepragt.

Schliesslich ist die Kenngrosse, die das Risiko quantifizieren soll, zu bestimmen. Da die
wahre Verteilung und die beste Approximation aus einer Verteilungsfamilie unbekannt
sind, ist diese Kenngrosse auf Basis einer Schitzung fiir die beste Approximation zu
schatzen. Unter Schdtzrisiko wird dann die Differenz zwischen dem Wert des Risi-
komasses RM™ fiir die beste Approximation einer Verteilungsfamilie und dem Wert
RM desselben Risikomasses fiir die geschétzte beste Approximation verstanden (vgl.

Brachinger [17]).

Modellrisiko und Schétzrisiko lassen sich durch Addition zu einem Gesamtrisiko
RM — RM zusammenfassen, wobei auch diese Grosse unbekannt ist. Idealerweise
sollte die Hohe des Gesamtrisikos nicht von der Hohe des Parameterrisikos abhingig
sein. Wird beispielsweise von einem Risikomass zu einem neuen Risikomass {iberge-
gangen, welches das Marktrisiko genauer erfasst, aber gleichzeitig das Modell und die
Schiatzmethodik unverdndert belassen, so darf sich das Gesamtrisiko aus Modell- und
Schétzrisiko nicht verdndern.
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Es zeigt sich also, dass Risiko nicht nur ein vielschichtiger Begriff ist, sondern dass
bei den Schritten zur konkreten Angabe einer Risikomasszahl verschiedene Unsicher-
heiten oder Risikoquellen auftreten.

Im Mittelpunkt dieser Arbeit standen bisher einzelne Modelle zur Beschreibung von
Prozessen auf den Aktien—und Optionenméirkten sowie die daraus resultierenden Ren-
diteverteilungen (vgl. insbesondere Kapitel 4 und 5). Im Vordergrund stand also das
Modellrisiko. Dies wird auch im weiteren der Fall sein, wenn auf Basis der diskutier-
ten Modelle Risikokennziffern geschitzt werden. Die Griinde fiir diese Konzentration
liegen auf der Hand. Die Reduzierung des Modellrisikos stellt den ersten und da-
her fundamentalen Schritt in Richtung einer ,guten® Risikomasszahl dar. Die besten
Konzepte zur Verringerung des Parameterrisikos miissen versagen, wenn das Risi-
ko auf Grundlage , falscher” Modellverteilungen quantifiziert wird. Selbstverstdndlich
gilt diese Uberlegung auch in umgekehrter Richtung, die natiirliche Reihenfolge be-
steht allerdings darin, zundchst Modellrisiken, dann Parameterrisiken zu minimieren.
Kritisch zu beurteilen sind daher Studien zum Value—at—Risk—Konzept als Risikomas-
szahl, die auf der Annahme normalverteilter Renditen beruhen (vgl. etwa Biihler et
al. [23], Johanning [66], S. 45 f.). Die empirischen Analysen in dieser Arbeit haben ge-
zeigt, dass eine Normalverteilung nur eine unzureichende Approximation empirischer
Renditeverteilungen darstellt.

Der Parameter, der das Modellrisiko beschreibt, ist zwar bekannt, aber der Wert die-
ses Parameters ist unbekannt. Um dennoch Aussagen iiber die Hohe des Modellrisikos
ableiten zu kénnen, werden in Kapitel 8 indirekte Kriterien eingefiihrt, mit denen das
Modellrisiko abgeschétzt werden soll. Aus dem Wert eines solchen Kriteriums lasst
sich allerdings nicht direkt auf die Hohe des Modellrisikos schliessen. Erst aus dem
Vergleich verschiedener Kriterien und aus dem Vergleich dieser Kriterien bei unter-
schiedlichen Modellen werden sich Aussagen iiber die Hohe des Modellrisikos machen
lassen, allerdings nur iiber Modellrisiken der untersuchten Modelle relativ zueinan-
der. Es werden sich also nur indirekte Hinweise auf die Grosse des Modellrisikos eines
bestimmten Modells ergeben.

Wenn auch Modellrisiken im Vordergrund stehen, sollen Parameterrisiken nicht ganz
vernachléssigt werden. Hat man sich etwa fiir den Value—at—Risk als Risikogrosse
entschieden, so miissen bei diesem Konzept noch weitere Spezifikationen vorgenom-
men werden, die iiber die Eignung dieses Konzeptes zur Risikomessung mitentschei-
den. Selbst innerhalb eines Konzeptes lassen sich Parameterrisiken reduzieren. Auf
Schitzrisiken schliesslich wird nur am Rande eingegangen.
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6.2 Der Value—at—Risk als Risikomass

6.2.1 Einleitung

Der Value—at—Risk stellt derzeit das Standardrisikomass zur Messung von Markt-
risiken dar. Dies liegt vor allem daran, dass die Bankaufsichtsbehorden dieses Konzept
aufgegriffen und es in den entsprechenden Richtlinien aufgenommen haben.

So hat der Basler Ausschuss fiir Bankenaufsicht im April 1995 Richtlinien erlassen,
die es den Banken erlauben, als Alternative zu dem bis zu diesem Zeitpunkt gelten-
den Standardverfahren sogenannte interne Modelle zur Messung von Marktrisiken zu
verwenden, und damit Aktiva mit Eigenkapital zu unterlegen (vgl. Basle Comittee on

Banking Supervision [9], Read [96]).

Beim Standardverfahren werden die zu Marktpreisen bewerteten Aktiva, die einem
Marktrisiko ausgesetzt sind, sehr vereinfacht ausgedriickt dadurch mit Eigenmitteln
unterlegt, dass je nach Art der Aktivposition ein bestimmter Prozentsatz von der
Hohe dieser Position durch Bereitstellung von Eigenkapital abzusichern ist.

Als interne Modelle kénnen Banken Modelle, wie die in Kapitel 4 beschriebenen, und
die daraus resultierenden Renditeverteilungen verwenden, um den Value-at—Risk zu
schatzen. Diese Grosse wird fiir die einzelnen Aktivpositionen berechnet und dient als
Grundlage fiir die Hohe der Eigenkapitalunterlegung.

In der Schweiz wurden die Vorschlige des Basler Ausschusses aufgegriffen und in
Richtlinien der Eidgendssischen Bankenkommission (EBK) zur Eigenmittelunterle-
gung von Marktrisiken umgesetzt (vgl. Eidgendssische Bankenkommission [42]). Er-
laubt sind nach diesen Richtlinien Standardverfahren und/oder interne Modelle —
letztere von der Eidgendssischen Bankenkommission als Modellverfahren bezeichnet
— unter Verwendung des Value-at—Risk—Konzeptes. Diese Vorschriften traten am

31.12.1997 in Kraft.

6.2.2 Definition des Value—at—Risk

Fiir einen vorgegebenen Zeithorizont und ein vorgegebenes Konfidenzniveau o« = 1—p,
ist der Value-at-Risk (VaR) derjenige Verlust einer Finanzposition, der innerhalb des
betrachteten Zeithorizonts nur mit der Restwahrscheinlichkeit p iiberschritten wird

(vgl. Brachinger [17], Brachinger [16]).

Der Zeithorizont, fiir den ein Value—at—Risk—Wert bestimmt wird, wird in der Regel
als Halteperiode bezeichnet, da angenommen wird, dass die Finanzposition, fiir die
eine Risikokennzahl berechnet wird, {iber die gesamte Zeitperiode hinweg gehalten
wird. Fiir eine konkrete Bestimmung des Value—at—Risk kénnen die Halteperiode und
die Restwahrscheinlichkeit p im Prinzip frei gewahlt werden.
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Sei mit » die Rendite der betrachteten Anlage oder Finanzposition am Ende der Hal-
teperiode relativ zum Beginn dieser Halteperiode bezeichnet. Diese Rendite ist als
Zufallsvariable zu verstehen. Der Wert der Position zu Beginn der Halteperiode sei
Wy, woraus sich ein unsicherer Wert Wy - (1 4+ r) am Ende der Halteperiode ergibt.

Um beurteilen zu kénnen, ob am Ende der Halteperiode ein Verlust eingetreten ist,
muss zunéchst ein Referenzniveau festgelegt werden. Ein Verlust V' ist dann gegeben,
wenn die realisierte Rendite kleiner als das Referenzniveau ausfillt. Dieses Referenz-
niveau kann zum Beispiel in einer erwarteten Rendite E[r] bestehen, oder es wird als
Referenzniveau gefordert, dass kein Wertverlust eintreten soll. Im ersten Fall betrégt

der Verlust V = Wy (E[r] — r]), im zweiten Fall V = —Wg - r.

Der Value-at—Risk kann nun in mathematisch—statistischer Weise durch die Wahr-
scheinlichkeitsaussage

P(V>VaR)=1-P(V <VaR) =p (6.1)

implizit definiert werden (vgl. Brachinger [16], Brachinger [17]). Diese Gleichung be-
sagt, dass die Wahrscheinlichkeit fiir einen Verlust grosser als der Value—at—Risk genau
p = 1 — a betrigt. Dieser Zusammenhang ist in Abbildung 6.1 wiedergegeben. Wird

A

f(V)

Restwahrschein-
lichkeit p

77 > >
Value at Risk Verluste V

Abbildung 6.1: Definition des Value—at—Risk.

mit F' die Verteilungsfunktion der Verluste bezeichnet, so kann durch Anwendung der
Umkehrfuktion =1 der Value-at-Risk explizit definiert werden (vgl. Brachinger [17],
Brachinger [16]):

VaR=F~'1-p). (6.2)
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Der Value-at—Risk ist somit nichts anderes als das (1 — p)100%—Quantil einer Ver-
lustverteilung. Je nachdem, was unter Verlust verstanden wird, ergeben sich unter-

schiedliche Value—at—Risk—Werte.

Statt Verlustverteilungen kénnen auch Renditeverteilungen betrachtet werden. Das
(1 — p)100%—Quantil der Verlustverteilung ist das p100%-Quantil der Renditevertei-
lung. Wird ein Verlust auf eine erwartete Rendite bezogen, ergibt sich als Value—at—
Risk

VaR=-Wy (r*(p) — E[r]), (6.3)

wobei 7*(p) das pl00%—Quantil der Renditeverteilung bezeichnet. Hier spricht man
vom Value-at—Risk beziiglich des Erwartungswertes. Wird dagegen nur dann von ei-
nem Verlust gesprochen, wenn auch tatsédchlich ein Wertverlust eintritt, 1st der Value—
at—Risk gegeben durch

VaR=-Wyr*(p). (6.4)

Hier spricht man nun in der Regel vom Value-at—Risk beziiglich der Anfangsinvestiti-
on (vgl. Brachinger [17], Brachinger [16], Jorion [68], S. 91). Es ist nun wichtig, sich vor
Augen zu fiihren, dass Value-at—Risk—Werte in der Praxis Schitzgrossen darstellen.
Zur Bestimmung des Value—at—Risk ist in beiden Fillen das Quantil einer Rendite-
verteilung zu schitzen. Bei der Definition (6.3) muss zusétzlich die erwartete Rendite
geschitzt werden, dafiir ist der so definierte Value—at—Risk translationsinvariant.

Im folgenden wird von der Definition beziiglich der Anfangsinvestition (6.4) ausgegan-
gen. Sie ist in der Anwendung etwas einfacher, vor allem was eine ex—post Uberpriifung
von Value—at—Risk—Schétzungen angeht. Zudem koénnen Fehler bei der Schitzung des
Erwartungswertes vermieden werden.

Auf wen die Begriffsbildung Value—at—Rusk letztendlich zuriickgeht, ist nicht ganz klar.
Die Investmentbank J. P. Morgan hat jedenfalls durch die kostenlose Bereitstellung
ihres Value—at—Risk—Paketes RiskMetrics”™ 1994 fiir eine rasche Verbreitung dieses
Konzeptes gesorgt (vgl. J. P. Morgan [65]). Die Idee, Risiko von Finanzpositionen
mit dem Value—at—Risk respektive durch ein Quantil einer Verlust— oder Renditever-
teilung zu messen, diirfte jedoch alter sein. Bei Hsieh (vgl. Hsieh [59], S. 52) findet
sich ein Ausdruck zur Bestimmung von Kapitalreserven zur Deckung von Verlusten,
welcher der Wahrscheinlichkeitsaussage (6.1) entspricht.

6.2.3 Diskussion des Value—at—Risk als Risikomass

Mit dem Value-at—Risk als Mass zur Quantifizierung von Marktrisiken sind sowohl
Vor— als auch Nachteile verbunden, welche im folgenden kurz dargestellt werden.

Die Definition des Value—at—Risk geht implizit von einem Referenzniveau aus. Es
werden also nur Abweichungen beriicksichtigt, die unterhalb dieses Referenzniveaus
liegen. Dies entspricht dem Risikobegriff, wie er in Abschnitt 6.1.1 formuliert wurde.
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Da die Angabe des Value—at—Risk in Geldeinheiten erfolgt, ist diese Kenngrosse leicht
interpretierbar (vgl. Brachinger [17]). Dariiber hinaus lasst sich der Value-at-Risk
als Grundlage fiir die Gestaltung von Limitestrukturen fiir den Handelsbereich von
Finanzinstitutionen und zur Berechnung von Eigenkapitalunterlegungen der Marktri-
siken verwenden (vgl. Johanning [67]). In der Praxis wird er auch dazu verwendet,
Ertrags— und Leistungskontrollen auf Grundlage risikoadjustierter Kennzahlen vor-
zunehmen (vgl. Schierenbeck [104], S. 79 ff.). Der Value-at—Risk besitzt weiter den
Vorteil, dass er sich zum Vergleich ganz unterschiedlicher Marktrisiken, das heisst
Risiken unterschiedlicher Produkte und Risiken auf verschiedenen Mérkten eignet.
Selbst die Messung von Kreditrisiken basiert auf dem Value—at—Risk—Konzept.

Eine kritische Uberpriifung des Value-at-Risk beziiglich dessen Eignung als Risiko-
mass gibt Johanning (vgl. Johanning [66], S. 46 ff.). So enthilt der Value-at-Risk
keine Informationen {iber die Hohe der Verluste, die den Value—at—Risk iiberschrei-
ten. Auch erhilt man keine Angaben iiber die Wahrscheinlichkeit solcher Verluste.
Dies widerspricht dem in Abschnitt 6.1.1 formulierten Risikobegriff. Der Value—at—
Risk als Risikomass wéchst nicht mit der Hohe potentieller (grosser) Verluste (vgl.
Brachinger [17]). Schliesslich wird eine Renditeverteilung nur anhand einer einzelnen
Kennzahl bewertet. Bei asymmetrischen oder schiefen Verteilungen kann so nur ein
kleiner Teil der die Verteilung charakterisierenden Eigenschaften erfasst werden.

Abbildung 6.2 illustriert diesen letzten Punkt am Beispiel zweier Renditeverteilungen
(in Anlehnung an Schréder [105], S. 84). Die eine Verteilung soll die Renditen eines
(fiktiven) Portfolios bestehend aus Aktien darstellen, mit einem bestimmten Quantil
r* als bestimmenden Faktor fiir den Value—at—Risk. Gleichzeitig ist eine Renditever-
teilung fiir ein (fiktives) Portfolio aus Aktienoptionen eingetragen, die das gleiche
Quantil r*, also den gleichen Value-at—Risk wie das Aktienportfolio aufweisen soll.
Solche Optionsportfolios zeigen typischerweise asymmetrische Renditeverteilungen. In
diesemn Beispiel ist die erwartete Rendite unterhalb des Quantils 7*, also der erwartete
Verlust, der den Value—at—Risk iibersteigt, beim Optionenportfolio geringer als beim
Aktienportfolio, die gesamte Verlustwahrscheinlichkeit aber sehr viel grosser. Solche
Effekte beriicksichtigt der Value—at—Risk nicht. Die Verwendung des Value-at—Risk
als Risikomass kann daher unerwiinschte Anreizwirkungen auf die Gestaltung eines
Portfolios ausiiben, unerwiinscht in dem Sinn, dass eine Portfoliogestaltung mit einer
hoéheren Verlustwahrscheinlichkeit zu einer gleichen Eigenkapitalunterlegung fithrt wie
eine konservativere Gestaltung eines Portfolios.

6.2.4 Regulatorische Rahmenbedingungen

Die meisten nationalen regulatorischen Rahmenbedingungen zur Messung von Mark-
trisiken orientieren sich an den Richtlinien des Basler Ausschusses fiir Bankenauf-
sicht (vgl. Basle Committe on Banking Supervision [9]). So hat auch die Eidgendssi-
sche Bankenkommission diese Vorgaben nahezu unverdndert aufgegriffen und in ihren
Richtlinien dargelegt (vgl. Eidgendssische Bankenkommission [42]).
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f(r)

Optionen-
portfolio

Aktienportfolio

>

r*(p) 0 r

Abbildung 6.2: Zwei fiktive Portfolios mit unterschiedlichen Renditeverteilun-
gen aber identischem Value—-at—Risk.

Diese Vorschriften betreffen folgende Punkte:

1. Periodizitat der Value—at—Risk—Berechnung (die EBK spricht von Berechnung,
obwohl sich der Value-at—Risk nur schitzen lasst),

2. Wahl des Konfidenzniveaus «,
3. Wahl der Halteperiode und
4. historischer Beobachtungszeitraum und Aktualisierung der Datenreihen.

Diese Punkte werden im folgenden diskutiert (vgl. Eidgenossische Bankenkommission

[42], S. 25 f.).

Die Periodizitit der Value—at—Risk—Schétzungen muss ein Tag betragen. Kiirzere In-
tervalle wéren prinzipiell denkbar, sind aber vom damit verbundenen Aufwand nicht
realistisch.

Das Konfidenzniveau o der Value—at—Risk—Schitzung soll 99% betragen. Dies ist
Ausdruck einer sehr vorsichtigen und konservativen Abschéatzung des Marktrisikos.
Aus statistischer Sicht ist gegen diese Wahl anzufiihren, dass bei der Schitzung von
sehr kleinen Quantilen wie dem 1%—Quantil oft nur wenige Beobachtungsdaten zur
Verfiigung stehen, was zu hohen Schitzfehlern fiihren kann.

Die Halteperiode und somit der Prognosehorizont wurde auf zehn Handelstage festge-
legt. Werden Halteperioden von einem Tag verwendet, so miissen die entsprechenden
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Value-at-Risk-Werte durch Multiplikation mit dem Faktor v/10 auf eine Halteperiode
von zehn Tagen umgerechnet werden. Der Basler Ausschuss geht implizit von einer
Definition des Value—at—Risk beziiglich der Anfangsinvestition aus. Wird eine Defini-
tion beziiglich des Erwartungswertes verwendet, muss zusétzlich der Erwartunsgwert
mit dem Faktor Zehn multipliziert werden.

Zur Wahl der Halteperiode von zehn Tagen sind folgende kritischen Anmerkungen an-
zubringen. Es ist unwahrscheinlich, dass Portfolios aus verschiedenen Anlagen in ihrer
Zusammensetzung iiber zehn Tage konstant bleiben, allein der Verfall von Optionen
kann zu einer Verdnderung der Portfoliozusammensetzung fiihren. Bei solch langen
Haltedauern wird auf diese Weise ein Value—at—Risk fiir ein Portfolio berechnet, das
so am Ende der Halteperiode nicht mehr existiert. Zudem kénnen im Verlauf von zehn
Tagen sehr starke Kursschwankungen an den Borsen auftreten, die so in den Value—
at—Risk—Schitzungen keine ausreichende Beriicksichtigung finden. Besonders kritisch
ist die Umrechnung von eintédgiger auf zehntigige Halteperioden zu beurteilen. Bei
der Anwendung des Multiplikationsfaktors /10 wird implizit davon ausgegangen, dass
Renditeverteilungen durch eine Normalverteilung approximiert werden kénnen (vgl.
Zimmermann [117] und Kapitel 4). Die Approximationsfehler der Normalverteilung
wurden bereits hinreichend diskutiert. Es ist allerdings anzumerken, dass es sich bei
dieser Méglichkeit zur Umrechnung nur um eine Ubergangsregelung (ohne Angabe
von Fristen) handelt (vgl. Eidgendssische Bankenkommission [42], S. 25).

Ein alternativer Vorschlag zur Festlegung der Halteperiode und des Konfidenzniveaus
stammt von J. P. Morgan. Sie schlagen eintdgige Halteperioden und Konfidenzni-
veaus von 95% vor (vgl. J. P. Morgan [65], S. 8). Daneben verwenden Banken fiir
interne Zwecke die unterschiedlichsten Konstellationen (vgl. Johanning [66], S. 37 f.).
Welche Halteperioden und Konfidenzniveaus sinnvolle Value—at—Risk—Schatzungen
liefern, kann nur im Rahmen empirischer Studien untersucht werden. Auch hier will
die vorliegende Arbeit einen Beitrag leisten.

Der historische Beobachtungszeitraum wurde auf mindestens ein Jahr festgelegt. Hier
musste ein Kompromiss gefunden werden. Lange historische Datenreihen verbessern
auf der einen Seite die statistischen Eigenschaften einer Schitzung, kénnen auf der an-
deren Seite zu einer zu starken Beriicksichtigung historischer, die Zukunft ungeniigend
beschreibender Situationen fithren.

Die Datenrethen und damit alle darauf basierenden Schétzungen, wie zum Beispiel
Modellparameter, miissen mindestens quartalsweise oder, falls es die Marktbedingun-
gen erfordern, sofort aktualisiert werden. Diese Formulierung ist allerdings zu unscharf
und lésst einiges an Interpretationsspielraum zu. Im Sinne einer moglichst zeitsimul-
tanen Verfolgung der Marktverdnderungen, sollte eine tigliche Aktualisierung vorge-
nommen werden.

Neben diesen quantitativen Anforderungen werden auch qualitative Anforderungen
formuliert. Sie betreffen zum Beispiel organisatorische Fragestellungen innerhalb ei-
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ner Unternehmung, die zur Messung von Marktrisken verpflichtet ist, und spielen
damit im folgenden keine Rolle.

Wichtig ist dagegen die Vorgehensweise, wie aus den Value—at—Risk—Schitzungen die
Hohe der Eigenmittel abgeleitet werden muss, die zur Absicherung der Marktrisiken
eingesetzt werden miissen. Geméiss Richtlinien der Eidgendssischen Bankenkommis-
sion ergeben sich diese Figenkapitalanforderungen aus dem grosseren der folgenden
zwel Betrige (vgl. Eidgenossische Bankenkommission [42], S. 22):

1. dem aktuell ermittelten Value-at—Risk,

2. dem Durchschnitt der Value—at—Risk—Schatzungen der 60 unmittelbar vorange-
henden Handelstage, multipliziert mit einem Faktor von mindestens Drei.

Die Hohe des Multiplikationsfaktors richtet sich vor allem nach der Prognosegiite des
Modells, das durch eine Bank verwendet wird, und kann bei Bedarf erhoht werden.
Im Kapitel 8 wird darauf genauer eingegangen.

Die Abwégung zwischen dem aktuellen Value—at—Risk und dem dreifachen sechzigtigi-
gen Durchschnitt erscheint wenig sinnvoll. Durch Multiplikation mit dem Faktor Drei
werden nur in Ausnahmeféllen die aktuellsten Value—at—Risk-Schitzungen zur Eigen-
mittelunterlegung herangezogen (vgl. Bithler und Schmidt [24], S. 43). Da historische
Informationen zum Beispiel in den Parameterschitzungen der Modelle enthalten sind,
wird zudem die Vergangenheit in doppelter Weise beriicksichtigt. In den folgenden
Kapiteln wird deshalb ein modifiziertes Verfahren untersucht: zur Ermittlung des Ei-
genkapitalbedarfs werden die aktuellen Value—at—Risk—Schétzungen mit dem Faktor
Drei multipliziert. So werden die aktuellen Marktentwicklungen besser beriicksichtigt.

Der Multiplikationsfaktor wurde vom Basler Aussschuss eingefiihrt, um Schwichen
einzelner Modelle abzufangen. Gegen diesen Faktor werden die meisten Gegenargu-
mente angefithrt. Nach diesen Richtlinien existieren fiir solche Schwéchen mehrere
Griinde (vgl. Basle Committee on Banking Supervision [9], S. 2 f.). Zun&chst zei-
gen empirische Renditeverteilungen Fat Tails (vgl. auch Abschnitt 2.1.3), die etwa
durch eine Approximation mit einer Normalverteilung nicht beriicksichtigt werden.
Inkonsistent ist dann, dass Value—at—Risk—Schétzungen, die auf Modellen beruhen,
welche empirische Verteilungen gut approximieren, trotzdem mit Dreil zu multiplizie-
ren sind. Bei einer Halteperiode von zehn Tagen sind Renditen zudem zunehmend
normalverteilt und weisen weniger ausgeprigte Fat Tails auf. Das Argument fiir den
Multiplikationsfaktor verliert somit an Uberzeugungskraft.

Weiter wird angefiihrt, dass die Vergangenheit nicht immer eine gute Approximation
fiir die Zukunft darstellt. Dieses Problem wird immer bestehen. Durch den Multi-
plikationsfaktor sollen Risiken abgefangen werden, die sich aus aussergewShnlichen
Marktveranderungen und die sich durch Handelsaktivitdten innerhalb eines Tages er-
geben, da Value—at—Risk—Schétzungen in der Regel auf Tagesendpositionen beruhen.
Prinzipiell wéren Intraday—VaR-Schiatzungen moglich, praktisch aber kaum umzu-
setzen. Schliesslich soll der Multiplikationsfaktor vereinfachende Annahmen bei der
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Bewertung von komplexen Instrumenten wie Optionen abfangen.

Gerade dieser letzte Grund und das Argument der unzureichenden Beriicksichtigung
von Fat Tails bieten keinen Anreiz, ,,bessere Modelle zu entwickeln. Allerdings wer-
den ,schlechte* Modelle durch eine Erhohung des Multiplikationsfaktors bestraft (vgl.
Eigenossische Bankenkommission [42], S. 28 f.).

Ein wichtiger Punkt innerhalb der regulatorischen Richtlinien betrifft die Behandlung
von Optionen. Die Eidgendssische Bankenkommission geht implizit davon aus, dass
zur Schéatzung des Value—at—Risk bei Optionen ein Optionspreismodell verwendet wird
(vgl. Eidgendssische Bankenkommission [42], S. 24), zum Beispiel das Black—Scholes—
Modell (vgl. Abschnitt 4.1.2). Entwickelt man etwa fiir die Black—Scholes—Formel
die Wertdnderung des Optionspreises in eine Taylor—Reihe, lassen sich verschiedene
Faktoren identifizieren, von denen diese Wertdnderung abhéngig ist (vgl. Jorion [68],
S. 137 ff.). Die Eidgendssische Bankenkommission verlangt nun, dass mindestens drei
solche Faktoren zu beriicksichtigen sind. Dabei handelt es sich um Anderungen auf-
grund von Preisinderungen des Basisinstruments (sogenanntes Delta), Anderungen
des Delta aufgrund von Preisdnderungen des Basisinstruments zur Beriicksichtigung
des nichtlinearen Charakters von Optionen (sogenanntes Gamma) und Verdnderun-
gen im Optionswert aufgrund sich &ndernder Volatilitdten fiir das Basisinstrument
(sogenanntes Vega). Im Fall der Black—Scholes-Formel kann dann unter Verwendung
der fiir die Black—Scholes—Formel geltenden Annahmen ein einfacher Ausdruck fiir
den Value—at—Risk hergeleitet werden, der eine einfache Schitzung zuldsst. Fiir ge-
nauere Schiatzungen muss eine Renditeverteilung fiir eine Option verwendet werden,
was jedoch mit einem erhéhten Aufwand verbunden ist.

An der generellen Verwendung von Optionspreismodellen fithrt allerdings kein Weg
vorbei. So sind historische Zeitreihen von Optionen oft viel zu kurz, etwa bei Laufzei-
ten von nur drei Monaten, und zudem oft nicht vollstdndig (vgl. hierzu auch die empi-
rische Untersuchung zu Optionspreismodellen in Abschnitt 5.3). Das heisst, die Stich-
probenumfinge historischer Daten sind oft zu klein, um daraus verlassliche Value—at—
Risks zu schitzen.

Ein letzter, aber deshalb nicht weniger wichtiger Punkt, betrifft die Zulassung von Ver-
fahren, mit denen Renditeverteilungen als Grundlage von Value—at—Risk—Schitzungen
generiert werden diirfen. Hier werden vom Basler Ausschuss und von der Eidgendssi-
schen Bankenkommission die Monte-Carlo-Methode, die historische Simulation und
der Varianz-Kovarianz—-Ansatz zugelassen (vgl. Basle Committee on Banking Super-
vision [9], Eidgendssische Bankenkommission [42], S. 25). Diese Verfahren werden im
folgenden Abschnitt diskutiert.

6.2.5 Verfahren zur Generierung von Renditeverteilungen

Der Value—at—Risk ist aus einer Renditeverteilung zu schitzen. Es ist klar zu trennen,
wie man zu einer solchen Renditeverteilung kommt und wie dann der Value—at—Risk
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zu schitzen ist, beziehungsweise welches Verfahren zur Quantilschdtzung verwendet
wird. Diese Trennung ist in der Literatur nur sehr unscharf vorhanden, so wird oft von
Verfahren zur Value—at—Risk—-Schitzung gesprochen, gemeint ist aber die Generierung
von Renditeverteilungen (vgl. zum Beispiel Johanning [66], S. 20 ff.). Deshalb werden
in diesem Abschnitt Verfahren zur Erzeugung solcher Renditeverteilungen vorgestellt.
Den Methoden um den Value-at—Risk zu schitzen, ist dann ein weiteres Kapitel vor-
behalten.

Geeignete und von der Eidgendssischen Bankenkommission zugelassene Verfahren sind
der Varianz-Kovarianz—Ansatz, die historische Simulation sowie die Monte—Carlo—
Simulation. Eine Diskussion des Varianz—Kovarianz—Ansatzes macht nur fiir Portfoli-
os Sinn. Die beiden verbleibenden Methoden werden dagegen fiir eine Anwendung auf
eine einzelne Anlage diskutiert, sie kénnen aber auch auf den Fall des Portfolios erwei-
tert werden. Eine vereinfachte, die zugrundeliegenden Ideen aber besser herausarbei-
tende Darstellung ist auf diese Weise moglich. Zudem werden in den noch folgenden
empirischen Studien historische Simulationen und Monte—Carlo-Simulationen auf ein-
zelne Anlagen angewandt. Dies ermdoglicht es, besser zwischen Aktien und Optionen
zu trennen als dies bei Betrachtung von gemischten Aktien— und Optionsportfolios
moglich wire.

Varianz—Kovarianz—Ansatz

Im folgenden wird zunéchst ein Portfolio aus N Basisanlagen mit relativen Werten
w; (1 =1,...,N, Zf\;l w; = 1) betrachtet, das keine Optionen enthalten soll. Die
Gewichte w; seien zum Vektor w = (wy, ..., w,) € RY zusammengefasst.

Der Varianz—Kovarianz—Ansatz beruht auf der zentralen Annahme, dass zeitlich auf-
einanderfolgende Renditen — im folgenden als relative Preisdnderungen angenommen,
da in diesem Fall eine Portfoliorendite einfach zu berechnen ist — aller Anlagen un-
abhingig, identisch und gemeinsam normalverteilt sind (vgl. Biihler und Schmidt [24],
S. 24 f., Biihler et al. [23], S. 67, Johanning [66], S. 25 f.). Dies bedeutet, dass die
gemeinsame Dichte der Renditen R; = (R}, ..., RY)" durch eine multivariate Normal-
verteilung gegeben ist. Die Portfoliorendite R} °rtfolio = Zf\;l w; Rl ist damit ebenfalls
normalverteilt mit Erwartungswert

/
HPortfolio — W [,

wobei gt = (p1,...,ptn)" € RY den Vektor der Erwartungswerte der Einzelrenditen
darstellt, und mit Varianz
2
Oportfolic — w S w.

3 1st hier die Varianz—Kovarianz—Matrix

2
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2
091 05 ... O2N
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Erwartungswerte yg; und Varianzen o? (i = 1,..., N) der Einzelrenditen lassen sich
aus historischen Daten schétzen (vgl. Abschnitt 4.1.3), ebenso die Kovarianzen o;;
(i, = 1,...,N, i # j) zwischen Renditen unterschiedlicher Anlagen (vgl. Abschnitt
2.2.3).

Der Value-at—Risk des gesamten Portfolios ergibt sich schliesslich mit Hilfe des
p100%—Quantils z*(p) der Standardnormalverteilung beziiglich des Erwartungswer-
tes (vgl. Gleichung (6.3)) als

Vall = _WO (Z* (P) - ﬂPortfolio) )
beziehungsweise beziiglich der Anfangsinvestition (vgl. Gleichung (6.4)) als
VaR = —-Wyz"(p).

Der Wert des Portfolios zu Beginn der Halteperiode ist hierbei mit Wy bezeichnet. Ei-
ne Schitzung des Value—at—Risk ist damit nicht notwendig, wohl aber die Schétzung
der Varianzen und Kovarianzen der unterstellten multivariaten Normalverteilung.

Sind Optionen im Portfolio enthalten, sollte der Varianz—Kovarianz—Ansatz nicht
mehr verwendet werden. Renditen von Optionen sind nicht mehr normalverteilt, son-
dern zeigen in der Regel asymmetrische und schiefe Verteilungen. Die dem Varianz—
Kovarianz-Ansatz zugrundeliegenden Annahmen sind dann verletzt. Ahnliche Pro-
bleme treten auf, wenn Kurse von einer Wahrung in eine andere umzurechnen sind.
Hier sind zwei Zufallsvariablen miteinander zu multiplizieren, was selbst bei einer
Normalverteilungsannahme fiir die einzelnen Zufallsvariablen keine normalverteilte

Zufallsvariable ergibt (vgl. Biihler et al. [23], S. 67.).

Der Varianz—Kovarianz—Ansatz fiihrt auf einfache Weise zu Value-at—Risk—Werten.
Dieser Vorteil ist auf die Normalverteilungsannahme fiir die Renditeverteilung zuriick-
zufiihren, einer Annahme, die fiir reale Renditen nicht haltbar ist (vgl. Kapitel 5).
Enthalten Portfolios zudem Optionen oder Anlagen in unterschiedlichen Wahrungen,
so sind Approximationen zu verwenden.

Historische Simulation

Betrachtet man nur eine einzelne Anlage, zum Beispiel eine Aktie, so lasst sich die
historische Simulation sehr einfach darstellen. Aus einer Stichprobe von historischen
Renditen, die als unabhingig und identisch verteilt angenommen werden (vgl. Butler
und Schachter [25], S. 372, Huschens [64], S. 12 ff.), wird der Value-at-Risk iiber Glei-
chung (6.3) oder (6.4) geschétzt. Erwartungswert und Quantil werden dazu aus der
Stichprobe der historischen Renditen geschétzt. Der Zeitraum, iiber den die Renditen
berechnet werden, muss daher der Linge der Halteperiode entsprechen. Die histori-
sche Simulation beinhaltet eine implizite Modellbildung. Es wird angenommen, dass
eine Renditeverteilung, geschitzt auf Grundlage eines historischen Zeitraums, genau
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die Verteilung zukiinftiger Renditen beschreibt und dass die Renditen 2.2.d. sind. Ab-
bildung 6.3 gibt diese Zusammenhénge schematisch wieder. Ausgehend vom aktuellen

4
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Abbildung 6.3: Grundidee der historischen Simulation.
Zeitpunkt to wird eine Stichprobe (k4 1) historischer Renditen ryo_, ..., ry, verwen-

det, um das Quantil einer Verteilung zu schitzen, welche die moglichen Realisierungen
der Rendite zum Zeitpunkt ¢; 4+ 1 prognostiziert. Die Halteperiode ist dabei gerade
die Zeitdifferenz zwischen ¢g und ¢g + 1.

Sollen Value—at—Risks fiir verschiedene Halteperioden geschiatzt werden, erfordert dies
eine Neuberechnung der Renditen iiber einen entsprechenden Zeithorizont und somit
eine neue Schitzung von Erwartungswerten und Quantilen. Werden historische Beob-
achtungszeitraume von 250 Handelstagen und zehntdgige Halteperioden verwendet,
das heisst die Anforderungen des Basler Ausschusses und der Eidgendssischen Ban-
kenkommission erfiillt, so stehen 24 sich nicht iiberlappende Renditen als Stichprobe
zur Verfiigung. Um den Stichprobenumfang zu erhéhen, kann mit sich iiberlappenden
Zeitraumen bei der Renditeberechnung gearbeitet werden. Dafiir sind diese Rendi-
ten dann korreliert (vgl. Huschens [64], S. 14). Eine Umrechung der Value-at-Risk—
Schitzungen von einer Halteperiode auf eine andere wie in Abschnitt 6.2.4 erwahnt
(vgl. Huschens [64]), S. 3), beruht auf einer expliziten Modellannahme normalverteil-
ter Renditen und widerspricht der Idee der historischen Simulation.

Vorteile der historischen Simulation bestehen darin, durch die Verwendung empiri-
scher Renditeverteilungen auch Eigenschaften wie Fat Tails in die Value—at—Risk—
Schitzungen einfliessen zu lassen. Zudem ist die Umsetzung der Methode in der oben



6.2. Value—at—Risk als Risikomass 147

beschriebenen Art sehr einfach.

Nachteilig wirkt sich der geringe Stichprobenumfang aus. Gerade in dem fiir die Quan-
tilschdtzung notwendigen Teil einer Renditeverteilung stehen oft nur wenige Daten zur
Verfiigung. Sollen Optionen beriicksichtigt werden, muss auf ein Optionspreismodell,
das heisst auf ein explizites Modell und die damit verbundenen Annahmen, zuriick-
gegriffen werden.

Eine einfache Einfiihrung in die Methode der historischen Simulation findet sich bei
Read (vgl. Read [97]), eine detaillierte Ubersicht iiber alle Varianten dieses Verfahrens
hat Huschens (vgl. Huschens [64]) zusammengestellt.

Monte—Carlo—Simulation

Das Verfahren der Monte—Carlo-Simulation wurde bereits in Abschnitt 1.2.8 bei der
Erlauterung der stochastischen Differentialgleichungen indirekt angesprochen. Es be-
ruht auf einem stochastischen Modell zur Beschreibung der Dynamik von Aktienkur-
sen, also auf stochastischen Differentialgleichungen. Da zeitkontinuierliche Gleichun-
gen fiir numerische Simulationen nicht verwendet werden konnen, muss die stocha-
stische Differentialgleichung zeitdiskret approximiert werden. Dazu dient die Euler—
Approximation, die in Abschnitt 1.2.8 vorgestellt wurde.

In Abbildung 6.4 ist die Grundidee der Monte-Carlo—Simulation schematisch wie-
dergegeben. Es werden M Realisierungen von Trajektorien generiert, wobei so viele
Zeitschritte der Lange At auszufithren sind, wie zur Erreichung eines bestimmten
Endzeitpunktes 7" notwendig sind. Man erhilt so eine simulierte Stichprobe von Ren-
diten. Daraus lassen sich alle gewiinschten statistischen Grossen schitzen.

In dieser Arbeit wurden drei explizite Modelle detailliert vorgestellt, die mit der
Monte-Carlo-Methode simuliert werden kénnen. Es handelt sich um die Geometrische
Brownsche Bewegung, den Sprung—Diffusions—Prozess und das hyperbolische Modell,
fiir welche die jeweiligen Simulationsgleichungen bereits eingefiithrt wurden.

Mit der Monte—Carlo-Methode sind einige Vorteile verbunden (vgl. Biihler et al. [23],
S. 26, Biihler und Schmidt [24], S. 68, Read [97], S. 6 f., Johanning [66], S. 35 f.).
Werden verschiedene Modelle simuliert, eignet sich die Monte-Carlo—Simulation her-
vorragend, diese expliziten Modelle beziiglich ihres Modellrisikos zu vergleichen. Es
lassen sich (fast) beliebig grosse Stichproben generieren, was die Schitzfehler verrin-
gert, allerdings zu Lasten der Rechenzeit.

Ein wichtiger Punkt ist, dass Optionspreismodelle immer auf Annahmen tiber die Dy-
namik des zugrundeliegenden Instruments basieren. Mit dem Monte-Carlo—Verfahren
kénnen, im Gegensatz zum Varianz—Kovarianz—Ansatz oder der historischen Simula-
tion, Verteilungen von Optionsrenditen konsistent generiert werden. Dies ist ebenfalls
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Abbildung 6.4: Grundidee der Monte—Carlo-Simulation.

in Abbildung 6.4 erfasst. Wurde eine Verteilung der Preise oder Renditen des Ba-
sisinstruments zu einem bestimmten Zeitpunkt generiert, lassen sich die Preise der
simulierten Stichprobe direkt verwenden, um jeweils mit dem zugehoérigen Options-
preismodell eine Verteilung der Optionspreise und damit der Optionsrenditen zu be-
stimmen. Der nichtlineare Charakter von Optionen wird somit vollumfénglich und
nicht nur approximativ erfasst.

Die Parameter der dynamischen Modelle sind aus historischen Daten zu schitzen (vgl.
Abschnitt 4.1.3). Werden diese Parameter auf Tagesbasis geschitzt, lassen sich belie-
bige Halteperioden fiir die Value—at—Risk-Schitzung verwenden, indem entsprechend
viele (Tages—) Zeitschritte ausgefithrt werden. Auf Umrechnungen der Value-at—Risk—
Schitzungen kann ebenso verzichtet werden wie auf eine Neuberechnung der Renditen
bei der historischen Simulation. Die Monte-Carlo-Methode besitzt allerdings einen
sehr grossen Nachteil. Trotz der sehr raschen Entwicklung der Computerleistungen,
sind die Rechenzeiten und damit der numerische Aufwand nach wie vor sehr hoch.

In dieser Arbeit wird der Varianz—Kovarianz—Ansatz nicht verwendet. Er beruht auf
einer Reihe sehr vereinfachender Annahmen. Die historische Simulation wird ein-
gesetzt, da sich mit ihr sehr einfach Renditeverteilungen erzeugen lassen. Anhand
dieser empirischen Renditeverteilungen lassen sich zum Beispiel auch verschiedene
Quantilschitzer testen. Die Monte—Carlo-Simulation eignet sich zur Uberpriifung von
Modellrisiken expliziter Modelle und wird deshalb sowohl fiir Aktien als auch fiir Ak-
tienoptionen verwendet, im Gegensatz zur historischen Simulation, die auf Aktien

beschrankt bleibt.
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Wird zudem mit Hilfe des Monte—Carlo—Verfahrens die Geometrische Brownsche Be-
wegung fiir eine einzelne Anlage simuliert, so entsprechen die Resultate denjenigen der
Varianz—Kovarianz—Methode fiir den Spezialfall eines Portfolios mit nur einer einzigen

Anlage.

6.3 Lower—Partial-Moments

Ein zum Value-at—Risk alternatives Konzept zur Messung von Marktrisiken, das
vermehrt in der Literatur diskutiert wird, ist das Konzept der sogenannten Lower-
Partial-Moments (untere partielle Momente) (vgl. Brachinger [17], Brachinger [16]).
Diese Momente enthalten als Spezialfall den Value—at—Risk und sind mit der Varianz
verwandt.

6.3.1 Definiton der Lower—Partial-Moments

Die Lower—Partial-Moments k—ter Ordnung einer Zufallsvariablen r mit Verteilung

F(r) sind definiert durch (vgl. Brachinger [17], Brachinger [16], Schréder [105], S. 89)

LPMg(2) 5/ (z =) dF(r). (6.5)
Im Fall von Renditeverteilungen wird z auch als Zielrendite bezeichnet. Solche Ziel-
renditen werden vom Investor vorgegeben, zum Beispiel durch einen Geldmarktsatz.
Der Begriff Lower rithrt daher, dass nur Ausprédgungen unterhalb der Zielrendite er-
fasst werden. Da nicht die gesamte Verteilung betrachtet wird, werden sogenannte
partielle Momente bestimmt.

Die Lower—Partial-Moments enthalten folgende Spezialfélle. Fiir & = 0 ergibt sich
einfach der Wert der Verteilungsfunktion F' an der Stelle der Zielrendite. LPM; =
0.01 beispielsweise bedeutet, dass die erwartete Unterschreitung der Zielrendite 1%
betriigt. Fiir k = 2 weisen die Lower—Partial-Moments eine grosse Ahnlichkeit zur
Varianz auf. Wird als Zielrendite die erwartete Rendite eingesetzt, so ergibt sich
gerade die halbe Varianz dieser Verteilung und wird daher als Semivarianz bezeichnet.
Der Value—at—Risk kann aus dem Lower—Partial-Moment mit & = 0 abgeleitet werden,
indem als Zielrendite gerade das zum Value-at-Risk gehdrende Quantil #*(p) einer

Renditeverteilung gewahlt wird (vgl. Schroder [105], S. 89). Es gilt
* ) * *
LPMy () = [ dP() = PIR <) = PO ().

woraus sich durch Invertierung der Verteilungsfunktion 7*(p) bestimmen ldsst:

r*(p) = F~H(LPMy) .
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6.3.2 Ein verallgemeinerter Value—at—Risk—Ansatz

Beim Value-at—Risk—Konzept wird ein Konfidenzniveau beziehungsweise eine Rest-
wahrscheinlichkeit vorgegeben. Der Value—at—Risk ergibt sich dann durch Auswertung
der Umkehrfunktion der Renditeverteilung.

Die Lower—Partial-Moments bilden die Basis fiir allgemeinere Value—at—Risk—Masse
(vgl. Schroder [105], S. 92 f.). Statt eine Restwahrscheinlichkeit vorzugeben, wird nun
der Wert des Integrals Sk

VaRy
S = / (VaRy, — )k dF (r) (6.6)
vorgegeben. Durch Invertierung kann der zu Si gehorende verallgemeinerte Value—
at—Risk VaRy bestimmt werden. Fiir & = 0 ist dies der ,klassische® Value-at—Risk,
fir k = 11st S7 als Erwartungswert desjenigen Teils der Verteilung zu verstehen, der
sich links vom VaR; befindet. Fiir k£ > 2 ist die Interpretation allerdings schwieriger.
Auch ist nicht klar, welche Werte fiir S, sinnvollerweise vorzugeben sind.

6.3.3 Value—at—Risk und Lower—Partial-Moments als Spezial-
fall der Stoneschen Risikomasse

In der Literatur wurde darauf hingewiesen (vgl. Brachinger [16]), dass Value—at—Risk
und Lower—Partial-Moments nicht als eigenstédndige Risikomasse zu betrachten sind.
Sie ergeben sich vielmehr aus einem allgemeineren Ansatz, den sogenannten Stone-
schen Ristkomassen, zwei Familien von dreiparametrischen Massen (vgl. Stone [109]).

Die erste Familie der Stoneschen Risikomasse 1st definiert durch

q
RS (r) = / lr — p|* dF(r). (6.7)
Der Parameter p ist das Referenzniveau beziiglich dem die Abweichungen gemessen
werden. Die Potenz k > 0 legt die Gewichtung der Abweichungen fest. Die Integral-
grenze ¢ bestimmt, welche Renditen zur Bestimmung des Risikomasses herangezogen
werden.

Die zweite Familile ergibt sich als k—te Wurzel (k > 0) der ersten Familie:
RSs(r) = (RS1(r))* . (6.8)

Die Lower—Partial-Moments ergeben sich unmittelbar als Spezialfall des ersten Sto-
neschen Risikomasses, wenn ¢ = p = z gesetzt wird. Der Value—at—Risk ergibt sich
nicht ganz so unmittelbar. Mit & = 0 erhélt man zunéchst die Wahrscheinlichkeit,
dass Renditen kleiner als der Wert ¢ auftreten. Gibt man fiir diese Wahrscheinlichkeit
einen festen Wert vor und 16st unter Verwendung der Umkehrfunktion der Vertei-
lungsfunktion nach ¢ auf, ist dies das fiir den Value-at—Risk bend&tigte Quantil der
Renditeverteilung (vgl. Brachinger [16]).
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6.3.4 Literaturiiberblick iiber die Verwendung von Finanz-
marktmodellen als Basis fiir Value—at—Risk—Schéatzun-
gen

Dieser Abschnitt gibt einen kurzen Literaturiiberblick iiber die Verwendung verschie-
dener Finanzmarktmodelle als Basis fiir Value—at—Risk-Schétzungen. Bei diesen Mo-
dellen handelt es sich um diejenigen, die in Kapitel 3 vorgestellt wurden.

Eine der vielen Studien, die sich mit der Value-at-Risk-Schitzung auf Grundlage
der Geometrischen Brownschen Bewegung beschiftigt, ist beispielsweise diejenige von

Biihler et al. [23].

Ein empirischer Vergleich von Value—at—Risk—-Schitzungen auf Basis einer Normalver-
teillung und einer Mischung von zwei Normalverteilungen fiir Renditen von verschie-
denen Wechselkursen ergibt ,,genauere“? Value—at—Risk—Schitzungen fiir den Fall der
Mischung (vgl. Venkataraman [111]). Monte—Carlo—Simulationen auf Basis einer Mi-
schung zweier Normalverteilungen zur Schéitzung des Value—at—Risk werden in Engel
und Gizycki [46] im Vergleich mit einer Vielzahl anderer Modelle fiir Renditen ver-
schiedener Wechselkurse prasentiert.

Eine Anwendung der Student t—Verteilung bei Value—at—Risk—Schétzungen findet sich
bei Venkataraman [111], wenn auch nicht als umfassende empirische Studie.

Eine Diskussion des Sprung-Diffusions—Prozesses im Zusammenhang mit Value—at—
Risk—-Schétzungen findet sich bei Duffie und Pan [37]. Eine umfassende empirische
Untersuchung dieses Modells als Grundlage fiir Value-at—Risk—Schitzungen existiert
nach Kenntnis des Autors nicht.

Value—at—Risk—Schatzungen auf Grundlage der hyperbolischen Verteilung ergeben ge-
geniiber der Normalverteilung , bessere” Resultate (vgl. Eberlein et al. [41], Weber
[113]).

Eine neuere Studie, die auf Grundlage der Stabilen Pareto—Verteilung Value—at—Risk—
Schitzungen fiir Tagesrenditen verschiedener Wechselkurse und Aktienindizes vor-
nimmt, ergibt im Vergleich zur Normalverteilung eine hohere ,,Genauigkeit® dieser
Schiatzungen (vgl. Khindanova et al. [71]).

Ein Uberblick iiber empirische Untersuchungen von ARCH- und GARCH-Modellen
fiir Volatilitaten auf Aktienmérkten findet sich bei Hamilton (vgl. [54], S. 672). Ein
empirischer Vergleich verschiedener GARCH-Modelle als Grundlage fiir Value—at—
Risk—-Schétzungen findet sich bei Engel und Gizycki [46]. Portmann und Wegmann [93]
untersuchen ein GARCH-Modell im Zusammenhang mit Value—at—Risk—Schatzungen

2Was unter einer ,genauen® Value-at-Risk-Schitzung zu verstehen ist, wird in Kapitel 8
thematisiert.
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fiir ein aus schweizerischen Aktien bestehendes Portfolio.



Kapitel 7

Quantilschiatzung und
Schatzung von
Lower—Partial-Moments

7.1 Einleitung

In diesem Kapitel wird ein Uberblick iiber die wichtigsten bekannten und in dieser
Arbeit verwendeten Verfahren zur Schitzung eines Quantils und zur Schitzung der
Lower—Partial-Moments gegeben. Verfahren zur Schitzung von Quantilen sind in der
Statistik seit Langem bekannnt. Sie erleben aber seit der Diskussion um den Value—
at—Risk geradezu eine Renaissance.

Grundséitzlich bestehen zwei Ansétze, um das Problem der Quantil- und LPM-
Schitzung anzugehen, der nichtparametrische und der parametrische Ansatz. Bei
den nichtparametrischen Verfahren werden direkt anhand der empirischen Daten
Schitzungen vorgenommen, das heisst ohne Annahmen tiber die Verteilung der Daten.
Hingegen werden bei den parametrischen Verfahren zunéchst Annahmen iiber die den
Daten zugrundeliegende Verteilung getroffen und anschliessend die Parameter dieser
Verteilung geschitzt. Auf Basis dieser Schitzung konnen dann Quantile und Lower—
Partial-Moments der Verteilung geschitzt werden. Bei den zuletzt angesprochenen
Verfahren reduziert sich das Problem auf den ersten Blick also auf eine Parame-
terschdtzung. Sind aber ,falsche Annahmen iiber die Verteilung getroffen worden,
so wirkt sich dies in einem systematischen Fehler in der Schitzung der interessieren-
den Grosse aus. Deshalb ist eine sorgfiltige Uberpriifung der Verteilungsannahmen
unerldsslich und in diesem Sinne sind die nichtparametrischen Verfahren gegeniiber
den parametrischen Verfahren im Vorteil.

Neben der Methodik, wie eine bestimmte Grosse zu schitzen ist, wird im folgenden
auch immer die numerische Umsetzung dieser Methodik angesprochen, da zu den

153
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stets vorhandenen statistischen Schétzfehlern numerische Fehler hinzukommen. Dies
ist zum Beispiel der Fall, wenn fiir einen Schétzwert ein Integral auf numerischem
Weg auszuwerten ist. Diese numerischen Fehler gilt es moglichst klein zu halten. Da-
zu liefert die numerische Mathematik oft auch Abschitzungen iiber deren Grosse.

Es wird im folgenden davon ausgegangen, dass eine Stichprobe von Renditen r1,... 7,
vorliegt. Die wahre Dichte der Renditen sei mit f(r) bezeichnet.

7.2 Nichtparametrische Schitzverfahren

Bei den nichtparametrischen Methoden werden zunichst diejenigen Verfahren vor-
gestellt, welche direkt die Daten einer Stichprobe als Grundlage fiir die Schétzung
von Quantilen und Lower—Partial-Moments verwenden, anschliessend wird auf die
Verwendung eines Kerndichteschétzers eingegangen.

7.2.1 Quantilschitzung bei klassierten Daten

Liegen klassierte Daten in Form eines Histogrammes vor, kann das pl00%—Quantil
folgendermassen geschatzt werden (vgl. Hartung [55], S. 34 f.):

- o p—= F (wj_1) , 0

P (p) = wi_y + L=t e e, (7.1)

bj

Mit j wird dabei die Einfallsklasse des p100%—Quantils bezeichnet. Die Obergrenze
der j—ten Klasse ist wy, die relative Haufigkeit der j—ten Klasse ist p;. Mit F' wird die
empirische Verteilungsfunktion bezeichnet. Es wird in der Einfallsklasse des Quantils
linear interpoliert.

7.2.2 Schitzung des Quantils aus einer geordneten Stichprobe

Wird das pl00%—Quantil 7*(p) aus einer geordneten Stichprobe geschétzt, so wird
dies auch als Perzentilsmethode bezeichnet (vgl. Hartung [55], S. 34 f., Rinne [101],
S. 365 und Davis und Steinberg [36], S. 408 f.). Sei die geordnete Stichprobe (nach
Umnumerierung) gegeben durch r; < ... <. Eine Schitzung fiir das Quantil ergibt
sich dann aus

P (p) = Tlnp]+1 - (72)
Hierbei ist |.| die Gauss—Klammer. Asymptotisch, das heisst fiir grosse n, gilt fiir den
Stichprobenquantilschétzer

Sk * p(l B p) )
7 (p)~ N (r P ———— . 7.3
) W P ) 7
Der asymptotische Standardfehler des Stichprobenquantilschitzers ist somit

oo | p(L—p)
s.e.(r*(p)) = SYEIEEIT) (7.4)
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und zum Konfidenzniveau (1 — «) ldsst sich das Konfidenzintervall

. p(1-p)
lr (p) £ 21-a)2 W2 (p))] (7.5)
angeben, wobei z;_4/s das (1 — «/2) 100%Quantil der Standardnormalverteilung
darstellt. In den Standardfehler geht die wahre Dichte f(r) explizit ein. In der Regel
ist diese Dichte unbekannt, so dass die Angabe eines Konfidenzintervalls nicht méglich
ist. Ein approximatives Konfidenzintervall kann aber wie folgt konstruiert werden
(vgl. Ridder [99]). Sei r*(p) das wahre p100%—Quantil. Fiir ein Konfidenzintervall

zum Konfidenzniveau 1 — o gilt die Wahrscheinlichkeit
Prp<r*(p)<m)=1-aqa. (7.6)

Gesucht sind nun die ganzen Zahlen & und [, so dass Bedingung (7.6) erfiillt ist. Die
Werte 7, und r; sind hierbei Elemente der geordneten Stichprobe vom Umfang n. Be-
zeichnet man mit X die Anzahl derjenigen Beobachtungen, die kleiner als das wahre
p100%—Quantil sind, so ist X eine binomialverteilte Zufallsvariable mit Erfolgswahr-
scheinlichkeit p und eine zu Gleichung (7.6) aquivalente Formulierung des Problems
st gegeben durch:

-1

P(k’SXSl—l):i(?)pj(l—p)"_jzl—a. (7.7)

]:k‘

In der Regel wird es nicht méglich sein, Werte fiir £ und [ zu finden, so dass Gleichung
(7.7) exakt erfiillt wird. Zur Bestimmung dieser Werte werden daher zwei Ersatzkri-
terien herangezogen:

(1) 1=k moglichst klein,
-1

@ L (0)ra-pisi-a

j=k

Ein Problem tritt bei der Berechnung der Binomialkoeffizienten auf, da hier sehr grosse
Fakultiten n! berechnet werden miissen, die numerisch ungeféhr fiir n > 60 nicht mehr
zugénglich sind. Deshalb wird fiir p < 0.1 und n > 30 die Binomialverteilung durch
eine Poissonverteillung mit Parameter A = n - p approximiert:

-1 -1

S (M)ra-ir semnn 32

E

(7.8)

i=k i=k

Fiir mehrere Fille zwischen 250 und 2500 Tagesrenditen, was einer Beobachtungs-
periode von ein bis zehn Jahre entspricht, sind die Werte fiir £ und [ bei einem
Konfidenzniveau von approximativ 95% des Konfidenzintervalls und fiir zwei haufig
verwendete Quantile mit p = 0.01 und p = 0.05 in Tabelle 7.1 wiedergegeben. Sie
wurden mit einem Spreadsheet—Programm berechnet.
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n P (1-«a) k I
250 0.01 0.958 0 6
250 0.05 0.956 6 20
500 0.01 0.961 1 9

500 0.05 0.955 16 35
1250 | 0.01 0.955 6 20
1250 | 0.05 0.956 42 77
2500 | 0.01 0.954 15 35
2500 | 0.05 0.951 104 | 148

Tabelle 7.1: Konfidenzintervalle bei nichtpara-
metrischer Quantilschatzung.

7.2.3 Schatzer flir Lower—Partial-Moments

Betrachtet man noch einmal die Definition der k—ten unteren partiellen Momente, so
sind diese gegeben durch

2

LPMy(z) = / (z =) dF(r). (7.9)

— 00

Fiir £ = 2 und z = p entspricht dies der unteren Semivarianz. Die Grundidee besteht
nun darin, die Lower—Partial-Moments in Analogie zum Stichprobenvarianzschétzer
zu schétzen:

LPM;(z) = % S (e =)t (7.10)

r;<z

Werden klassierte Daten zur Schitzung der Lower—Partial-Moments herangezogen,
ergibt sich wiederum in Analogie zur Varianzschitzung

LPM(z) = 3 (= =) i, (7.11)

7
r.<z
i

wobel r; die Klassenmitte der j—ten Klasse und p; deren relativen Haufigkeit bezeich-
nen.
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7.3 Kerndichteschatzer

7.3.1 Einleitung

Histogramme sind dann keine gute Darstellung fiir die Dichte, wenn die Annahme
gleichverteilter Beobachtungen in jeder Klasse nicht zu rechtfertigen ist. Dies ist zum
Beispiel bei Renditeverteilungen vor allem in den Enden der Verteilung, auf die es
bei der Quantilschdtzung ankommt, der Fall. Deshalb wird versucht, eine empirische
Dichte iiber einen Kernschatzer zu bestimmen. Dazu wird an dquidistanten Stellen
des Wertebereichs die empirische Dichte berechnet. Dieselben Stellen und die Funkti-
onswerte der Dichte an diesen Stellen kénnen dann dazu genutzt werden, um iiber nu-
merische Integrationsverfahren statistische Gréssen zu berechnen. Eine hervorragende
Darstellung der Kerndichteschitzung findet sich bei Silverman [107]. Eine Anwendung
auf Value—-at—Risk-Schatzungen zeigen Butler und Schachter [25] und Ridder [100].

7.3.2 Kerndichteschitzer, Kernfunktion und Bandbreite

Sei wieder eine Stichprobe von Beobachtungen rq, ..., r, einer Zufallsvariablen r ge-
geben. Bei einer Kerndichteschdtzung ist die gewichtete Schitzung der Dichte f(r)
gegeben durch

. 1 n

fr) = =—— ) _wien(r—ri) (7.12)
iy Wi Z:;

mit Gewichten w; (w; > 0, 2?21 w; = n) der einzelnen Beobachtungen, der Band-
breite h und dem sogenannten Kern ¢p. Der Kern ¢ ist mit dem Spektralfenster
zur Glattung von Stichprobenspektren vergleichbar. Es existiert eine Vielzahl von
verschiedenen Kernen (vgl. Hartung [55], S. 840 ff.). Im folgenden wird der Gausskern

pn(r) = ﬁiwew (—%) (7.13)

verwendet, was der mit der Bandbreite h reskalierten Dichte der Standardnormalver-
teilung entspricht. Die optimale Bandbreite hgpe des Kerns ist fiir A — 0 und nh — oo
durch

1 1/5
hopt = 7.14
= (svmTrre) T
bestimmt (vgl. Silverman [107], S. 40 ff.). Dieser optimale Wert kann jedoch nicht
berechnet werden, da die wahre Dichte f und deren Ableitungen unbekannt bleiben.
Silverman gibt als Abhilfe eine einfache Regel zur approximativen Bestimmung von

hopt an (vgl. Silverman [107], S. 47.):
hopt A 0.9 min(é, (Qs — Q1)/1.34) n= /7. (7.15)

Qs und @, sind dabeil das 75%— und das 25%-Quantil der Stichprobe, welche aus
der geordneten Stichprobe geschitzt werden kénnen (vgl. Abschnitt 7.2.2), & ist die
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Stichprobenstandardabweichung. Wird dagegen eine alternative approximative Fen-
sterbreite von h ~ 1.06 n~1/% verwendet (vgl. Silverman [107], S. 45 und Ridder
[100], S. 107), so kann dies zu negativen Funktionswerten fiihren, womit die geschitz-
te Funktion keine Dichte mehr ist.

7.3.3 Binning

Eine direkte Schitzung f der Dichte geméss Gleichung (7.12) an einer Stelle r be-
ansprucht n Berechnungen der Kernfunktion. Wird die Dichte an jedem Punkt einer
Partition mit g Stiitzstellen des Wertebereichs geschétzt, bendtigt man schon n - g
solche Berechnungen. Fiir grosse Datensitze wird die Rechenzeit daher sehr gross.
Deshalb werden die Daten diskreten Kategorien zugeordnet, dhnlich der Einteilung
in Klassen bei Histogrammen. Dieser Vorgang wird als Binning bezeichnet.

Die einfachste Mé&glichkeit des Binning besteht darin, die Beobachtungen ry,... 7,
einer dquidistanten Partition xi, s, ..., 2, mit Gitterabstand ¢ zuzuordnen, indem
eine Beobachtung r; zusammen mit ithrem Gewicht w; der ihr am néchsten gelege-
nen Stiitzstelle z; zugeordnet wird. Ist diese Zuordnung abgeschlossen, so besitzt jede
Stiitzstelle z; ein Gewicht c;, welches sich als Summe der Gewichte w; ergibt, die
dieser Stiitzstelle zugeordnet wurden. Es gilt daher Y & w; = Z?:l c; =n.

Ersetzt man die Paare (r;,w;) (i = 1,...,n), gebildet aus der Beobachtung »; und
zugehorigem Gewicht w; dieser Beobachtung, durch (z;,¢;) (7 = 1,...,¢) schreibt
sich die Dichteschdtzung an einem Punkt z als

1 g

= Zc] on(z — ;) (7.16)
Z:]
Fiir die g Stiitzstellen z;, ..., x4 erhdlt man als Schatzungen

19
= =3 ¢ pnlas — ) (7.17)
:1

n

oder dquivalent dazu

—_

3

g
= LS ai-im. an
j=1

7.3.4 Faltung

Betrachtet man Gleichung (7.17) genauer, so fallt auf, dass es sich hierbei um die Fal-
tung zweier Funktionen respektive Vektoren handelt (vgl. Wegman [114], S. 369 ff.,
Wegman [115], S. 309 f.). Einer dieser Vektoren enthélt die Werte des Kerns an
den verschiedenen Stiitzstellen, der andere Vektor stellt die Gewichte ¢; dar und

die Dichteschétzung f ist das Faltungsprodukt beider Vektoren (vgl. Bronstein und
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Semendjajew [20], S. 620). Die nun folgenden Ausfiihrungen dienen dazu, die beiden
Vektoren auf eine Form zu bringen, die einen effizienten Einsatz von Fast—Fourier—
Transformations—Routinen zur Berechnung der Faltung erlauben. Zu diesem Zweck
werden zwei Vektoren

K = (@n(0).40(0), - pnllg — 1)) und

C = (e1,09,...,¢9)

definiert. Sehr viele Komponenten des Vektors K sind sehr klein und die numerisch
kleinen Komponenten ¢p (id) werden gleich Null gesetzt, falls |%| > 4. Man definiert
dariiber die Zahl { = min(g — 1,4k /d) als das grosste ganzzahlige Vielfache von d, bei
welchem p, (18) verschieden von Null ist. Sei weiter m die kleinste Potenz von zwei,
die grosser als g +1 4+ 1 ist!:

m = 9ceil(loga(g+1+1)) (7.19)

Die Vektoren K und C' werden schliesslich noch modifiziert. Der Vektor K wird ,,sym-
metrisiert” und ,,in der Mitte mit Nullen aufgefiillt“, so dass sich

K 1(goh(O),goh(é),...,goh(lé),O,...,O,goh(lé),...,goh(é))’ (7.20)

n

I+1 m—21—1 I

mit K € R™ ergibt. Der Vektor C' wird auf dieselbe Dimension m gebracht, indem
mit Nullen aufgefiillt wird:

C=(c1,e2,...,04,0,...,0)". (7.21)
——

m—g

Die Faltung K * C' ist so ein m—dimensionaler Vektor, dessen erste g Komponenten
gerade die Schitzungen f(a:z) (i =1,...,g) enthalten. In der modifizierten Form der
Vektoren K und C' koénnen die Fast—Fourier-Transformations—Routinen aus Numeri-
cal Recipes (vgl. Press et al. [95], S. 531 ff.) angewendet werden, um die Faltung zu
berechnen.

7.3.5 Schitzung von Quantilen und Lower—Partial-Moments

Die Dichte f liegt nun in Form der Schiitzungen f(z;) an den Stiitzstellen z; (i =
1,...,g) vor. Diese Stiitzstellen und die Funktionswerte an diesen Stellen kénnen nun
verwendet werden, um das Integral, iiber welches das Quantil

r*(p)
/ fr)ydr=p (7.22)

— 00

Lceil(.) ist die kleinste ganze Zahl, die grésser als das Argument ist. Viele Programmiersprachen
stellen Funktionen desselben Namens zur Verfiigung, die gerade dies leisten.
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und das Integral, iiber welches die Lower—Partial-Moments

2

LPMy(2) :/ (z =) F(r)dr. (7.23)

— 00

definiert sind, mittels numerischer Integration auszuwerten (vgl. Ridder [100],
S. 104 ff.). Da der Wert 7*(p) und die Zielrendite z in der Regel zwischen zwei Stiitz-
stellen #; und ;41 fallen, werden die Integrale jeweils bis zu den Grenzen z; und 2,41
berechnet und anschliessend wird zwischen den gefundenen Werten interpoliert. Fiir
die untere Grenze bei der numerischen Integration miissen die ersten Stiitzstellen so
gewidhlt werden, dass sich als Dichteschitzungen Werte ergeben, die nahezu Null sind.

Das vom Autor erstellte Programm . kernel nimmt eine Kerndichteschidtzung nach
der beschriebenen Methode vor und erlaubt ebenso die Schiatzung von Quantilen und
Lower—Partial-Moments.

7.4 Parametrische Schatzverfahren

Bei den parametrischen Verfahren zur Schitzung von Quantilen und Lower—Partial—
Moments sind zwei Alternativen zu unterscheiden. Bei der ersten Variante werden
Verteilungsannahmen getroffen, die Parameter der Verteilung geschétzt und ansch-
liessend die Bestimmungsgleichungen fiir das Quantil und die Lower—Partial-Moments
ausgewertet. Fiir die Quantilschétzung steht eine weitere Alternative zur Verfligung,
die sogenannten Extremwertmodelle, bei denen nur die Enden einer empirischen Ver-
teilung durch spezielle Verteilungen approximiert und die Parameter dieser Verteilun-
gen geschitzt werden. Extremwertmodelle werden in dieser Arbeit nicht verwendet,
im Sinne eines vollstindigen Uberblicks iiber parametrische Schitzverfahren wird die
Grundidee aber erldutert.

7.4.1 Treffen von Verteilungsannahmen

Bei einer parametrischen Schiatzung der Quantile und Lower—Partial-Moments verla-
gert sich das Problem auf die Schétzung der Parameter der unterstellten Verteilung
und auf die Uberpriifung der Verteilungshypothesen.

Quantilschitzung

Sei f(r, é) die geschitzte parametrische Verteilung mit geschétztem Parametervektor
6. Zur Bestimmung des p100%—-Quantils r*(p) muss folgende Gleichung

r*(p)

F(rt) = / f(r.6)dr=p (7.24)

— 00
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respektive F(r*) — p = 0 gelost werden. Dies ist also nichts anderes als die Bestim-
mung der Nullstelle einer Funktion, was hier mit der Intervallhalbierungsmethode
(vgl. Press et al. [95], S. 343 ff.) gelost wird. Dabei werden jeweils die Werte der Ver-
teilungsfunktion F' mit Hilfe einer numerischen Integration berechnet.

Quantilschitzung bei Normalverteilungsannahme

Wird eine Normalverteilung fiir die Beobachtungen unterstellt, so ergibt sich als
Schatzung fiir das p100%—Quantil in diesem Spezialfall ein ganz einfacher Ausdruck
(vgl. Hartung [55], S. 147)

(p) =z (p) o+ i, (7.25)
wobei z*(p) das korrespondierende Quantil der Standardnormalverteilung sowie /i
und & die geschitzten Parameter der Normalverteilung darstellen. Im vorliegenden
Fall ldsst sich zum Konfidenzniveau 1 — « ein asymptotisches Konfidenzintervall (vgl.

Ridder [99])
[f* (P) £ 21— as2 % 1+ %] (7.26)

angeben. Das entsprechende Quantil z*(p) der Standardnormalverteilung kann in
einer Tabelle nachgeschlagen oder iiber numerische Integration berechnet werden.
Am einfachsten und schnellsten fiir eine numerische Umsetzung ist jedoch eine drit-
te Moglichkeit, die darin besteht, das Quantil durch einen Quotienten von zwei
Polynomen niedrigen Grades zu approximieren. Diese Methode ist als Hastings—
Approzimation bekannt (vgl. Hartung [55], S. 891). Fiir 0 < p < 0.5 gilt:

*() " a0+a1t+a2t2
b 1461t 4bat2+0b3t3
mit ¢ = 4/—2In(p). Die Parameter sind konstant und nehmen die Werte ay =

)
2.515517, a1 = 0.802853, as = 0.010328, by = 1.432788, b, = 0.189269 und
b3 = 0.001308 an.

(7.27)

Fiir andere Verteilungen als die Normalverteilung kénnen Konfidenzintervalle nicht
so leicht angegeben werden.
Schitzung der Lower—Partial-Moments

Eine Schatzung der Lower Partial Moments erfolgt bel einer parametrisch geschétzten
Dichtefunktion f(r, 8) durch numerische Integration der Gleichung (7.9).

7.4.2 Extremwertmodelle und Quantilschiatzung

Die Problematik bei der Quantilschdtzung besteht oft darin, dass man sich in Berei-
chen der Stichprobe bewegt, in dem nur wenige Beobachtungen vorliegen.
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Bei den Extremwertmodellen (vgl. Embrechts et al. [43], Danielsson und de Vries [34],
Danielsson und de Vries [35], Danielsson und Hartmann [33], Emmer et al. [45], Lux
[78] und Ridder [99]) konzentriert man sich zunichst auf die extremen Werte, das
heisst die kleinste oder die grosste Beobachtung. Im folgenden soll eine Stichprobe
von n unabhingigen Realisierungen r,...,r, einer Verteilung F' gegeben sein und
M, = min{ry, ..., 7, } sei die minimale Beobachtung in dieser Stichprobe.

Lassen sich Konstanten ¢, > 0 und d,, € R finden, so dass

nh_}n(}o F'epr+dy) = H(r),
so muss H eine der folgenden Verteilungen sein. Fréchet, Weibull oder Gumbel. Dies
ist die Aussage des Fisher-Tippet Theorems (vgl. Embrechts et al. [43], S. 120 ff.).
Man sagt auch, dass F im Mazimum Domain of Attraction (MDA) von H liegt:
F € MDA(H). Fir die drei obigen Verteilungen existiert eine einparametrige Dar-
stellung, die sogenannte verallgemeinerte Extremwertverteilung H¢ mit Parameter &

(vgl. Embrechts et al. [43], S. 152).

Ist F € MDA(H¢) kann der Parameter & geschétzt werden (vgl. Embrechts et al.
[43], S. 327 ff.) und ein Quantilschitzer abgeleitet werden (vgl. Embrechts et al. [43],
S. 348 ff.).

Der besondere Vorteil der beschriebenen Methode liegt darin, dass Quantile aus-
serhalb des Datenbereichs geschéatzt werden konnen, also das pl00%—Quantil mit
p < 1/n, ohne dass ein Verteilungsmodell fiir die Daten vorgegeben werden muss.

7.5 Beispiel zu den vorgestellten Schitzverfahren

Abgerundet wird dieses Kapitel mit der Behandlung eines einfachen Beispiels, mit
dem alle spéter verwendeten Verfahren zur Schitzung eines Quantils und eines be-
stimmten Lower—Partial-Moments demonstriert werden sollen. Ausgangspunkt ist ei-
ne Stichprobe von 1000 mit einem Zufallszahlengenerator erzeugten Zufallszahlen, die
Realisierungen einer standardnormalverteilten Zufallsvariablen darstellen. Werden Er-
wartungswert und Varianz dieser Stichprobe als arithmetisches Mittel beziehungsweise
Stichprobenvarianz geschiitzt, so ergeben sich g = —0.0031 und 6% = 1.0622. Diese
Werte stimmen zwar nicht mit den erwarteten Grossen exakt iiberein, was bel einer
Stichprobe auch nicht anders zu erwarten ist, aber ein Kolmogorov—-Smirnov—Test ver-
wirlt bei einem Signifikanzniveau von 5% die Normalverteilungshypothese nicht. Fol-
gende Tabelle zeigt Schiatzwerte fiir das 5%—Quantil und das Lower—Partial-Moment
LPMs(0) mit Zielrendite z = 0.0 und k& = 2 bei unterschiedlichen Schitzmethoden.
Das wahre 5%-Quantil der Standardnormalverteilung betragt -1.6449, fiir LP M,(0)
ergibt sich der Wert 0.5.

Da die wahre Dichte eine Standardnormalverteilung ist, wird die parametrische
Schitzung als Referenzgrosse verwendet, um damit die anderen Schatzverfahren zu
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5%—Quantil | LPM>(0)
parametrisch -1.6987 0.5336
nichtparametrisch | geordnete Stichprobe -1.6740 0.5474
Histogramm (80 Klassen) -1.6787 0.5473
Kerndichteschétzung (g = 200) -1.7156 0.5699

Tabelle 7.2: Beispiel zu Quantil- und LPM-Schatzungen.

vergleichen. Fin leicht negatives arithmetisches Mittel und eine leicht iiber Eins lie-
gende Varianz der Stichprobe fithren dazu, dass sich ein kleineres Quantil und eine
grossere untere Semivarianz fiir die vorliegende Stichprobe als bei einer Standard-
normalverteilung ergeben. Die Resultate der parametrischen Schiatzung folgen dieser
theoretischen Uberlegung. Vergleicht man die nichtparametrischen Schitzungen mit
dem parametrischen Schatzwert, so weichen diese jeweils um circa ein Prozent vom
letzteren ab.

Schliesslich lassen sich noch Konfidenzintervalle angeben. Um ein Konfidenzintervall
im Falle der Quantilschdtzung bei einer geordneten Stichprobe angeben zu kdnnen,
miissen zunéchst die Werte fiir £ und [ gefunden werden. Diese ergeben sich bei einem
Stichprobenumfang n = 1000 und p = 0.05 zu & = 36 und [ = 64, was einem Konfi-
denzniveau von 95.2% entspricht. Die Intervallgrenzen werden durch den 36—ten und
den 64—ten Beobachtungswert in der geordneten Stichprobe bestimmt, was schliesslich
auf das approximative Konfidenzintervall [—1.8116, —1.556] fiihrt, bei einem geschitz-
ten Quantil #*(0.05) = —1.6740. Fiir die parametrische Quantilsschatzung lasst sich
ebenfalls auf einfache Weise ein Konfidenzintervall zum Konfidenzniveau 95% ange-

ben: [—1.7967, —1.6007] bei einem geschatzten Quantil #*(0.05) = —1.6987.
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Kapitel 8

Abschitzung des Modell-
risikos bei Value—at—Risk-
Schatzungen

Der Parameter, der das Modellrisiko beschreibt, i1st zwar bekannt, aber der Wert
dieses Parameters ist unbekannt und kann auch nicht direkt geschatzt werden. Aus
diesem Grund ist man hier auf indirekte Hinweise oder Kriterien angewiesen. Einen
ersten solchen Hinweis auf bestehende Modellrisiken liefern etwa empirische Unter-
suchungen wie sie in Kapitel b vorgestellt wurden. Eine bessere Approximation einer
Modellverteilung an eine empirische Renditeverteilung ist dabei ein wichtiges Indiz
fiir ein geringeres Modellrisiko.

Es lassen sich allerdings weitere Kriterien zur Abschidtzung von Modellrisiken ange-
ben. Solche Kriterien werden im folgenden vorgestellt und auf ihre Tauglichkeit hin
untersucht. Das sogenannte Backtesting—Verfahren nimmt dabei eine wichtige Rolle
ein. Anschliessend wird das Konzept des Basler Ausschusses fiir Bankenaufsicht zur
Identifikation genauer beziehungsweise ungenauer Modelle erldutert.

Die im folgenden dargestellten Kriterien sind nicht auf die Anwendung bei Value—at—
Risk—Schétzungen beschrinkt, sondern lassen sich teilweise auf andere Risikomasse
iibertragen. Aber all diese Kriterien — dies kann nicht deutlich genug betont werden
— liefern nur indirekte Hinweise auf das Modellrisiko. Aus einem Wert eines dieser
Kriterien kann nicht direkt auf ein hohes oder ein niedriges Modellrisiko geschlossen
werden, insbesondere dann nicht, wenn nur ein einzelnes Modell analysiert wird. Erst
aus dem Vergleich der Werte eines bestimmten Kriteriums, berechnet fiir verschiedene
Modelle, lassen sich Aussagen iiber die Modellrisiken der einzelnen Modelle relativ
zueinander ableiten.
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8.1 Ex—ante—Vergleich verschiedener Modelle

Bei Ex—ante—Vergleichen verschiedener Modelle werden Value—at—Risk—Schatzungen
direkt miteinander verglichen. Bei Ex—post—Kriterien werden dagegen die Value—at—
Risk—Schétzungen zusitzlich mit tatséchlich eingetretenen Marktverdnderungen ver-
glichen.

Mit Ex-ante-Massen kann das Modellrisiko eines bestimmten Modells nicht ab-
geschitzt werden. Vielmehr lassen sich anhand derartiger Masse Fragen beantwor-
ten, welches Modell die konservativsten Schitzungen liefert oder wie stark sich die
Schitzungen in verschiedenen Modellen voneinander unterscheiden. Bei diesen Ver-
gleichen geht man davon aus, dass die Renditeverteilungen auf dieselbe Art gene-
riert werden, also zum Beispiel mittels Monte-Carlo-Simulationen, und dass derselbe
Schéatzer fiir die Schédtzung des Value—at—Risk respektive des Quantils verwendet wird,
damit sichergestellt ist, dass nur Unterschiede in den Modellen zu Unterschieden in
den Value—at—Risk—Schétzungen fiihren.

Innerhalb eines bestimmten Modells kénnen auch verschiedene Quantilschatzer mit-
einander verglichen werden.

8.1.1 Mittlere relative Abweichung

In welchem Umfang verschiedene Modelle (oder verschiedene Quantilschétzer) ver-
gleichbare Value—at—Risk—Schétzungen liefern, kann durch Berechnung der mittleren
relativen Abweichung (Mean Relative Bias, MRB) untersucht werden (vgl. Engel und
Gizycki [46], S. 22 f., Hendricks [56], S. 46 f.).

Dazu wird das arithmetische Mittel der relativen Abweichungen einer Value—at—Risk—
Schitzung in einem bestimmten Modell vom Mittelwert der Value—at-Risk—Schétzun-
gen aller Modelle iiber eine bestimmte Beobachtungsperiode bestimmt. Die Beob-
achtungsperiode umfasst ¢ = 1,...,7T Beobachtungen, das heisst Value-at—Risk—
Schiatzungen. Die mittlere relative Abweichung eines Modells ¢ (¢ = 1,..., N) wird
dann bestimmt durch

ZT: VaR;, — VaR

MRB; =
VClRt

: (8.1)

wobel VaR; ; den (geschitzten) Value—at—Risk im Modell ¢ zum Zeitpunkt ¢ bezeich-
net und das arithmetische Mittel VaR; iiber alle Modelle gebildet wird:

N
1
Valk, = — > VaRi,. (8.2)
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8.1.2 Mittlere quadratische relative Abweichung

Um systematische Abweichungen eines Modells vom Durchschnitt aller Modelle zu
erfassen und um die Schwankungshthe der Schitzungen eines einzelnen Modells zu
bestimmen, wird die die Wurzel aus den mittleren quadratischen relativen Abweichun-
gen (Root Mean Squared Relative Bias, RMSRB) berechnet (vgl. Engel und Gizycki
[46], S. 23 f., Hendricks [56], S. 47 f.).

Der mittlere quadratische relative Abweichung eines Modells ¢ (i = 1,..., N) iiber
verschiedene Zeitpunkte ¢ wird durch

T —_— \ 2
1 VCERZ t — VClRt)
RMSRB; = ,| = E _—— 8.3

T =1 ( VClRt ( )

bestimmt. Diese Grosse misst den Grad der Variabilitdt eines spezifischen Modells
um einen iiber verschiedene Modelle gebildeten mittleren Value—at—Risk.

8.2 Ex-post—Uberpriifung verschiedener Modelle
durch Backtesting

Kriterien, die eine Abschédtzung des Modellrisikos zulassen, beruhen auf dem als Back-
testing bezeichneten Verfahren. In diesem Abschnitt wird dieses Verfahren vorgestellt
und es werden verschiedene Kriterien zur Abschitzung des Modellrisikos diskutiert.

8.2.1 Grundidee des Backtesting

Wie der Begriff Backtesting vermuten lasst, werden bei diesem Verfahren Ex—post—
Vergleiche angestellt und zwar zwischen den geschitzten, auf einen zukiinftigen
Zeitraum bezogenen Value—at—Risk—Grossen und den nach Ablauf dieses Zeitraums
tatsichlich eingetretenen Renditen respektive Verlusten. So wird fiir jeden Handelstag
einer bestimmten Periode ein Value—at—Risk geschitzt und nach Ablauf der Halte-
periode mit den tatséchlich eingetretenen Kursdnderungen verglichen: entweder sind
die Verluste grosser als der Value—at—Risk oder der Value—at—Risk wird durch die
eingetretenen Verluste unterschritten.

Unter Uberschreitung oder Ausnahme wird der Fall verstanden, wenn ein realisierter
Verlust den geschitzten Value-at—Risk iiberschritten hat. Der Begriff Uberschreitung
ist dem Begriff Ausnahme vorzuziehen, da Uberschreitungen des Value-at-Risk in
gewissem Umfang, ndmlich mit der bei der Value-at—Risk—Schétzung festgelegten
Restwahrscheinlichkeit, vorkommen diirfen. Daher wird im folgenden konsequent von
Uberschreitungen gesprochen, wenn auch der Basler Ausschuss oder die Eidgenossi-
sche Bankenkommission den Begriff Ausnahme verwenden.
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8.2.2 Verlustfunktion

Mit Hilfe des Konzeptes der Verlustfunktion kann das Verfahren des Backtesting, wie
es vom Basler Ausschuss vorgeschlagen ist, und Alternativen dazu in einen gemein-
samen Rahmen gestellt werden. Das Konzept der Verlustfunktion wurde von Lopez
entwickelt (vgl. Engel und Gizycki [46], S. 26 ff.). Danach wird auf Basis eines Mo-
dells ¢+ ein Value-at-Risk VaR;; zum Zeitpunkt ¢ geschétzt. Dieser Schétzwert wird
dann mit einem realisierten Verlust (Gewinn) am Ende der Halteperiode ¢ 4+ 1 der
Value—at—Risk—Schétzung Vel;glichen. Der Verlust oder Gewinn ist dabei definiert als
Vigr = —Worepr = —Woln ;D—J:l und stellt fiir den Fall eines Verlustes eine positi-
ve Grosse dar. 7441 ist die zum Zeitpunkt ¢ 4 1 tatsdchlich eingetretene Rendite. Je
nachdem, ob ein tatséchlich realisierter Verlust grosser oder kleiner als die Value—at—
Risk—Schétzung ist, ergeben sich unterschiedliche Konsequenzen. Verluste kleiner als
der Value—at—Risk sind abgesichert, Verluste grosser als der Value—at—Risk sind nicht
gedeckt.

Diese Zusammenhénge werden nun in einer sogenannten Verlustfunktion L; .4, fiir
ein bestimmtes Modell ¢ zusammengefasst:

{ f(Vig1,VaR; ) falls Vigq > VaR;,
Lity1 =

g(Viy1,VaR;¢) falls Vi1 <VaR;, (8.4)

Die Funktionen f und g erfiillen die Bedingung f(.) > ¢(.) und sollen die verschie-
denen Konsequenzen beriicksichtigen, je nachdem ob eine Uberschreitung stattfindet
oder nicht.

Fiir die Form von f und g werden zwei Ansitze vorgeschlagen, die nachfolgend dis-
kutiert werden.

Binare Verlustfunktion

Wird f(z) = 1 und g(z) = 0 Vx gewihlt, spricht man von bindrer Verlustfunktion.
Die Hohe der Uberschreitung spielt bei diesem Ansatz keine Rolle (vgl. Engel und
Gizycki [46], S. 26 ff.).

Die binédre Verlustfunktion schreibt sich dann als

{ 1 falls Vigr > VaRi,
Lity1 =

0 falls Vt+1 S VClRiyt (85)

Wird die binédre Verlustfunktion auf die einzelnen Handelstage einer bestimmten Pe-
riode angewendet, so wird gez#hlt, wie oft ein Verlust eingetreten ist, der hoher als
die Value-at-Risk-Schitzung war. Damit wird die Anzahl Uberschreitungen in dieser
Periode gemessen. Die in einem spezifischen Modell ex—post bestimmten Uberschrei-
tungszahlen lassen sich mit den theoretisch erwarteten Uberschreitungen vergleichen,
und kénnen zur Uberpriifung dienen, ob die Value-at—Risk-Schitzungen auf Grund-
lage eines genauen Modells bestimmt wurden.



8.2. Ex—post—Uberpriifung 169

Ein genaues Modell sollte im Durchschnitt zu genau p% Uberschreitungen des Value—
at—Risk fithren. Die Zufallsvariable, die beschreibt, ob eine Kursdnderung eine Uber-
schreitung darstellt oder nicht, ist binomialverteilt. Die einzelnen Uberschreitungen
sind dabei als unabhingig angenommen. Die Nullhypothese Hy lautet nun: eine Uber-
schreitung des Value—at—Risk—Schatzwertes zum Konfidenzniveau p% tritt genau mit
der Wahrscheinlichkeit p% auf. Fiir die Alternativhypothese kann diese Wahrschein-
lichkeit aus der Stichprobe als relative Haufigkeit der Anzahl beobachteter Uberschrei-
tungen z und dem Stichprobenumfang 7" geschétzt werden. Die Modellgiite kann dann
mit einem Likelihood-Ratio—Test iiberpriift werden, wobei der Likelihood—Ratio (LR)

durch .
(1 _ p) —x px

(=" (5)
gegeben ist (vgl. Kupiec [76], S. 79 f.). Die Grosse —2 In A ist unter Hy asymptotisch
x?-verteilt mit einem Freiheitsgrad. Nach Festlegung eines Signifikanzniveaus o kann
der Ablehnungsbereich bestimmt werden. Dies ist in Abbildung 8.1 fiir ein Signi-
fikanzniveau o = 5%, ein Konfidenzniveau 95% der Value—at—Risk—Schétzung und
T = 250 dargestellt, wobel Xio.% = 3.841. Dieses Vorgehen ergibt die Tabellen 8.1

(8.6)

25 \
—2In A —
20 + 3.841 — _|
15 -
—2In A
10
Ablehnungsbereich

5 L |
0 \ \r\ /\

0 5 10 15 20 25

Anzahl Uberschreitungen x

Abbildung 8.1: Ablehnungsbereich beim LR-Test bei Signifikanzniveau a =
5%, Konfidenzniveau 95% und T = 250.

und 8.2, in denen fiir verschiedene Signifikanzniveaus und Stichprobenumfénge T" bei
unterschiedlichen Restwahrscheinlichkeiten der Value—at—Risk-Schitzung die Nicht-
ablehnungsbereiche von Hy eingetragen sind.
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P T=250 T=500
00l | 0<a<7 | 1<z<10
0.05 | 6<2<20]|16<z<36

Tabelle 8.1: Nichtablehnungsbereich bei Signifi-

kanzniveau o = 5%.

p T=250 T=500
001 | O0<ae<x8 O<e<12
005 | b<ae<22 | 13<2<39

Tabelle 8.2: Nichtablehnungsbereich bei Signifi-
kanzniveau o = 1%.

Kann die Nullhypothese nicht abgelehnt werden, wird im folgenden ein Modell als
genau oder exakt bezeichnet. ,,Genau® oder ,exakt” ist damit im folgenden immer im
statistischen Sinne der Nichtablehnung zu verstehen.

Quadratische Verlustfunktion

Um die Hohe einer Uberschreitung des Value-at-Risk durch einen tatséchlich eingetre-
tenen Verlust zu beriicksichtigen, wird in der Literatur ein weiterer Ansatz diskutiert,
eine sogenannte quadratische Verlustfunktion in der Form (vgl. Engel und Gizycki

[46], S. 30 f.)

1 VaRi\?
o= d V4 (= Se) falls Vi > VaRi, (5.7)
0 falls Viy1 < VaR;,

2 .
Die Grosse (m — VGTRD”) ist die quadratische Hohe der Uberschreitung des Value—

Wo
at-Risk-Schitzwertes, gegeben eine Uberschreitung ist eingetreten. Hierbei wird also
die Uberschreitungshéhe im Unterschied zur bindren Verlustfunktion mitberiicksich-
tigt und zwar umso stirker je héher die Uberschreitung ist. Es ergeben sich bei die-
sem Ansatz aber interpretatorische Schwierigkeiten. Der Value-at—Risk stellt eine
wertméassige Grosse dar, beispielsweise in Schweizer Franken, und ist daher leicht zu
interpretieren. Diese leichte Interpretierbarkeit geht bei der Betrachtung quadrati-
scher Uberschreitungen verloren.

8.2.3 Multiplikator zur Erreichung von genau p Prozent Uber-
schreitungen

Fiir eine aus dem Backtesting gegebene Stichprobe von Value—at—Risk—Schatzungen
und realisierten Verlusten und eine gegebene Restwahrscheinlichkeit p der Value—at—
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Risk—Schétzung ldsst sich derjenige konstante Multiplikationsfaktor bestimmen, mit
dem alle Value—at—Risk—Schéatzungen der Stichprobe zu multiplizieren sind, um zu
genau p% Uberschreitungen zu gelangen (vgl. Engel und Gizycki [46], S. 32 f., Hend-
ricks [56], S. 50 f.).

Durch diesen Ansatz versucht man, aus einem eventuell ungenauen Modell ein ge-
naues Modell zu machen. Ergibt ein Modell eine grossere Haufigkeit von Uberschrei-
tungen als p%, folgt ein Multiplikationsfaktor grosser Eins. Ein Faktor kleiner Eins
ergibt sich, wenn auf Grundlage der Modellschitzungen weniger als p% Uberschrei-
tungen auftreten. Bei der praktischen Bestimmung des Multiplikationsfaktors werden
allerdings implizit nur diejenigen Uber— oder Unterschreitungen des Value-at—Risk
beriicksichtigt, die nur wenig vom Value—at—Risk abweichen. Grosse Verluste werden
nicht betrachtet, ebensowenig wie die Verteilung der Verluste, die den Value—at—Risk
iibersteigen, in die Uberlegungen einbezogen wird.

8.2.4 Mittlerer ungedeckter Verlust im Verhéaltnis zum Value—
at—Risk

Die mittlere Hohe der Verluste, die nicht durch den Value-at—Risk gedeckt werden,
kann durch folgendes Vorgehen beriicksichtigt werden. Falls eine Uberschreitung des
Value—at—Risk—Schatzwertes auftritt, wird der Multiplikator bestimmt, mit dem die
Value—-at—Risk—Schatzung nachtriglich multipliziert werden muss, um den aufgetre-
tenen Verlust decken zu kénnen. Anschliessend wird das arithmetische Mittel der
Multiplikationsfaktoren bestimmt (vgl. Engel und Gizycki [46], S. 33 f., Hendricks
[56], S. 51 f.). Liegt dieses arithmetische Mittel nahe bei Eins, wird auf ein genaues
Modell geschlossen.

Treten bei zwei verschiedenen Modellen zu gleichen Zeitpunkten Uberschreitun-
gen auf, so lauft dieses Kriterilum auf einen direkten Vergleich von Value-at—Risk—
Schitzungen hinaus, da Verluste und nicht Uberschreitungshéhen betrachtet werden.

8.2.5 Maximaler Verlust im Verhaltnis zum Value—at—Risk

Ein weiteres einfaches Kriterium zur Uberpriifung des Modellrisikos besteht darin,
bei einer gegebenen Stichprobe von Value—at—Risk—Schitzungen zu Beginn einer Hal-
teperiode und von zugehérigen tatséchlichen Verlusten am Ende dieser Halteperiode
das Verhiltnis zwischen dem grossten aufgetretenen Verlust und dem zugehé&rigen
Value-at-Risk—Schatzwert zu bestimmen (vgl. Engel und Gizycki [46], S. 35 f.). Es
wird angenommen, dass kleinere Verhéltnisse fiir ein genaues Modell sprechen.

Ein Vergleich dieser im Nachhinein berechneten Grésse mit einer theoretisch erwarte-
ten Grosse st aber nur fiir Modelle méglich, welche Verteillungen implizieren, die bei
einer bestimmten Verlustschwelle gestutzt sind. Das heisst die Wahrscheinlichkeit fiir
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einen Verlust iiber dieser Schwelle muss Null sein. Fiir die in Kapitel 4 vorgestellten
Modelle ist dies nicht der Fall.

8.2.6 Mittlere erwartete und mittlere tatsichliche Uberschrei-
tungshohe

Der Value—at—Risk charakterisiert nur einen einzigen Punkt einer Verlust— oder Ren-
diteverteilung. Die Verwendung von Modellen fiir diese Verteilungen erlaubt es aber,
zusétzlich weitere, in den Modellen erwartete Grossen oder Kennzahlen der Verteilung,
mit den tatsdchlich realisierten Werten zu vergleichen und so zur Modellvalidierung
einzusetzen.

Was der Value-at—Risk—Ansatz nicht beriicksichtigt, ist die Hohe einer potentiellen
Uberschreitung des Value-at-Risk-Wertes. So sind beispielsweise Situationen denk-
bar, in denen zwei verschiedene Modelle fiir die Verteilungen der Renditen oder Ver-
luste zu nahezu identischen Value—at—Risk—Schétzungen fiithren, die Verteilungen der
Verluste oder Renditen jenseits des Value-at-Risk aber sehr verschieden sind (vgl.
zum Beispiel Abbildung 6.2). Damit sind auch die Wahrscheinlichkeiten fiir bestimm-
te Verluste, die den Value—at—Risk iibersteigen, verschieden.

Wiinschenswert wire daher ein Kriterium, welches die Form der Verteilung vor al-
lem in den Enden beriicksichtigt. Die Uberschreitungshohe stellt solch ein Kriterium
dar. Die in einem bestimmten Modell erwarteten Uberschreitungshéhen kénnen dann
beim Backtesting—Verfahren mit tatsichlich eingetretenen Uberschreitungshéhen ver-
glichen werden.

Dazu wird folgendermassen vorgegangen: zum Zeitpunkt ¢, dem Beginn der Halte-
periode, wird ein Value-at-Risk geschiitzt und eine erwartete Uberschreitungshdhe
bestimmt. Diese letztere Grosse gibt an, um welchen Betrag der Value—at—Risk iiber-
schritten wird, gegeben eine Uberschreitung tritt auf. Dies ist eine erwartete Grosse
und hangt vom gewédhlten Modell ab. Am Ende der Halteperiode, zum Zeitpunkt t+1,
wird nun ein Backtesting durchgefithrt. Es wird untersucht, wie hoch der eingetrete-
ne tatsichliche Verlust ist, ob eine Uberschreitung des Value-at—Risk-Schitzwertes
eingetreten ist, und wenn ja, um welchen Betrag der Value—at—Risk—Schitzwert iiber-
schritten wurde.

Dieses Vorgehen wird nun fiir alle 7" Handelstage einer bestimmten Periode, beispiels-
weise eines Jahres, wiederholt. Man erhilt so T' Value-at—Risk—Schitzungen und T
erwartete Uberschreitungshéhen. Das bei der Value-at-Risk-Schitzung vorgegebene
Konfidenzniveau wird dann mit der Anzahl tatsichlich eingetretener Uberschreitun-
gen verglichen (vgl. Abschnitt 8.2.2). Zusétzlich wird aus den 7' erwarteten Uber-
schreitungshohen das arithmetische Mittel errechnet und mit dem arithmetischen
Mittel der tatsichlich eingetretenen Uberschreitungshéhen verglichen. Als Uberschrei-
tungshohe kann nun eine absolute und eine relative Grosse betrachtet werden.



8.2. Ex—post—Uberpriifung 173

Absolute Uberschreitungshéhen

Die absolute Uberschreitungshéhe UH; 41 im Modell ¢ zum Zeitpunkt ¢ 4+ 1 des
Backtesting—Verfahrens ist definiert durch

Vigr = VaR;; falls Vig > VaR;;

UH;ty1 = { 0 falls Vi1 < VaR;, (88)

Dies stellt im Prinzip wieder eine bestimmte Wahl fiir die in Abschnitt 8.2.2 disku-
tierten Verlustfunktionen dar.

Bei einem Stichprobenumfang von 7" Value-at—Risk—Schétzungen, sei die Anzahl
Uberschreitungen im Modell ¢ mit @; (i = 1,..., N) bezeichnet. Damit lésst sich
die mittlere tatsichliche Uberschreitungshéhe U H; des Modells ¢ iiber

T
1
t=1

K3

bestimmen. Diese ex—post bestimmte Grésse kann mit einer in einem spezifischen
Modell berechneten Groésse verglichen werden, ndmlich dem arithmetischen Mittel
der erwarteten Uberschreitungshohen. Die erwartete Uberschreitungshéhe BEUH; ; im
Modell ¢ ergibt sich als Differenz zwischen dem bedingten Erwartungswert der Verlu-
ste, gegeben eine Uberscheitung des Value-at-Risk tritt ein, und dem Value-at-Risk
selbst (vgl. J. P. Morgan [65], S. 220 ff.):

EUHZ'J = E[‘/i,tﬂ/i,t > VClRiyt] - VClRiyt . (810)

Die Verluste V' sind nun zusétzlich mit ¢ indexiert, da es sich nicht um realisierte,
sondern um in einem gegebenen Modell ¢ mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit
verteilte hypothetische Verluste handelt.

Der bedingte Erwartungswert der Verlustverteilung lédsst sich iiber

1 o0
BWlVie > VaRi =5 [ viar) .11
P Jvar, ,

bestimmen oder bei Verwendung einer Renditeverteilung iiber

.
Tt

1 ,
Elr¢|ris < r;t] = ;/ rie dF (7 ) (8.12)
auswerten. Das Konfidenzniveau der Value—at—Risk—Schétzung ist dabei mit p be-
zeichnet, rf, stellt das zum Value-at-Risk VaR;; gehorende Quantil der Verteilung
der Renditen r; ; im Modell ¢ zum Zeitpunkt ¢ dar. Selbstverstandlich sind fiir VaR; ;
oder 77, die jeweiligen im Modell ¢ bestimmten Schétzwerte einzusetzen.
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Schliesslich lasst sich die mittlere erwartete Uberschreitungshéhe EU H; berechnen:
1 Z
FEUH; = = EUH; ;. 8.13
T ; ¥ (8.13)

Durch den Vergleich von mittlerer erwarteter und mittlerer tatsichlicher Uberschrei-
tungshohe, lasst sich das Verhalten der Modellverteilungen in deren Enden beriick-
sichtigen, zumindest in Form des ersten (bedingten) Moments. Je besser die erwartete
Uberschreitungshohe mit der tatsichlichen Uberschreitungshéhe iibereinstimmt, de-
sto geringer sollte das Modellrisiko des verwendeten Modells sein.

Relative Uberschreitungshéhen

Bisher wurden die Uberschreitungshéhen absolut betrachtet, sie lassen sich aber auch
in Beziehung zum jeweiligen Value—at—Risk setzen. Die relative tatséchliche Uber-
schreitungshéhe RU H; ;41 ist dann gegeben durch

Vigi—VaRi, '
RUH; 41 = VR, falls Viy1 > VaR;; ’ (8.14)
’ 0 falls Vig1 < VaR;;
die relative erwartete Uberschreitungshéhe durch
EVi Vi it] = i
REUHZ'J _ [V7t|V7t > VaR ,t] VaR t . (815)

VClRiyt

Die jeweiligen arithmetischen Mittel ergeben sich aus

T
1
RUH, = (§ jRUHZ,m) — (8.16)
o

t=1 ?
und

T
S 1
FEUH; = = EUH; ;. A

REU 0 ; REUH; (8.17)
Ein Mass, welches sowohl die Anzahl z; der Uberschreitungen berticksichtigt als auch
die Hohe einer solchen Uberschreitung, kann als gewichtete Summe von Uberschrei-
tungshéufigkeit und tatsichlicher mittlerer relativer Uberschreitungshthe konstruiert
werden:

KOMB; = w%—l— (1—w)RUH; . (8.18)

Dabei bezeichnet w den Gewichtungsparameter, wobei 0 < w <1 gilt. Diese Grosse
wird aus den am Ende einer Halteperiode beobachteten Verlusten und Uberschreitun-
gen bestimmt. Dieser Grosse steht die entsprechende im Modell ¢ erwartete Grosse

EKOMB; =wp+ (1 —w) REUH,; (8.19)

gegeniiber. Sie wird aus den am Anfang einer Halteperiode berechneten Werten be-
stimmt.
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8.2.7 Korrelation zwischen Verlusten oder Gewinnen und den
Value—at—Risk—Schitzungen

Steigt die Varianz der Gewinn— und Verlustverteilung respektive einer Renditevertei-
lung im Zeitablauf aufgrund einer zunehmenden Volatilitat der Markte an, so werden
extreme Ereignisse wahrscheinlicher. Damit wird die Frage aufgeworfen, ob die ein-
zelnen Modelle und die auf dieser Grundlage geschitzten Value—at-Risk—Werte dieser
Tendenz folgen kénnen.

In den Modellen der Geometrischen Brownschen Bewegung, des Sprung-Diffusions—
Prozesses und der hyperbolischen Verteilung werden konstante Varianzen der Rendite-
verteilungen angenommen. Durch tédgliche Neuschatzung der Modellparameter sollten
ansteigende Varianzen zumindest zeitverzogert in die Schitzungen einfliessen.

Ob dies in ausreichendem Masse stattfindet, ldsst sich durch eine Schitzung der
zeitlichen Korrelation zwischen Value—at—Risk—Schétzungen und absoluten Werten
der eingetretenen Gewinne oder Verluste beziehungsweise Renditen analysieren (vgl.
Engel und Gizycki [46], S. 37 ff., Hendricks [56], S. 43 f.). Dazu wird der Rang-
Korrelationskoeffizient nach Kendall geschatzt (vgl. Hartung [55], S. 81 ff.). Dieses
Vorgehen erfordert keine Kenntnis iiber die Verteilung der Renditen (Gewinne oder
Verluste) und der Value-at—Risk—Schatzungen.

Wird mit V; die Zeitreihe der absoluten Gewinne und Verluste und mit VaR; die
Zeitreihe der Value—at—Risk—Schitzungen bezeichnet (t = 1,...,7T), so wird jedem
Wert V; und VaR; (1 < s <T) ein Rang zugeordnet, welcher die Stellung des Wertes
beziiglich seiner Grésse in der gesamten Reihe angibt. Sei mit X; der Rang von V;
und mit Y, derjenige von VaR, bezeichnet. Fiir die Schitzung des Korrelationsko-
effizienten 7 nach Kendall ist nun nur die relative Ordnung der Rénge der beiden
Zeitreihen zu bestimmen, dass heisst die Werte der beiden Zeitrethen miissen nicht
sortiert werden (fiir Details siche Press et al. [95], S. 642 ff.).

Unter der Nullhypothese, dass zwischen den Werten der beiden Zeitreihen keine Kor-
relation besteht, 1st der Korrelationskoeffizient r asymptotisch normalverteilt mit Er-
wartungswert Null und Varianz

AT+ 10
T (T 1)

var[r]

Es kann in diesem Zusammenhang erwartet werden, dass die Modelle Phasen mit
ansteigender Volatilitdt noch folgen kénnen, abnehmende Volatilitdten aber nur un-
zureichend beriicksichtigt werden. Der Grund ist darin zu sehen, dass Renditen, die
fiir eine hohe Volatilitat verantwortlich waren, noch iiber einen gewissen Zeitraum
in der Stichprobe historischer Renditen, die etwa zur Parameterschitzung verwendet
werden, vorhanden sind.
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8.2.8 Eingesetzte Kriterien

In den in den folgenden Kapiteln durchzufithrenden empirischen Studien werden ver-
schiedene der vorgestellten Kriterien zur Abschétzung des Modellrisikos angewendet.

Fiir einen Vergleich verschiedener Quantilschitzer und fiir eine erste Gegeniiberstel-
lung der verschiedenen Modelle werden die mittleren relativen Abweichungen (MRB)
und die Wurzel der mittleren quadratischen Abweichungen (RMSRB) bestimmt. Die-
se Grossen sind leicht anzuwenden, beruhen aber auf einer ex—ante Betrachtung.

Als Masse, die die Idee des Backtesting ausnutzen, werden die binire Verlustfunktion,
die tatsichliche und erwartete relative Uberschreitungshéhe sowie die Korrelationen
zwischen absoluten Renditen und Value-at—Risk—-Schitzungen angewandt. Auf die
quadratische Verlustfunktion wird wegen der mangelnden Interpretierbarkeit verzich-
tet.

Der Korrelationskoeffizient nach Kendall wird mit Hilfe einer Routine von Numerical
Recipes (vgl. Press et al. [95], S. 642 ) geschitzt, die als zusétzliche Informationen die
Anzahl Standardabweichungen von Null und einen sogenannten p—Value zuriickgibt.
Der p—Value gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass die Testgrosse (hier eines zweiseiti-
gen Tests) einen grosseren Wert annimmt als berechnet wurde. Sehr kleine p-Values
deuten auf eine Ablehnung der Nullhypothese hin. Die Nullhypothese besteht im vor-
liegenden Fall aus der Hypothese unkorrelierter Zeitreihen.

Alle iibrigen Kriterien, also der Multiplikator zur Erreichung von genau p Prozent
Uberschreitungen, der mittlere ungedeckte Verlust im Verhiltnis zum Value—at—Risk
und der maximale Verlust im Verhéltnis zum Value—at—Risk finden keine Anwendung.

8.3 Das Ampelkonzept des Basler Ausschusses fiir
Bankenaufsicht

Auch bei den Auflagen zum Backtesting—Verfahren orientiert sich die Eidgendssische
Bankenkommission am Basler Ausschuss fiir Bankenaufsicht. Je nach Ausgang des
Backtestings wird festgelegt, ob der Multiplikationsfaktor, mit dem die Value-at—
Risk—Schétzungen zu multiplizieren sind um zur Eigenkapitalunterlegung zu gelan-
gen, allenfalls erhtht werden muss. Dazu hat der Basler Ausschuss das sogenannte
Ampelkonzept entwickelt. Als Kriterium fiir die Identifikation von genauen und un-
genauen Modellen und damit fiir die Gestaltung des Multiplikationsfaktors wird die
Anzahl Uberschreitungen verwendet, also auf das Konzept der bindren Verlustfunkti-
on zurlickgegriffen (vgl. Basle Committee on Banking Supervision [10], Eidgendssische
Bankenkommission [42]).

Die Riickvergleiche miissen auf einer Stichprobe von 250 historischen Beobachtungen
durchgefiithrt werden. Sehen die Richtlinien fiir die Value—at—Risk—Schatzungen als
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Grundlage fiir die Eigenkapitalunterlegung eine Halteperiode von zehn Tagen vor, so
miissen nun mit eintégiger Halteperiode geschitzte Value—at—Risks herangezogen wer-
den, jeweils bei einem Konfidenzniveau von 99% (vgl. Basle Committee on Banking
Supervision [10], S. 2 ff., Eigendssische Bankenkommission [42], S. 27 ff.). Hier handelt
es sich um eine schwer verstdndliche Regelung. Aufgrund der Backtesting—Resultate,
die fiir eintagige Halteperioden erzielt werden, werden Aussagen iiber eine mogliche
Erhéhung des Multiplikationsfaktors bei zehntédgiger Halteperiode abgeleitet. Die sta-
tistischen Eigenschaften von Tages— und Zehntagesrenditen sind aber in der Regel
deutlich voneinander verschieden (vgl. Kapitel 5).

Mit dem Ampelkonzept wird festgelegt, ob und um wieviel der Multiplikationsfaktor
erhéht werden soll. Diese Erhohung richtet sich nach der Anzahl Uberschreitungen
der Value-at—Risk—-Schatzungen (vgl. Basle Committee on Banking Supervision [10],
S. 5 ff., Eidgendssische Bankenkommission [42], S. 28 f.). Tabelle 8.3 gibt die detail-

lierten Bedingungen wieder. In der griinen Zone wird davon ausgegangen, dass ein

‘ Zone | Anzahl Uberschreitungen ‘ Multiplikationsfaktor
griin 0 bis 4 3.00
gelb 5 3.40
6 3.50
7 3.65
8 3.75
9 3.85
rot 10 und mehr 4.00

Tabelle 8.3: Festlegung des Multiplikators nach dem Am-
pelkonzept.

Modell genau ist. Konsequenzen sind daher nicht notwendig. Die Interpretation der
gelben Zone ist nicht ganz klar. Eine in diese Zone fallende Anzahl von Uberschrei-
tungen kann entweder durch ein ungenaues aber auch durchaus durch ein genaues
Modell verursacht werden. Zur ,,Sicherheit® wird verlangt, dass der Multiplikations-
faktor erhéht wird, und zwar umso stirker je grosser die Anzahl Uberschreitungen
ist. In der roten Zone wird auf jeden Fall angenommen, dass ein ungenaues Modell
vorliegt. Eine Erhéhung des Multiplikators auf den Wert Vier ist die Folge.

Fiir die Festlegung der Zonen sind statistische Uberlegungen zu den Fehlern 1. und
2. Art verantwortlich. Ausgangspunkt dieser Uberlegung ist, dass der Value-at-Risk
bei einem Konfidenzniveau von 99% geschatzt wird, dass heisst bei einer Restwahr-
scheinlichkeit von p = 1%. Ein genaues Modell sollte also 1% Uberschreitungen liefern,
ein ungenaues Modell entsprechend mehr. Genauso deutet eine zu geringe Uberschrei-
tungszahl auf ein ungenaues Modell hin (vgl. Basle Committee on Banking Supervi-

sion [10], Table 1).
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Man nimmt zunéchst an, dass ein genaues Modell vorliegt. Die Wahrscheinlichkeit,
dass ein bestimmter Wert eine Uberschreitung darstellt, betrigt p = 1%. Die Anzahl
der Uberschreitungen ist eine binomialverteilte Zufallsvariable (vgl. Abschnitt 8.2.2).
Die Wahrscheinlichkeit fiir & Uberschreitungen ist daher durch

(i) pr(l—p)" "

gegeben, wobei T" den Stichprobenumfang bezeichnet. Tabelle 8.4 gibt in der zweiten
Spalte dariiber Auskunft, wie gross die Wahrscheinlichkeit fiir jeweils genau & Uber-
schreitungen ist, bei einem Stichprobenumfang 7" = 250. Die Fehler 1. Art, also die

Anzahl Uberschreitungen =z | Wahrscheinlichkeit | Wahrscheinlichkeit fiir Fehler 1. Art

0 8.1% 100.0%
1 20.5% 91.9%
2 25.7% 71.4%
3 21.5% 45.7%
4 13.4% 24.2%
5 6.7% 10.8%
6 2.7% 4.1%

Tabelle 8.4: Festlegung der Zonen anhand der Fehler 1. Art. Annahme eines
genauen Modells mit p = 1%. Stichprobenumfang 7' = 250.

Wahrscheinlichkeit, dass ein genaues Modell als ungenau eingestuft wird, sind in der
dritten Spalte eingetragen. Sie ergeben sich fiir eine bestimmte Zeile in der dritten
Spalte durch Subtraktion der kumulierten Einzelwahrscheinlichkeiten in der zweiten
Spalte (exklusive der betrachteten Zeile) von 100%. Wird nun bei einer Anzahl Uber-
schreitungen z* die Grenze zwischen einem genauen und einem ungenauen Modell
gezogen, was impliziert, dass bei «* — 1 Uberschreitungen noch ein genaues Modell
vorliegen soll, gibt die dritte Spalte fiir diese Grenze Auskunft {iber die Wahrschein-
lichkeit, dass ein Modell als ungenau eingestuft wird, obwohl es genau 1ist.

Durch Abwégung dieser Fehler 1. Art kénnen die Zonengrenzen bestimmt werden,
wobei dazu auch Uberlegungen zum Fehler 2. Art einfliessen, dem Fehler also, ein
ungenaues Modell als genau einzustufen. Dazu nimmt man beispielsweise an, dass ein
Modell vorliegt, bei dem in p = 2% der Fille eine Uberschreitung auftritt und nicht,
wie gefordert, mit der Wahrscheinlichkeit p = 1%.

In Tabelle 8.5 sind in der zweiten Spalte die Wahrscheinlichkeiten fiir genau 2 Uber-
schreitungen bei einer angenommenen Restwahrscheinlichkeit p = 2% eingetragen.
Die dritte Spalte enthalt die Fehler 2. Art, sie ergeben sich aus Kumulation der Ein-
zelwahrscheinlichkeiten. Wenn bei 2* wieder die Grenze gezogen wird, das heisst 2* —1
Uberschreitungen werden zugelassen, um ein genaues Modell zu charakterisieren, kann
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Anzahl Uberschreitungen =z | Wahrscheinlichkeit | Wahrscheinlichkeit fiir Fehler 2. Art
0 0.6% 0.0%
1 3.3% 0.6%
2 8.3% 3.9%
3 14.0% 12.2%
4 17.7% 26.2%
5 17.7% 43.9%
6 14.8% 61.6%

Tabelle 8.5: Festlegung der Zonen anhand der Fehler 2. Art. Annahme eines
ungenauen Modells mit p = 2%. Stichprobenumfang 7' = 250.

in der dritten Spalte abgelesen werden, wie gross bei dieser Grenze die Wahrschein-
lichkeit 1st, ein ungenaues Modell nicht als solches zu identifizieren.

Die Einteilung der verschiedenen Zonen erfolgt so durch subjektive Abwégung der
Fehler 1. und 2. Art. Analoge Uberlegungen lassen sich fiir andere Stichproben-
umfinge oder andere Konfidenzniveaus der Value—at—Risk—-Schitzungen anstellen,
ebenso kénnen die Multiplikationsfaktoren fiir andere Konfidenzniveaus umgerech-

net werden (vgl. Johanning [66], S. 203 f.).
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Kapitel 9

Langzeitstudie Swiss Market
Index

Ziel dieses und des darauffolgenden Kapitels ist eine Abschétzung des Modellrisikos
bei verschiedenen expliziten Modellen und der historischen Simulation. Als Bewer-
tungsmassstab werden die in Kapitel 8 diskutierten Kriterien herangezogen. Im Rah-
men der Gesamtzielsetzung dieser Arbeit stellen also die folgenden Untersuchungen
den zentralen Bestandteil der Arbeit dar.

Als Grundlage fiir die empirische Analyse wird der SMI ausgewihlt. Er kann als
gut diversifiziertes Portfolio der wichtigsten schweizerischen Titel angesehen werden.
Fiir den SMI werden iiber einen Zeitraum von fiinf Jahren tigliche Value—at—Risk—
Schitzungen bestimmt.

Die fiir die Value—at—Risk—Schétzungen notwendigen Renditeverteilungen werden auf
unterschiedliche Weise erzeugt. So werden Renditeverteilungen mit Hilfe der histori-
schen Simulation und fiir die expliziten Modelle mittels Monte—Carlo—Simulationen
generiert. Bei den expliziten Modellen werden die Geometrische Brownsche Bewegung,
der Sprung-Diffusions—Prozess und das hyperbolischen Modell untersucht. Anschlies-
send werden die Ergebnisse der expliziten Modelle mit denjenigen des impliziten Mo-
dells, welches der historischen Simulation zugrunde liegt, verglichen. Zur Abschitzung
des Modellrisikos, werden die in Kapitel 8 ausgew&dhlten Kriterien verwendet. Neben
Value—at—Risk—Schatzungen werden zusétzlich auch LPM-Schétzungen analysiert.

Die Gliederung dieses sehr umfassenden Kapitels gestaltet sich folgendermassen. Nach
einer Darstellung des Ablaufs der Langzeitstudie werden historische Simulation und
Monte-Carlo-Simulationen getrennt voneinander untersucht. Daran schliesst sich ein
Vergleich dieser Verfahren an. Abschliessend werden die Ergebnisse zusammengefasst
und die sich daraus ergebenden Konsequenzen analysiert.

181
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9.1 Ablauf der Langzeitstudie

Bevor auf den Ablauf der Langzeitstudie eingegangen wird, sei nochmals der Unter-
schied zwischen historischer Simulation und Monte—Carlo—Simulation erldutert. Die
historische Simulation verwendet ausschliesslich historische Renditen als Stichprobe
fiir die Value-at-Risk-Schitzung. Eine Anderung der Halteperiode setzt eine Neu-
berechnung der Renditen voraus. Dies ist bei einer Monte-Carlo—Simulation nicht
notwendig. Sind die Modellparameter des Modells, fiir welches eine Monte-Carlo—
Simulation durchgefithrt wird, auf Tagesbasis geschitzt, lassen sich Halteperioden
von mehr als einem Tag durch Ausfithren entsprechend vieler Simulationsschritte
beriicksichtigen. Die Stichprobe zur Value-at—Risk—Schitzung wird allerdings in ih-
rem Umfang und in ihrer Zusammensetzung im Rahmen jedes Modells neu generiert
und stellt so eine hypothetische Stichprobe dar.

Als Zeitraum fiir die Studie wurden die Jahre 1992 bis 1998 ausgewahlt. Die Schitzung
der Modellparameter der expliziten Modelle erfolgt {iber ein Fenster von 500 Tages-
kursen (circa zwei Jahre). Diese Fenstergrosse stellt sicher, dass die numerischen Ver-
fahren zur Parameterschiatzung in der Regel konvergieren. In der Tat waren nur in
Ausnahmeféllen keine Schitzungen verfiigbar, so dass fiir diese Tage Schitzgréssen
des Vortages als Approximation verwendet wurden. Dieselbe Fensterbreite wurde fiir
die historischen Simulationen verwendet.

Startet man mit dem ersten Handelstag des Jahres 1992, dem 3.1.1992, so erh&lt man,
bei einer Halteperiode von einem Tag, eine erste Value—at—Risk—Schétzung fiir den
22.12.1993. Wird das Fenster iiber den gesamten Beobachtungszeitraum geschoben,
gewinnt man Schitzwerte (ungefdhr) fiir den Zeitraum 1994 bis 1998. Fiir die Zeit-
periode 1992 bis 1998 stehen fiir den SMI 1759 Tageskurse zur Verfiigung. Aufgrund
der Fensterbreite und bei einer eintidgigen Halteperiode kénnen 1258 Value—at—Risk—
Schitzungen mit den tatséchlich eintretenden Kursdnderungen verglichen werden.
Eine Verldngerung der Halteperiode reduziert die Anzahl Vergleichsmoglichkeiten ent-
sprechend.

Die Auswirkungen verschiedener Halteperioden werden durch Verwendung eintégiger
und zehntigiger Prognosehorizonte untersucht. Der Einfluss verschiedener Konfidenz-
niveaus auf die Value—at—Risk—Schéitzung auf diese Schidtzungen wird anhand der p—-
Werte 1%, 2.5%, 5% und 7.5 % ermittelt. Damit sind auch die Rahmenbedingungen
zur Wahl der Halteperiode und des Konfidenzniveaus des Basler Ausschusses respek-
tive der Eidgendssischen Bankenkommission und die Vorschlige von J. P. Morgan
beriicksichtigt.

Zur Berechnung des Value—at—Risk wird die Definition (6.4) beziiglich der Anfangsin-
vestition gewédhlt, zudem der Einfachheit halber jeweils mit einer Anfangsinvestition
in Hohe von Wy = 1. Der geschitzte Value—at—Risk—Wert gibt dann die potentiel-
le Verlusthéhe einer Anlage pro investierter Wahrungseinheit an, die nur noch mit
der Restwahrscheinlichkeit p% iiberschritten wird. Es muss kein Erwartungswert der
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Renditen geschétzt werden, was die Anwendung der Kriterien zur Abschitzung der
Modellrisiken erleichtert.

Bei diesen Kriterien handelt es sich um die mittlere relative Abweichung (MRB) und
die Wurzel aus der mittleren quadratischen Abweichung (RMSRB) als reine ex—ante
Grossen und fiir ex—post Vergleiche um die bindre Verlustfunktion in Verbindung
mit einer Likelihood—Ratio—Statistik nach Kupiec, um den Vergleich von mittler-
er tatsichlicher und erwarteter relativer Uberschreitungshéhe, um die Kombination
der beiden letztgenannten Kriterien und schliesslich um die Schitzung des Rang—
Korrelationskoeffizienten nach Kendall.

9.2 Historische Simulation

9.2.1 Vergleich der Quantilschitzer

Auf Grundlage der historischen Simulation kénnen verschiedene nichtparametrische
Quantilschitzer miteinander verglichen werden. Es sind dies die Schitzer auf Grundla-
ge einer geordneten Stichprobe, auf Grundlage von klassierten Daten und schliesslich
auf Grundlage einer Kerndichteschitzung (vgl. Abschnitte 7.2 und 7.3).

Die Anzahl Histogrammklassen im Fall einer Quantilschatzung anhand von klassierten
Daten betragt 40, fiir die Kerndichteschdtzung werden 200 Gitterpunkte verwendet.
Aufgrund der gewihlten Fensterbreite von 500 Tagen betragt der Stichprobenumfang
fiir Tagesrenditen 499, fiir Zehntagesrenditen bei iiberlappender Berechnung 490. Als
Vergleichsmassstdbe werden die mittleren relativen Abweichungen und die mittle-
ren quadratischen Abweichungen der einzelnen Verfahren geschétzt. Tabelle 9.1 gibt
die Ergebnisse fiir verschiedene p—Werte bei eintédgiger Halteperiode wieder, die Er-
gebnisse in Tabelle 9.2 basieren hingegen auf einer Halteperiode von zehn Tagen.

p=1.0% p=25% p=50% p="75%

MRB RMSRB MRB RMSRB MRB RMSRB MRB RMSRB

Geordnet 0.0102 0.0159 -0.0098 0.0164 -0.0099 0.0145 -0.0066 0.0147
Klassiert -0.0107 0.0144 -0.0048 0.0097 -0.0083 0.0130 -0.0028 0.0094
KDS 0.0005 0.0107 0.0147 0.0201 0.0182 0.0226 -0.0095 0.0150

Tabelle 9.1: MRB und RMSRB fiir VaR-Schétzungen auf Basis einer geordneten
Stichprobe, klassierter Daten und Kerndichteschdtzung bei verschiedenen p—Werten
und eintigiger Halteperiode.

Die Quantilschdtzungen auf Basis der Kerndichteschidtzung liefern grossere Value—
at—Risk—Schitzungen als der Mittelwert iiber alle drei Schétzverfahren, die beiden
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p=1.0% p=25% p=50% p="75%

MRB RMSRB MRB RMSRB MRB RMSRB MRB RMSRB

Geordnet -0.0068 0.0133 -0.0134 0.0186 -0.0092 0.0155 -0.0108 0.0145
Klassiert -0.0065 0.0125 -0.0023 0.0112 -0.0079 0.0119 -0.0114 0.0143
KDS 0.0133 0.0192 0.0157 0.0214 0.0172 0.0219 0.0222 0.0249

Tabelle 9.2: MRB und RMSRB fiir VaR-Schétzungen auf Basis einer geordneten
Stichprobe, klassierter Daten und Kerndichteschdtzung bei verschiedenen p—Werten
und zehntdgiger Halteperiode.

verbleibenden Schétzer hingegen geringere Schitzwerte als der Mittelwert. Die Schitz-
werte aller drei Schétzer liegen allerdings sehr nahe beieinander und schwanken auch
nur sehr wenig, was durch die RMSRB von maximal rund 2.5% angezeigt wird. Die
konservativsten, das heisst die grossten Value—at—Risk—Schitzungen, gleichzeitig auch
diejenigen mit den héchsten RMSRB, liefert die Kerndichteschétzung. Dies ldsst sich
damit erkldren, dass die Kerndichteschidtzung zu einem leicht oszillierenden Verlauf
der Dichte in den Enden der Verteilung fiihrt. Bei der anschliessenden numerischen
Integration zur Bestimmung des Quantils, wird als Folge dieser , Oszillationen® die
notwendige Wahrscheinlichkeit schon fiir kleinere Renditewerte erreicht. Eine konser-
vativere Value—at—Risk—Schétzung ist die Folge.

Wesentliche Unterschiede in den Ergebnissen zwischen ein— und zehntigiger Haltepe-
riode ergeben sich nicht.

9.2.2 Ex—post—Kriterien
Graphische Darstellung der Resultate
Abbildung 9.1 zeigt fiir den Zeitraum 1994 bis 1998 tégliche Value—at—Risk—Schétzun-

gen bei einer Halteperiode von einem Tag und einem Konfidenzniveau 95% (p = 5%).
In Abbildung 9.2 ist derselbe Sachverhalt bei zehntigiger Halteperiode und Konfidenz-
niveau 99% (p = 1%) aufgetragen. Zusitzlich sind bei der letztgenannten Abbildung
diejenigen Zeitpunkte eingetragen, bei denen eine Uberschreitung des auf Basis der
geordneten Stichprobe geschitzten Value—at—Risk—Wertes durch tatsichliche Markt-
verdnderungen eingetreten ist. Auf die Darstellung dieser Punkte wird bei grosseren
p-Werten verzichtet, da die Ubersichtlichkeit der Abbildungen durch das viel hau-
figere Auftreten von Uberschreitungen nicht mehr gegeben ist.

Der sehr glatte Verlauf der Value—at—Risk—-Schatzungen lisst sich dadurch erkléren,
dass die Stichprobenwerte, die fiir die Quantilschidtzung bei geordneter Stichprobe
verantwortlich sind, nur langsam ausgetauscht werden. Das heisst, die Stichprobe
bleibt im relevanten Bereich iiber langere Zeitrdume unveridndert. Betrachtet man
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Abbildung 9.1: Tagliche VaR—Schétzungen bei eintigiger Halteperiode und Konfi-
denzniveau 95%. Zeitraum 1994-1998.
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Abbildung 9.2: Tégliche VaR—Schétzungen bei zehntigiger Halteperiode und Konfi-
denzniveau 99%. Zeitraum 1994-1998.
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die Zeitpunkte der Uberschreitung der Value-at—Risk-Schitzungen durch tatsichli-
che Marktverdnderungen, so stellt man fest, dass es sich dabei um Zeitpunkte han-
delt, die in Phasen ansteigender Value—at—Risk—Werte liegen. Diese Phasen sind auf
ansteigende Volatilitdten zuriickzufiihren. Besonders deutlich ist dies fiir die zweite
Jahreshélfte 1998 zu beobachten. Historische Simulationen kénnen solche Situationen
nur unzureichend erfassen.

Korrelation zwischen tatsichlich eingetretenen Verlusten und Value—at—
Risk—Schitzungen

Wie schnell die Value—at—Risk—Schétzungen auf Marktverinderungen reagieren, lasst
sich durch die Schitzung des Rang—Korrelationskoeffizienten nach Kendall analysie-
ren. Allerdings werden eher kleine Werte fiir den Korrelationskoeffizienten erwartet, da
die meisten Marktverdnderungen in die ,Mitte“ der Renditeverteilung fallen, Value—
at—Risk—Schitzungen aber ausnahmslos extreme Werte darstellen.

Tabelle 9.3 zeigt die Schitzungen des Korrelationskoeffizienten 7 fiir verschiedene p—
Werte der Value—at—Risk—Schétzung und Halteperioden. Zuséitzlich l14sst sich die An-
zahl Standardabweichungen vom Wert Null fiir 7 entnehmen und der p—Value fiir die
die Nullhypothese unkorrelierter Daten in der vierten Spalte ablesen. Niedrige Wer-
te fiir diesen p—Value deuten auf korrelierte Daten hin. Die Value-at—Risks wurden
auf Grundlage einer geordneten Stichprobe geschitzt. Fiir eine eintigige Halteperi-

Halteperiode | p [%] ‘ T ‘ Anzahl Std.Abw. ‘ p—Value
1 Tag 1.0 0.1592 8.4556 0.0000
2.5 0.1460 7.7583 0.0000

5.0 0.1335 7.0931 0.0000

7.5 0.0765 4.0634 0.0001

10 Tage 1.0 0.0072 0.3809 0.7033
2.5 0.0304 1.6115 0.1071

5.0 0.0009 0.0461 0.9632

7.5 -0.0089 -0.4598 0.6456

Tabelle 9.3: Schatzungen des Rang-Korrelationskoeffizienten bei ver-
schiedenen p—Werten der Value—at—Risk—Schitzung und Halteperioden.

ode ergeben sich signifikante Korrelationen zwischen den tatséchlich eingetretenen
Marktverdnderungen und den Value-at—Risk—Schitzungen. Daraus kann geschlossen
werden, dass die Fensterbreite von 500 Tagen nicht zu lang gewahlt wurde, um aktuel-
le Verdnderungen unzureichend zu beriicksichtigen. Allerdings sind die Korrelationen
zu gering, um in Phasen stark ansteigender Volatilitdten wie Ende 1998 auf Markt-
verdnderungen rechtzeitig reagieren zu kénnen. Mit zunehmenden p—Werten nehmen
zudem die Korrelationen ab.
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Ein ganz anderes Bild zeigt sich bei einer zehntigigen Halteperiode. Es ergeben
sich grosse p—Values, was auf eine Nichtablehnung der Nullhypothese unkorrelierter
Zeitreihen schliessen ldsst und damit eine Unkorreliertheit der tatséchlich eingetre-
tenen Verluste und der Value-at—Risk—Schitzungen vermuten ldsst. Es kann daher
geschlossen werden, dass ein Prognosehorizont von zehn Tagen zu lang ist, um aktu-
ellen Verdnderungen auf den Méarkten Rechnung zu tragen.

Schliesslich ist zu bemerken, dass im Beobachtungszeitraum nur in geringem Umfang
Phasen mit abnehmender Volatilitit auftraten. Dies hat sich auf die Hohe des Korre-
lationskoeffizienten positiv ausgewirkt (vgl. die Diskussion in Abschnitt 8.2.7).

Binire Verlustfunktion und Likelihood—Ratio—Test nach Kupiec

Die Ergebnisse des Backtesting bei binédrer Verlustfunktion sind in Tabelle 9.4 zu-
sammengetragen, zunichst fiir eine Halteperiode von einem Tag. Dabei wurde der
Gesamtbeobachtungszeitraum zusétzlich in drei Teilperioden untergliedert, um vor
allem die letzten 250 hochvolatilen Tage detaillierter untersuchen zu kénnen. Erfasst
sind fiir verschiedene Konfidenzniveaus der Value—at—Risk—Schatzung jeweils die An-
zahl Uberschreitungen in Prozent der Anzahl Beobachtungen und die Ergebnisse des
Likelihood—Ratio—Tests nach Kupiec fiir die Signifikanzniveaus o = 1% und o = 5%.
Die Value—at—Risks sind auf Grundlage einer geordneten Stichprobe geschétzt. Fiir
den gesamten Beobachtungszeitraum ist auch der Bereich des Likelihood-Ratio—Tests
angegeben; bei dem die Nullhypothese eines genauen Modells nicht abgelehnt wird.

Folgende Ergebnisse lassen sich festhalten. So steigt die Wahrscheinlichkeit leicht, dass
die Nullhypothese des Likelthood—Ratio—Tests nicht abgelehnt wird, mit wachsender
Restwahrscheinlichkeit p der Value—at—Risk-Schitzung. Ein Grund hierfiir konnte
darin zu sehen sein, dass bei grosseren p—Werten die Dichte der Stichprobenwerte
im zur Quantilschdtzung relevanten Bereich grésser ist als bei Quantilen zu kleinen
Wahrscheinlichkeiten. Dies reduziert die Schitzfehler bei der Quantilschdtzung. Des-
weiteren treten bei grosseren p-Werten mehr Uberschreitungen auf, was den Stich-
probenumfang fiir den Likelihood—Ratio—Test erhoht.

Die Hypothese, dass das der historischen Simulation zugrunde liegende implizite Mo-
dell ein genaues Modell ist, wird vor allem fiir die ersten 500 Beobachtungen, also bei
eher ruhigem Bérsengeschehen, nicht abgelehnt, wihrend dies fiir das Jahr 1998 nicht
mehr der Fall ist. Betrachtet man den gesamten Zeitraum 1994 bis 1998, so liegen die
Uberschreitungshaufigkeiten nur ganz knapp im Ablehnungsbereich des Likelihood—
Ratio—Tests, vor allem was das Signifikanzniveau o = 1% betrifft.

Die Ergebnisse des Backtesting bei zehntigiger Halteperiode sind in Tabelle 9.5 wie-
dergegeben. Auch bei dieser Halteperiode steigt mit wachsendem p die Wahrschein-
lichkeit fiir eine Nichtablehnung der Nullhypothese des Likelthood-Ratio—Tests. Die
Nullhypothese wird jedoch wesentlich 6fter abgelehnt als bei eintagiger Halteperiode,
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Swiss Market Index p=10% | p=25% | p=5.0% | p=7.5%

22.12.93-13.12.95 (T = 500)
Anzahl Uberschreitungen in % 1.0 2.4 5.6 8.6

14.12.95-15.12.97 (T = 500)
Anzahl Uberschreitungen in % 2.2% 5.0%* 7.4* 9.4

16.12.97-30.12.98 (T = 258)
Anzahl Uberschreitungen in % 3.1%* 6.6** 10.9** 13.2%*

22.12.93-30.12.98 (T = 1258)
Anzahl Uberschreitungen in % 1.9%* 4.4%* 7.4%* 9.9**

Nichtablehnungsbereich des

LR~Test: a = 5% ( ) | (1.7;3.4) | (3.8;6.3) | (6.0;9.1)
o=1% (0.3;1.8) | (1.4;3.7) | (3.5:6.7) | (5.6;9.5)

LR-Test:
x signifikant bel o = 5%
xx signifikant bel o = 1%

Tabelle 9.4: Ergebnisse des Backtesting fiir die VaR-Schétzungen bei histo-
rischer Simulation des SMI vom 22.12.1993 bis 30.12.1998 bei unterschiedlichen
Konfidenzniveaus und eintigiger Halteperiode.

was besonders fiir die ersten 500 Beobachtungen aufféllig ist.

Vergleich von mittlerer tatséichlicher und mittlerer erwarteter Uberschrei-
tungshéhe

Die Abweichungen zwischen mittlerer tatsichlicher relativer Uberschreitungshohe
(RUH) und mittlerer erwarteter relativer Uberschreitungshbhe (REUH) relativ zu
RUH sind in Tabelle 9.6 wiedergegeben, zunédchst wieder fiir eine eintégige Haltepe-
riode. Die Value—at—Risks sind auf Basis einer geordneten Stichprobe geschétzt. Die
relativen Abweichungen (RUH — REUH)/RUH liegen zwischen —30% und +35%.
Sie steigen von der ersten Beobachtungsperiode bis zur dritten Periode an, was mit
den Ergebnissen der Likelihood—Ratio—Tests konsistent ist. Nur fiir die ersten 500
Beobachtungen tritt der Fall ein, dass die erwarteten Uberschreitungshéhen iiber den
tatséchlichen Uberschreitungshéhen liegen. Wird der Gesamtbeobachtungszeitraum
betrachtet, steigen die relativen Abweichungen mit wachsenden p—Werten an, eine
Tendenz, die in den Subperioden nicht beobachtet werden kann.

Die Ergebnisse fiir eine zehntigige Halteperiode, die in Tabelle 9.7 zusammengefasst
sind, zeigen dieselbe Tendenz wie die obigen Resultate. Die relativen Abweichun-
gen zwischen RUH und REUH liegen zwischen 10% und 60%, was bedeutet, dass
die tatsichlichen Uberschreitungshéhen im Mittel immer iiber den erwarteten Uber-
schreitungshohen liegen. Desweiteren zeigt ein Vergleich zwischen den beiden Haltepe-
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Swiss Market Index p=10% | p=25% | p=5.0% | p=7.5%

22.12.93-13.12.95 (T = 500)
Anzahl Uberschreitungen in % 2.6™* 5.2%* 6.8 9.2

14.12.95-15.12.97 (T = 500)
Anzahl Uberschreitungen in % 3.0™* 5.0%* 7.6* 9.6

16.12.97-30.12.98 (T = 249)
Anzahl Uberschreitungen in % 8.0** 12.0** 16.9** 21.3**

22.12.93-30.12.98 (T = 1249)
Anzahl Uberschreitungen in % 3.8%* 6.5%* 9.1%* 11.8%*

Nichtablehnungsbereich des
LR~Test: a = 5% ( ) | (1.7;3.4) | (3.8;6.3) | (6.0;9.1)
a=1% (0.3;1.8) | (1.4;3.7) | (3.5;6.7) | (5.6;9.5)

LR-Test:
x signifikant bel o = 5%
xx signifikant bel o = 1%

Tabelle 9.5: Ergebnisse des Backtesting fiir die VaR-Schétzungen bei histo-
rischer Simulation des SMI vom 22.12.1993 bis 30.12.1998 bei unterschiedlichen
Konfidenzniveaus und zehntégiger Halteperiode.

rioden, dass die relativen Abweichungen bei zehntagiger Halteperiode nahezu in jedem
der angegebenen Félle die jeweilige relative Abweichung bei eintédgiger Halteperiode
iibersteigen.

Kombination von Uberschreitungszahlen und Uberschreitungshhen

Als letztes Kriterium zur Beurteilung von Modellrisiken wird die Masszahl KOM B
(vgl. Gleichung (8.18)) analysiert, die Uberschreitungszahlen und Uberschrei-
tungshohen kombiniert. Auch hier werden Abweichungen zwischen tatsichlich ein-
getretenen und erwarteten Grossen relativ zu den tatséchlichen Grossen betrachtet.
Der Gewichtungsfaktor wird auf w = 2/3 festgelegt, das heisst auf die Uberschrei-
tungszahlen wird ein grosseres Gewicht gelegt. Diese Wahl ist zwar willkiirlich, gleich-
zeitig aber durchaus gerechtfertigt, da die relativen Uberschreitungshéhen numerisch
grossere Werte als die prozentualen Uberschreitungszahlen annehmen, was bei klei-
neren Gewichten zu einer Dominanz des Gesamtmasses durch den Anteil der Uber-
schreitungshohen fithren wiirde.

In den Tabellen 9.8 und 9.9 sind die Ergebnisse fiir ein— und zehntigige Halteperioden
dokumentiert. Es bestitigen sich die Ergebnisse der vorigen Abschnitte. Wiederum
sind die relativen Abweichungen bei einer zehntigigen Halteperiode grosser als bei
einer eintdgigen Halteperiode.
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SMI p=1.0% | p=25% | p=5.0% | p=7.5%
22.12.93 bis 13.12.95 | -0.2813 0.0594 -0.0599 0.0529
14.12.95 bis 15.12.97 0.1821 0.0723 0.2708 0.3661
16.12.97 bis 30.12.98 0.1867 0.2512 0.2816 0.3463
22.12.93 bis 30.12.98 ‘ 0.1155 ‘ 0.1518 ‘ 0.2045 ‘ 0.2994 ‘

Tabelle 9.6: Relative Abweichung (RUH — REUH)/RU H bei ver-

schiedenen Konfidenzniveaus und eintigiger Halteperiode.

SMI ‘ p=1.0% | p=25% | p=5.0% | p=7.5%
22.12.93 bis 13.12.95 0.3909 0.1098 0.3209 0.2887
14.12.95 bis 15.12.97 0.0948 0.2837 0.2956 0.3064
16.12.97 bis 30.12.98 0.6061 0.6037 0.4514 0.3933
22.12.93 bis 30.12.98 0.3805 0.3844 0.3793 0.3667

Tabelle 9.7: Relative Abweichung (RUH — REUH)/RU H bei ver-

schiedenen Konfidenzniveaus und zehntégiger Halteperiode.

Die bisherigen Untersuchungen fiihren bereits zu einer ersten wichtigen Konsequenz.
Sie betrifft die Wahl einer geeigneten Halteperiode. Alle in Abschnitt 9.2.2 unter-
suchten Kriterien zeigen deutlich, dass ein Vorhersagehorizont von zehn Tagen zu
lang ist, um sich schnell verdndernden Marktsituationen gerecht zu werden. Eintidgige
Halteperioden sind daher vorzuziehen.

9.2.3 Vorgehen bei der Eigenkapitalunterlegung

Zum Schluss sollen die bankrechtlichen Regelungen beziiglich der Eigenmittelunterle-
gung und die Implikationen des Ampelkonzeptes untersucht werden.

Beim Ampelkonzept wird aufgrund der Uberschreitungszahlen bei eintigiger Halte-
periode und einem Konfidenzniveau von 99% entschieden, ob der Multiplikator zur
Eigenkapitalunterlegung erhéht werden muss, und wenn ja, in welcher Hoéhe.

In den Jahren 1994 und 1995 hétte nach dem Ampelkonzept keine Erhéhung des Mul-
tiplikationsfaktors vorgenommen werden miissen (vgl. Tabelle 9.4, Spalte p = 1.0%),
wohl aber jeweils in den Jahren 1996 bis 1998. Héatte man allerdings den Faktor fiir alle
fiinf Jahre konstant auf dem Wert Drei gehalten, wire die Eigenkapitalunterlegung in
jedem Fall vollig ausreichend gewesen. Dies bedeutet, dass die Erhéhung des Faktors
auf Grund der Backtesting—Resultate iiberfliissig gewesen wére. Dieser Sachverhalt
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SMI p=1.0% | p=25% | p=5.0% | p=7.5%
22.12.93 bis 13.12.95 | -0.2517 0.0470 -0.0239 0.0736
14.12.95 bis 15.12.97 0.2264 0.1532 0.2812 0.3351
15.12.97 bis 30.12.98 0.2895 0.3322 0.3466 0.3662
22.12.93 bis 30.12.98 ‘ 0.1620 ‘ 0.1966 ‘ 0.2295 ‘ 0.2862 ‘

Tabelle 9.8: Relative Abweichung (KOMB—EKOMB)/KOM B

bei verschiedenen Konfidenzniveaus und eintdgiger Halteperiode.

SMI p=1.0% | p=25% | p=5.0% | p=7.5%
22.12.93 bis 13.12.95 0.4226 0.2139 0.3081 0.2627
14.12.95 bis 15.12.97 0.2140 0.3240 0.3042 0.2912
15.12.97 bis 30.12.98 0.6913 0.6589 0.5289 0.4668
22.12.93 bis 30.12.98 ‘ 0.3805 ‘ 0.4374 ‘ 0.3954 ‘ 0.3658 ‘

Tabelle 9.9: Relative Abweichung (KOMB—EKOMB)/KOM B
bei verschiedenen Konfidenzniveaus und zehntigiger Halteperi-
ode.

geht aus Abbildung 9.3 hervor. Dort sind der tégliche Value—at—Risk, geschitzt bei
zehntigiger Halteperiode und Konfidenzniveau 99%, der 60-Tage—Durchschnitt der
Value—at—Risk—Schitzungen und die Eigenkapitalunterlegung als das Maximum von
taglicher Value—at—Risk—Schétzung und dem Dreifachen des 60-Tage—Durchschnitts
aufgetragen. An allen Tagen wird die Eigenkapitalunterlegung auf Grundlage des 60—
Tages—Durchschnitts bestimmt und in keinem Fall anhand des aktuellen Value-at—
Risk. Durch Multiplikation des Durchschnitts mit dem Faktor Drei werden die téagli-
chen Value—at—Risk—Schétzungen jeweils deutlich iibertroffen. Die negativen Zehn-
tagesrenditen sind als Punkte dargestellt. Diese liegen nie iiber der Eigenkapitalun-
terlegung. Das Eigenkapital war also bei einem (konstanten) Faktor Drei iiber die
Beobachtungsperiode ausreichend.

Fiir eine kritische Diskussion der regulatorischen Vorschriften zur Bestimmung der Ei-
genkapitalunterlegung werden im folgenden aktuelle Value—at—Risk—Schatzungen mit
dem 60-Tage-Durchschnitt der Value-at—Risk—Schatzungen direkt verglichen (vgl.
Abbildung 9.3). In Phasen ansteigender Volatilitit, also in Phasen, die auf ein erhdhtes
Marktrisiko hindeuten, liegt der durchschnittliche Value-at—Risk in diesem Beispiel
unterhalb der téglichen Value-at—Risk—Schétzungen. In einem solchen Fall wire es
also sinnvoller, den aktuellen Value—at—Risk mit einem Faktor zu multiplizieren, um
zu einer Eigenkapitalunterlegung zu gelangen. In Phasen abnehmender Volatilitét,



192 Kapitel 9. Langzeitstudie Swiss Market Index

aktueller VaR ——

60-Tage Durchschnitt -----

EK-Unterlegung -
negative Renditen

s
W
-
=]
o
© 0.25 = -
@
=
=
<
=

. [ - L L L L
06.10.94 25.07.95 13.05.96 28.02.97 15.12.97 06.10.98
Tag

Abbildung 9.3: Vorgehen bei der Bestimmung der Eigenkapitalunterlegung nach den
Vorschriften der EBK bei Konfidenzniveau 99% und zehntigiger Halteperiode.

Phasen also die ein geringeres Marktrisiko vermuten lassen, liegen die durchschnitt-
lichen Value-at—Risk—Schitzungen iiber den aktuellen Value—at—Risk—Schétzungen.
Auch hier wire die Multiplikation des aktuellen Value—at—Risk sinnvoller, damit die
Eigenmittelunterlegung nicht zu konservativ und damit kostenintensiv ausféllt. Des-
halb ist das in Abschnitt 6.2.4 vorgeschlagene vereinfachte Verfahren zur Bestimmung
der Hohe der Eigenmittel, das nur auf den aktuellen Value—at—Risk—Schétzungen be-
ruht, vertretbar. Es wird deshalb in den folgenden Untersuchungen verwendet.

9.3 Monte—Carlo—Simulation

9.3.1 Vorgehensweise

Mit der Methode der Monte—Carlo—Simulation lassen sich die Modelle der Geometri-
schen Brownschen Bewegung, des Sprung-Diffusions—Prozesses sowie das hyperboli-
sche Modell detailliert miteinander vergleichen. Durch Backtesting und Analyse der
verschiedenen Kriterien zur Abschitzung des Modellrisikos, die in Kapitel 8 vorge-
stellt und in Abschnitt 9.2 bereits eingesetzt wurden, lédsst sich entscheiden, welches
der drei Modelle sich als Grundlage fiir Value—at—Risk—Schétzungen am besten eignet,
das heisst bei welchem Modell das Modellrisiko vermutlich am geringsten ist.

Die empirischen Untersuchungen in Kapitel 5 iiber die Eignung der drei erwdhnten
Modelle zur Beschreibung von Aktienrenditen haben gezeigt, dass sich empirische
Renditeverteilungen im Modell des Sprung-Diffusions—Prozesses und durch die hy-
perbolische Verteilung besser beschreiben lassen als durch eine Normalverteilung, die
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durch Geometrische Brownsche Bewegung impliziert wird. Es ist daher zu erwarten,
dass hier der Sprung-Diffusions—Prozess und das hyperbolische Modell ein geringeres
Modellrisiko aufweisen als die Geometrische Brownsche Bewegung.

Fiir den Zeitraum 1994 bis 1998 werden pro Modell insgesamt 1258 Value—at—Risk—
Schitzungen bestimmt, sowohl fiir eine Halteperiode von einem Tag als auch fiir
eine Halteperiode von zehn Tagen. Dies erfordert pro Modell ebensoviele Parame-
terschatzungen, die auf téglicher Basis durchgefiihrt werden, also insgesamt 3744
Schiatzungen. Dazu muss im hyperbolischen Modell und beim Sprung-Diffusions—
Prozess jeweils ein numerisches Verfahren angewendet werden. Dies stellt im Vergleich
zur historischen Simulationen einen limitierenden Faktor dar.

Als Verfahren zur Quantilschétzung wurden fiir den Sprung-Diffusions—Prozess und
im hyperbolischen Modell geordnete Stichproben und klassierte Daten verwendet, bei
der Geometrischen Brownschen Bewegung zusétzlich eine parametrische Schitzung.
Da die Geometrische Brownsche Bewegung normalverteilte Renditen impliziert, ist
die parametrische Schitzung in diesem Fall einfach durchzufiihren (vgl. Abschnitt
7.4). Die unterschiedlichen Quantilschétzer fiithren in den jeweiligen Modellen zu na-
hezu identischen Ergebnissen. Aus diesem Grund werden nur die Resultate fiir die
Schitzungen auf Basis der geordneten Stichprobe diskutiert.

Im Prinzip kann der Fehler in den Quantilschdtzungen beim Monte—Carlo—Verfahren
beliebig gesenkt werden. So betrdgt der asymptotische Standardfehler bei Schitzung
aus einer geordneten Stichprobe

o jopl=p) 1
w0 =\ LRy <

Aus diesem Ausdruck geht hervor, dass die Fehler umso kleiner sind, je grosser der
Stichprobenumfang ist. Diesem Umstand kann bei Monte—-Carlo—-Simulationen da-
durch Rechnung getragen werden, dass die Anzahl Realisierungen erhéht wird. Durch
die Erh6hung des Stichprobenumfangs kann allerdings nur der Schiatzfehler reduziert
werden, das Modellrisiko bleibt hingegen bestehen. Desweiteren muss beachtet wer-
den, dass fiir eine Halbierung des Fehlers die Anzahl Realisierungen vervierfacht wer-
den muss.

Bei der gewihlten numerischen Umsetzung der Simulation tritt zudem ein Problem
mit dem Speicherbedarf auf. In der entwickelten Software ,mc“ werden alle drei Mo-
delle parallel simuliert, das heisst die Zeitschritte werden simultan ausgefiithrt. Dies hat
nicht nur den Vorteil, dass insgesamt weniger Schlaufen durchlaufen werden miissen,
sondern auch, dass bei einem Zeitschritt die gleichen Zufallszahlen verwendet werden
konnen. Dies reduziert die Rechenzeit. Der Nachteil dieses Ansatzes besteht darin,
dass die Realisierungen bis zur Anwendung der Schétzroutinen in Feldern gespeichert
werden miissen, und zwar gleichzeitig fiir die einzelnen Modelle. Der verfiigbare Spei-
cherplatz fiir diese Felder determiniert somit die Anzahl Realisierungen.
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Um trotzdem die Fehler in den Quantilschdtzungen reduzieren zu kénnen, und sich
somit vor allem auf das Modellrisiko zu konzentrieren, wird folgendes Verfahren an-
gewandt. Die Monte—Carlo—Simulationen werden M-mal mit jeweils gleicher Anzahl
Realisierungen wiederholt. Dies ergibt M Quantilschatzungen 77 (p) (¢ = 1,..., M),
woraus sich ein mittleres Quantil

)= 27 o) (9.1

schitzen lasst. Letzteres dient als Basis fiir die Bestimmung des Value—at—Risk. In der
vorliegenden Studie werden M = 10 Wiederholungen mit jeweils 2000 Realisierungen
generiert.

Die vom Autor entwickelte Software erlaubt es, automatisch fiir aufeinanderfolgende
Tage jeweils die Simulationsrechnungen vorzunehmen und anschliessend Quantile so-
wie zusitzlich auch Lower—Partial-Moments zu schétzen. Verschiedene Halteperioden
lassen sich durch entsprechende Wahl der auszufithrenden Zeitschritte beriicksichti-
gen.

9.3.2 Ex—post—Kriterien

Graphische Darstellung der Resultate

Abbildungen 9.4 bis 9.7 zeigen fiir ausgewihlte p—Werte und Halteperioden der Value—
at—Risk—Schitzung tagliche Value—at—Risk—Werte fiir den Zeitraum 1994 bis 1998. Er-
fasst sind ein— und zehntagige Halteperioden mit Konfidenzniveaus von jeweils 95%
und 99%. In den Darstellungen der Value—at—Risk—Schiatzungen bei Konfidenzni-
veau 99% sind zusitzlich diejenigen Zeitpunkte eingetragen, bei denen in den ein-
zelnen Modellen eine Uberschreitung der auf Grundlage einer geordneten Stichprobe
geschitzten Value—at—Risk—Werte durch tatséchliche Marktverdnderungen eingetre-
ten ist. Um die Ubersichtlichkeit zu gewihrleisten, wurde bei den Darstellungen fiir
das Konfidenzniveau 95% auf das Eintragen der Uberschreitungszeitpunkte verzich-
tet. Bei diesem Konfidenzniveau treten wegen der hheren Restwahrscheinlichkeit sehr
viel mehr Uberschreitungen auf.

Wie aus den Abbildungen 9.4 und 9.6 ersichtlich, treten Uberschreitungen der Value—
at—Risk—Schitzungen vor allem bei ansteigenden Value—at—Risk—Werten auf. Dieses
Ergebnis ist bereits von den historischen Simulationen her bekannt. Ebenso sind die

Griinde fiir das deutliche Ansteigen der Value—at—Risk—Schitzungen in der zweiten
Jahreshélfte 1998 diskutiert worden.

In der Regel fiihren der Sprung-Diffusions—Prozess und das hyperbolische Modell zu
hoéheren Value—at—Risk—Schatzungen als die Geometrische Brownsche Bewegung. Dies
ist auf die breiteren Enden der Renditeverteilungen in den beiden erstgenannten Mo-
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Abbildung 9.4: Tégliche VaR-Schitzungen aus Monte-Carlo-Simulationen bei
eintigiger Halteperiode und Konfidenzniveau 99%. Zeitraum 1994-1998.
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Abbildung 9.5: Tégliche VaR-Schitzungen aus Monte-Carlo-Simulationen bei
eintigiger Halteperiode und Konfidenzniveau 95%. Zeitraum 1994-1998.
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zehntagiger Halteperiode und Konfidenzniveau 99%. Zeitraum 1994-1998.
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Abbildung 9.7: Tégliche VaR-Schitzungen aus Monte-Carlo—Simulationen bei
zehntagiger Halteperiode und Konfidenzniveau 95%. Zeitraum 1994-1998.
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dellen zuriickzufiihren.

Auffallend sind zwei Phanomene. So gleichen sich die Value—at—Risk—Schétzungen mit
wachsender Halteperiode einerseits und mit héherer Restwahrscheinlichkeit p ande-
rerseits aneinander an. Diese Phanomene werden durch die Schitzung der mittleren
relativen Abweichungen (MRB) und der Wurzel aus der mittleren quadratischen Ab-
weichung (RMSRB) bestitigt. Die Resultate fiir eine eintigige Halteperiode finden
sich in Tabelle 9.10, diejenige fiir eine zehntdgige Halteperiode in Tabelle 9.11.

p=1.0% p=25% p=50% p="75%
MRB RMSRB MRB RMSRB MRB RMSRB MRB RMSRB
GBB | -0.1085 0.1130 -0.0589 0.0634 -0.0167 0.0267 0.0110 0.0249
SD 0.0499 0.0630 0.0169 0.0392 -0.0084 0.0373 -0.0227 0.0418
HYP | 0.0586 0.0644 0.0419 0.0483 0.0251 0.0342 0.0117 0.0249

Tabelle 9.10: MRB und RMSRB fiir VaR-Schatzungen bei verschiedenen p—Werten

und eintigiger Halteperiode.

p=1.0% p=25% p=50% p="75%
MRB RMSRB MRB RMSRB MRB RMSRB MRB RMSRB
GBB | -0.0370 0.0413 -0.0280 0.0330 -0.0222 0.0287 | -0.0170 0.0253
SD 0.0029 0.0197 | -0.0047 0.0189 -0.0102 0.0215 -0.0176 0.0287
HYP | 0.0341 0.0416 0.0328 0.0418 0.0324 0.0445 0.0346 0.0501

Tabelle 9.11: MRB und RMSRB fiir VaR-Schatzungen bei verschiedenen p—Werten
und zehntdgiger Halteperiode.

Fiir eine Halteperiode von einem Tag und p = 1% liefert die Geometrische Brown-
sche Bewegung kleinere Schitzwerte als das iiber alle Modelle gebildete Mittel, der
Sprung-Diffusions—Prozess und das hyperbolische Modell hingegen grossere Schétz-
werte und damit konservativere Schatzungen. Bei p = 5% liefert das hyperbolische
Modell die konservativsten Schétzungen. Mit wachsender Restwahrscheinlichkeit p
werden die MRB und vor allem die RMSRB kleiner, was auf eine Angleichung der
Value-at—Risk—Schatzungen schliessen lésst.

Bei zehntédgiger Halteperiode ergibt das hyperbolische Modell wiederum die konser-
vativsten Schitzungen, das heisst die grossten Value—at—Risk—Schatzungen, und zwar
fiir alle untersuchten p—Werte. In der Regel weisen alle Modelle im jeweiligen Ver-
gleich zur eintigigen Halteperiode kleinere MRB und RMSRB auf, was wieder auf
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eine Angleichung der Value-at—Risk—Schiatzungen hinweist.

Fiir die Anndherung der Value—at—Risk—Schétzungen mit wachsender Halteperiode
ist der Zentrale Grenzwertsatz verantwortlich. Bei den Simulationen ergeben sich die
Zehntagesrenditen als Summe von zehn Tagesrenditen. Da die Tagesrenditen bei den
Monte-Carlo-Simulationen unabhéngig sind, ist deren Summe mit zunehmender An-
zahl Summanden immer mehr als normalverteilte Zufallsvariable anzusehen. Bereits
in der Untersuchung iiber das Verhalten von Zehntagesrenditen in Kapitel 5 konnte
festgehalten werden, dass sich Zehntagesrenditen besser durch eine Normalverteilung
beschreiben lassen als Tagesrenditen.

Die Angleichung der Schitzwerte mit wachsender Restwahrscheinlichkeit p vor allem
bei eintdgiger Halteperiode kann anschaulich erklért werden. Fiir eine Illustration
dieser Zusammenhénge wird auf historische Tagesrenditen der Jahre 1997 und 1998
zurilickgegriffen. Abbildung 9.8 zeigt fiir diesen Zeitraum die geschitzte empirische
Dichte, zusammen mit den Dichtefunktionen der Geometrischen Brownschen Bewe-
gung, des Sprung-Diffusions—Prozesses und des hyperbolischen Modells im Bereich
der Schitzwerte des 1%— und des 7.5%—Quantils. Zusétzlich sind Schatzwerte fiir
das 1%— und das 7.5%—Quantil in den einzelnen Modellen eingetragen. Aus der Ab-
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Abbildung 9.8: Vergleich der empirischen Dichte mit den Dichten der Modelle
GBB, SD und HYP fiir den SMI im Zeitraum 1997 bis 1998.
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bildung ist die gute Approximationseigenschaft der hyperbolischen Dichte und der
Dichte des Sprung-Diffusions—Prozesses an die empirische Dichte im Vergleich zu
einer Normalverteilung ersichtlich. Die 1%—Quantile unterscheiden sich daher auch
deutlich, vor allem das 1%—Quantil der Normalverteilung im Vergleich zu den beiden
anderen Verteilungen. Da die Dichtefunktion der Normalverteilung zunéchst unter-
halb der empirischen Dichte liegt, muss ein grésserer Wert fiir das Quantil gew&hlt
werden, um fiir die Wahrscheinlichkeit p = 1% geniligend Wahrscheinlichkeitsmas-
se ,aufsammeln® zu kénnen. Im weiteren Verlauf liegt die Dichte der Normalvertei-
lung iiber den Dichten der beiden anderen Modelle, was dazu fithrt, dass im Bereich
des 7.5%—Quantils die Schatzwerte nahezu iibereinstimmen. Trotz des deutlich un-
terschiedlichen Verlaufs der Dichtefunktionen, konnen bei bestimmten p%—Quantilen
die Value—at—Risk—-Schatzungen zusammenfallen.

Korrelation zwischen tatsichlich eingetretenen Verlusten und Value—at—
Risk—Schitzungen

Die Rang-Korrelationskoeffizienten, welche Hinweise dariiber geben, wie schnell
Value—-at—Risk—Schatzungen auf Marktverdnderungen reagieren, sind fiir ein— und
zehntigige Halteperioden in Tabelle 9.12 wiedergegeben.

Fir eintagige Halteperioden lassen die sehr kleinen p—Values den Schluss zu, dass in
allen Modellen signifikante Korrelationen bestehen. Diese Korrelationen fallen fiir das
hyperbolische Modell und den Sprung-Diffusions—Prozess etwas hoher aus als fiir die
Geometrische Brownsche Bewegung. Dies ist wiederum auf die breiteren Enden der
Renditeverteilungen in beiden erstgenannten Modellen zuriickzufithren. Mit wachsen-
der Restwahrscheinlichkeit nehmen zudem die Korrelationen ab.

Bei zehntagiger Halteperiode bestehen in allen Modellen nur fiir die Wahrscheinlich-
keiten p = 1% und p = 2.5% signifikante Korrelationen.

Binire Verlustfunktion und Likelihood—Ratio—Test nach Kupiec

Die Tabellen 9.13 und 9.14 zeigen detaillierte Resultate iiber die Anzahl Uberschrei-
tungen beim Backtesting fiir verschiedene Halteperioden und verschiedene Konfidenz-
niveaus. Wie bei der Auswertung der historischen Simulationen zeigen die Tabellen
sowohl die Ergebnisse fiir den gesamten Beobachtungszeitraum als auch fiir verschie-
dene Subperioden. Die graphisch gefundenen Resultate werden durch diese Ergebnis-
se bestatigt. So gleichen sich mit wachsender Restwahrscheinlichkeit p einerseits und
wachsender Halteperiode andererseits die Anzahl Uberschreitungen in den verschie-
denen Modellen an, was auf sich angleichende Value-at—Risk—Schitzungen zuriick-
zufiihren ist. Dieses Phianomen wurde bereits diskutiert. Auch ist eine deutliche Zu-
nahme der Uberschreitungen gegen Ende des Untersuchungszeitraumes zu beobach-
ten. Dies liegt an der unruhigen Bérsensituation im Jahr 1998.

Bei einer Halteperiode von einem Tag ergibt sich folgendes Bild. Das hyperbolische
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Modell | Halteperiode | p [%] T Anzahl Std.Abw. | p—Value
GBB 1 Tag 1.0 0.1074 5.7080 0.0000
2.5 0.1077 5.7209 0.0000

5.0 0.1117 5.9324 0.0000

7.5 0.0998 5.3035 0.0000

SD 1 Tag 1.0 0.1565 8.3164 0.0000
2.5 0.1323 7.0268 0.0000

5.0 0.1174 6.2372 0.0000

7.5 0.0909 4.8278 0.0000

HYP 1 Tag 1.0 0.1664 8.8388 0.0000
2.5 0.1522 8.0840 0.0000

5.0 0.1262 6.7029 0.0000

7.5 0.1098 5.8321 0.0000

GBB 10 Tage 1.0 0.0674 3.5703 0.0004
2.5 0.0384 2.0347 0.0419

5.0 0.0132 0.7012 0.4832

7.5 -0.0013 -0.0692 0.9448

SD 10 Tage 1.0 0.0692 3.6613 0.0003
2.5 0.0394 2.0874 0.0368

5.0 0.0143 0.7569 0.4491

7.5 0.0000 0.0022 0.9982

HYP 10 Tage 1.0 0.0962 5.0917 0.0000
2.5 0.0726 3.8433 0.0001

5.0 0.0246 1.3022 0.1929

7.5 0.0052 0.2743 0.7839

Tabelle 9.12: Schatzungen des Rang-Korrelationskoeffizienten bei verschiedenen
p—Werten der Value-at—Risk—Schitzung und Halteperioden.
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Modell fithrt zu den geringsten Uberschreitungszahlen, knapp gefolgt vom Sprung-
Diffusions—Prozess, aber deutlich vor der Geometrischen Brownschen Bewegung. Die
Nullhypothese des Likelihood—Ratio—Tests nach Kupiec, ndmlich dass es sich bei
dem der Value—-at—Risk—Schéitzung zugrundeliegenden Modell um ein genaues Mo-
dell handelt, wird vor allem fiir die ersten 500 Beobachtungen nicht abgelehnt. Die
Wahrscheinlichkeit fiir eine Nichtablehnung steigt mit sinkendem Konfidenzniveau der
Value—-at—Risk—Schatzung.

Der Likelihood—Ratio—Test ist jedoch nicht in der Lage, zwischen den vorliegenden
Modellen zu differenzieren. Wird fiir ein Modell die Nullhypothese verworfen bezie-
hungsweise nicht verworfen, so trifft in der Regel fiir die verbleibenden zwei Modelle
dasselbe zu. Ebenfalls untersucht wurden kleine p—~Werte von 0.1%, 0.25% und 0.5%.
Bei diesen p—~Werten tritt erst fir p = 0.1% und den Gesamtbeobachtungszeitraum
der Fall ein, dass der Likelihood—Ratio—Test zwischen den Modellen unterscheidet. Bei
einem derartigen p—Wert treten aber fiir alle Modelle in einzelnen Subperioden keine
Uberschreitungen auf, so dass der Likelihood-Ratio—Test nicht angewendet werden
kann. Dieser Umstand tritt auch schon fiir p-Werte zwischen 1% und 0.1% ein (vgl.
Weber [113]).

Fiir eine Halteperiode von zehn Tagen lassen sich folgende Aussagen machen. Wieder
fithrt das hyperbolische Modell zu den geringsten Uberschreitungszahlen. Die Hy-
pothese eines genauen Modells wird fiir grossere p—Werte und fiir die zweiten 500
Beobachtungen nicht abgelehnt.

Vergleich von mittlerer tatséichlicher und mittlerer erwarteter Uberschrei-
tungshéhe

Die Abweichungen zwischen mittlerer tatsichlicher relativer Uberschreitungshohe
RUH und mittlerer erwarteter relativer Uberschreitungshéhe REU H relativ zu RU H
sind fiir eine eintégige Halteperiode in Tabelle 9.15 wiedergegeben. Die relativen Ab-
weichungen fiir den Sprung-Diffusions—Prozess und das hyperbolische Modell sind
miteinander vergleichbar. Sie liegen fiir den Gesamtbeobachtungszeitraum zwischen
3% und 30%. Sie sind aber in allen Fillen sehr viel kleiner als die relativen Abwei-
chungen bei der Geometrischen Brownschen Bewegung, die zwischen 50% und 60%
liegen.

Die Ergebnisse fiir die zehntégige Halteperiode sind in Tabelle 9.16 zusammengefasst.
Die relativen Abweichungen fiir die einzelnen Modelle liegen nun alle im Bereich zwi-
schen 50% und 60%. Nur fiir kleine p—Werte weisen Sprung—Diffusions—Prozess und
hyperbolisches Modell geringere Abweichungen auf. Wahrend diese relativen Abwei-
chungen fiir die Geometrische Brownsche Bewegung mit denjenigen bei eintégiger
Halteperiode vergleichbar sind, liegen sie fiir die verbleibenden Modelle {iber den ent-
sprechenden Werten bei eintdgiger Halteperiode.
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Periode ‘ Modell ‘ p=1.0% | p=25% | p=5.0% | p=7.5%
GBB 0.5099 0.4443 0.3372 0.2656
22.12.93 bis 13.12.95 SD -0.0149 0.0655 0.0343 0.0286
HYP -0.4500 0.1209 -0.0386 | -0.0585
GBB 0.6207 0.5834 0.5689 0.5441
14.12.95 bis 15.12.97 SD 0.1161 0.1806 0.2506 0.3055
HYP 0.1623 0.2847 0.2726 0.3655
GBB 0.6275 0.5842 0.6006 0.6008
16.12.97 bis 30.12.98 SD 0.2984 0.4737 0.3947 0.4054
HYP -0.0521 0.3083 0.3450 0.3961
GBB 0.6082 0.5606 0.5338 0.5011
22.12.93 bis 30.12.98 SD 0.1546 0.2774 0.2644 0.2813
HYP 0.0289 0.2886 0.2605 0.2968

Tabelle 9.15: Relative Abweichung (RUH — REUH)/RU H bei verschiedenen

Konfidenzniveaus und eintigiger Halteperiode.

Periode ‘ Modell ‘ p=1.0% | p=25% | p=5.0% | p=7.5%
GBB 0.4452 0.4559 0.4585 0.4451
22.12.93 bis 13.12.95 SD 0.3470 0.3892 0.4009 0.4089
HYP 0.3968 0.2613 0.3633 0.3552
GBB 0.4962 0.5482 0.5188 0.5304
14.12.95 bis 15.12.97 SD 0.4244 0.4525 0.4642 0.4779
HYP 0.3028 0.4107 0.4639 0.4610
GBB 0.6913 0.6832 0.6159 0.6166
16.12.97 bis 30.12.98 SD 0.6324 0.6781 0.5810 0.5877
HYP 0.6325 0.6372 0.5690 0.5709
GBB 0.6035 0.5980 0.5531 0.5496
22.12.93 bis 30.12.98 SD 0.5386 0.5545 0.5047 0.5098
HYP 0.5411 0.5164 0.5084 0.5025

Tabelle 9.16: Relative Abweichung (RUH — REUH)/RU H bei verschiedenen

Konfidenzniveaus und zehntégiger Halteperiode.
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Kombination von Uberschreitungszahlen und Uberschreitungshhen

Als letztes Kriterium zur Beurteilung des Modellrisikos wird die Masszahl KOM B
analysiert, die Uberschreitungszahlen und relative Uberschreitungshéhen kombiniert.
Der Gewichtungsfaktor wird wieder auf w = 2/3 festgelegt. In den Tabellen 9.17 und
9.18 sind die Ergebnisse fiir ein— und zehntigige Halteperioden dokumentiert. Bei

Periode Modell | p=1.0% | p=25% | p=5.0% | p=7.5%
GBB 0.5031 0.4106 0.2930 0.2225
22.12.93 bis 13.12.95 SD 0.0051 0.0722 0.0509 0.0557
HYP -0.3657 0.0903 -0.0301 | -0.0254
GBB 0.6359 0.5751 0.5207 0.4688
14.12.95 bis 15.12.97 SD 0.1669 0.2182 0.2640 0.2891
HYP 0.2225 0.3038 0.2794 0.3201
GBB 0.6802 0.6280 0.5930 0.5611
16.12.97 bis 30.12.98 SD 0.4587 0.5092 0.4357 0.4113
HYP 0.1992 0.3904 0.3975 0.4040
GBB 0.6242 0.5563 0.4937 0.4380
22.12.93 bis 30.12.98 SD 0.2254 0.2997 0.2781 0.2734
HYP 0.1247 0.3035 0.2690 0.2737

Tabelle 9.17: Relative Abweichung (KOMB — EKOMB)/KOM B bei ver-

schiedenen Konfidenzniveaus und eintigiger Halteperiode.

eintagiger Halteperiode liegen die relativen Abweichungen fiir den Sprung—Diffusions—
Prozess und das hyperbolische Modell sehr nahe beieinander und betragen fiir den
Gesamtbeobachtungszeitraum zwischen 12% und 30%. Diese Abweichungen sind deut-
lich geringer als bei der Geometrischen Brownschen Bewegung, welche Werte zwischen
44% und 62% verzeichnet.

Fir zehntagige Halteperioden gleichen sich die Abweichungen wieder an und liegen
nun fiir den Gesamtbeobachtungszeitraum zwischen 47% und 60%.

Die Implikationen bei Anwendung des Ampelkonzeptes

Bei allen Modellen hitte aufgrund der Backtesting—Resultate der Multiplikationsfak-
tor erhoht werden miissen (vgl. Tabelle 9.13, Spalte p = 1%). So hétten die Ergebnisse
des Jahres 1998 fiir alle Modelle zu einem Multiplikationsfaktor von Vier gefiithrt, da
fiir alle Modelle mehr als zehn Uberschreitungen aufgetreten sind.

Wird das etwas vereinfachte Verfahren zur Bestimmung der Eigenkapitalunterlegung
angewendet, bei dem jeweils die aktuellen Value—at—Risk—-Schatzungen mit dem Fak-
tor Drei multipliziert werden, so waren bei zehntagiger Halteperiode und 99% Konfi-
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Periode Modell | p=1.0% | p=25% | p=5.0% | p=7.5%
GBB 0.4949 0.4852 0.4520 0.4161
22.12.93 bis 13.12.95 SD 0.4057 0.4309 0.4087 0.3891
HYP 0.4165 0.3374 0.3623 0.3357
GBB 0.5401 0.5463 0.4888 0.4711
14.12.95 bis 15.12.97 SD 0.4657 0.4677 0.4421 0.4279
HYP 0.3785 0.4280 0.4248 0.3972
GBB 0.7515 0.7184 0.6564 0.6290
16.12.97 bis 30.12.98 SD 0.7136 0.7065 0.6329 0.6083
HYP 0.7022 0.6801 0.6220 0.5964
GBB 0.6418 0.6099 0.5470 0.5174
22.12.93 bis 30.12.98 SD 0.5845 0.5715 0.5090 0.4864
HYP 0.5775 0.5409 0.5020 0.4733

Tabelle 9.18: Relative Abweichung (KOMB — EKOMB)/KOM B bei ver-

schiedenen Konfidenzniveaus und zehntégiger Halteperiode.

denzniveau die Eigenmittel in jedem Fall, das heisst fiir jeden Tag und jedes Modell,
vollig ausreichend gewesen. Die Erhéhung des Faktors wire also nicht notwendig.

Schitzung von Lower—Partial-Moments

Abschliessend werden die Ergebnisse der LPM—-Schétzungen diskutiert. Die Zielren-
dite wurde auf 0% festgelegt, das heisst es soll zumindest kein Verlust auftreten.
Der Exponent k, welcher die Gewichtung der Abweichungen von der Zielrendite
festlegt, wurde auf k = 2 gesetzt. Abbildungen 9.9 und 9.10 zeigen den zeitlichen
Verlauf der LPM-Stichprobenschéitzungen fiir ein— und zehntégige Halteperioden.
Fiir die betrachteten Modelle ergibt sich fiir fast alle Zeitpunkte die Reihenfolge
LPMyvyp > LPMsp > LPMgpg. Dasich bei diesen Modellen aufgrund der geschétz-
ten Parameter fast symmetrische und zentrierte Renditeverteilungen ergeben, kénnen
die LPM5(0) als ,halbe Varianz“ interpretiert werden. So beriicksichtigen die Lower—
Partial-Moments hier vor allem die breiten Enden der Renditeverteilungen des hy-
perbolischen Modells und des Sprung—Diffusions—Prozesses im Vergleich zur Geome-
trischen Brownschen Bewegung.

Die hoheren LPM~-Schitzungen bei langerer Halteperiode erklidren sich aus der Dis-
persion der Dichtefunktionen in Abhéngigkeit von der Zeit.
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Abbildung 9.9: Tégliche LP M5(0)-Schitzungen aus Monte—Carlo—Simulationen bei
eintagiger Halteperiode. Zeitraum 1994-1998.
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9.3.3 Zusammenfassung der Ergebnisse der Monte—Carlo—
Simulationen

Die Untersuchungen in den vorangegangen Abschnitten dieses Kapitels sollten der
Frage nachgehen, welches der expliziten Modelle das geringste Modellrisiko vermuten
l&sst.

Zunichst ist festzuhalten, dass dieses Modellrisiko auch von den gewihlten Parame-
tern der Value—at—Risk—Schétzung abhéngt, also von Halteperiode und Konfidenzni-
veau. Es hat sich herausgestellt, dass allein aufgrund der Uberschreitungszahlen die
Frage nach dem Modellrisiko nicht beantwortet werden kann. Dazu ist der Likelihood—
Ratio—Test nach Kupiec fiir die vorliegenden Modelle zu wenig trennscharf. Einzig auf
der Grundlage geringerer Uberschreitungszahlen auf ein , besseres Modell zu schlies-
sen, ist gefahrlich. Geringere Uberschreitungszahlen als theoretisch erwartet, bedeuten
ebenfalls ein Modellrisiko, welches sich in einer zu konservativen und damit mit hohen
Kosten verbundenen Eigenmittelunterlegung niederschliagt. Zudem gleichen sich die
Schitzungen und damit die Uberschreitungszahlen mit wachsenden Restwahrschein-
lichkeiten an. Der Vorteil einer besseren Approximation von empirischen Renditever-
teilungen durch bestimmte Modelle geht dann verloren.

Das von den Bankaufsichtsbehoérden entwickelte Ampelkonzept basiert auf diesen
Uberschreitungszahlen und ist daher nur in eingeschrinktem Masse geeignet, , bes-
sere“ von ,schlechteren“ Modellen zu trennen. Fine Festlegung des Basler Multipli-
kationsfaktors allein auf Grundlage dieses Kriteriums erscheint unzureichend.

Deshalb wurden fiir die Beurteilung des Modellrisikos weitere Kriterien analysiert.
Die Schitzung des Rang—Korrelationskoeflizienten gibt zwar keinen Hinweis zugun-
sten des einen oder anderen Modells, zeigt dafiir aber deutlich, dass Halteperioden
oder Prognosehorizonte von zehn Tagen zu lang sind, um realen Marktverdnderungen
gerecht zu werden.

Dies wird auch durch die grossen relativen Abweichungen zwischen mittlerer tatsichli-
cher und mittlerer erwarteter Uberschreitungshohe deutlich. Bei zehntégiger Haltepe-
riode prognostizieren alle drei Modelle die Uberschreitungshohen in sehr ungeniigen-
dem Ausmass. Bei eintdgiger Halteperiode zeigen der Sprung-Diffusions—Prozess und
das hyperbolische Modell dagegen sehr viel geringere Abweichungen als die Normal-
verteilung, dies zudem fiir alle untersuchten Konfidenzniveaus (vgl. auch Tabelle 9.15).

Die gleichen Ergebnisse zeigt das Kriterium, welches Uberschreitungszahlen und Uber-
schreitungshéhen kombiniert. Es lassen sich so in einer Masszahl mehrere Informatio-
nen in einfacher Weise beriicksichtigen.

Fiir eintdgige Halteperioden kann also im Sinne der untersuchten Kriterien eine Re-
duktion des Modellrisikos erzielt werden, wenn statt der Geometrischen Brownschen
Bewegung, der Sprung-Diffusions—Prozess oder das hyperbolische Modell zur An-
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wendung gelangen. Inwieweit sich explizite Modelle und das implizte Modell der hi-
storischen Simulation beziiglich ihres Modellrisikos unterscheiden, wird im folgenden
Abschnitt diskutiert.
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9.4 Vergleich von historischer Simulation und
Monte—Carlo—Simulation

Beim Vergleich zwischen historischer Simulation und Monte—-Carlo—-Simulation han-
delt es sich um die Gegeniiberstellung des impliziten Modells, welches der historischen
Simulation zugrunde liegt, und von expliziten Modellen, fiir welche Monte—-Carlo—
Simulationen durchgefiihrt werden. Beim Backtesting kann dann mittels verschiede-
ner Kriterien das Modellrisiko abgeschétzt werden.

Ein weiteres Vergleichskriterium, das vor allem in der praktischen Umsetzung eine
wichtige Rolle spielt, ist der numerische Aufwand, das heisst die Rechenzeiten bis
eine Value—at—Risk—Schétzung vorliegt.

9.4.1 Vergleich der Ex—post—Kriterien zur Uberpriifung des
Modellrisikos

Korrelation zwischen Value—at—Risk—Schitzungen und tatséichlich einge-
tretenen Verlusten

Bei eintdgiger Halteperiode sind die Korrelationskoeffizienten fiir das implizite Modell
und die expliziten Modelle, vor allem fiir den Sprung-Diffusions—Prozesses und das
hyperbolische Modell ungefiahr gleich gross. Es bestehen signifikante Korrelationen
zwischen Value—at—Risk—Schétzungen und tatsédchlich eingetretenen Verlusten.

Bei zehntédgiger Halteperiode zeigen die expliziten Modelle zumindest fiir kleine
p—Werte signifikante Korrelationen, wiahrend beim impliziten Modell solche Kor-
relationen nicht bestehen. Dies diirfte darauf zuriickzufiihren sein, dass bei der
Berechnung der Zehntagesrenditen sich tiberlappende Zeitrdume verwendet wer-
den, und so nur noch wenige unkorrelierte Renditen fiir die Schitzung des Rang—
Korrelationskoeffizienten zur Verfiigung stehen.

Binire Verlustfunktion und Likelihood—Ratio—Test nach Kupiec

Der Likelihood—Ratio—Test nach Kupiec kann in der Regel nicht zwischen implizitem
Modell einerseits und den expliziten Modellen andererseits differenzieren.

Was die Uberschreitungszahlen angeht, so fithren der Sprung-Diffusions—Prozess und
das hyperbolische Modell zu dhnlichen Ergebnissen wie die historische Simulation,
mit leicht geringeren Uberschreitungszahlen bei der historischen Simulation in der
zweiten Jahreshélfte 1998, die durch stark ansteigende Value—at—Risk—Schatzungen
charakterisiert war. Dies gilt einheitlich fiir die verschiedenen Konfidenzniveaus und
Halteperioden.
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Vergleich von tatséichlicher und erwarteter Uberschreitungshshe

Auch die relativen Abweichungen zwischen mittlerer tatsichlicher und mittlerer er-
warteter Uberschreitungshéhe liegen fiir die historische Simulation, den Sprung—
Diffusions—Prozess und das hyperbolische Modell bei eintagiger Halteperiode in der
gleichen Grossenordnung. Bei zehntégiger Halteperiode und auf den Gesamtzeitraum
bezogen, liegen die Abweichungen bei allen expliziten Modellen zwischen 50% und
60%. Die historische Simulation zeigt hingegen etwas tiefere Werte um 40%.

Kombination von Uberschreitungszahlen und Uberschreitungshhen

In den Abbildungen 9.11 und 9.12 sind die Ergebnisse fiir das aus relativen Uberschrei-
tungszahlen und relativen Uberschreitungshhen gebildete Kriterium fiir eintigige
respektive fiir zehntdgige Halteperioden erfasst. Abgebildet sind fiir verschiedene
Restwahrscheinlichkeiten p jeweils die relativen Abweichungen zwischen tatséchlichem
Wert KOM B und erwartetem Wert EKOM B dieses Kriteriums. Bei eintidgiger Hal-
teperiode ergibt sich folgendes Bild. Die relativen Abweichungen bei der historischen
Simulation steigen mit wachsenden p—Werten leicht an. Fiir den Sprung-Diffusions—
Prozess und das hyperbolische Modell steigen diese Abweichungen von p = 1% auf
p = 2.5% ebenfalls an, bleiben dann aber nahezu konstant. Desweiteren kommt es
zu einer Angleichung der Abweichungen zwischen den beiden letztgenannten Model-
len und dem impliziten Modell mit wachsender Restwahrscheinlichkeit, wobei fiir alle
p—Werte diese Abweichungen in der gleichen Gréssenordnung liegen. Bei der Geome-
trischen Brownschen Bewegung sinken die relativen Abweichungen mit wachsenden
p—Werten, sind aber gegeniiber den anderen Modellen jeweils deutlich erhéht.

Bei zehntédgiger Halteperiode liegen die relativen Abweichungen fiir alle Modelle iiber
denjenigen bei eintdgiger Halteperiode. Die expliziten Modelle unterscheiden sich nur
wenig, die relativen Abweichungen bei der historischen Simulation sind hingegen et-
was geringer. Fiir alle Modelle ist weiter ein leichtes Sinken der Abweichungen mit
wachsender Restwahrscheinlichkeit p zu beobachten.

Bei der historischen Simulation, dem Sprung-Diffusions—Prozess und beim hyperbo-
lischen Modell sind die Abweichungen fiir eine eintagige Halteperiode und fiir p = 1%
am kleinsten.

9.4.2 Vergleich der Rechenzeiten

Der numerische Aufwand fiir beide Verfahren wird dariiber abgeschitzt, wie lange die
einzelnen Programme in ihrer Ausfithrung auf demselben Rechner bendtigen.

Solch eine Abschétzung kann nur grob sein, da die Programme zur historischen Si-
mulation und zur Monte-Carlo—Simulation v&llig andere Strukturen aufweisen. So
sind bei den Monte-Carlo-Simulationen die Stichprobenumfinge viel grosser als bei
der historischen Simulation, was ldngere Rechenzeiten bedeutet. Zudem werden beim
Monte-Carlo—Verfahren in der vorliegenden Version mehrere Simulationsrechnungen
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bei verschiedenen Konfidenzniveaus und eintdgiger Halteperiode.
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durchgefiihrt und anschliessend der Mittelwert der Quantile geschitzt. Das Programm
fiir die Monte—Carlo—Simulationen ist dabei so angelegt, dass alle drei Modelle gleich-
zeitig simuliert werden. Nicht vernachlédssigt werden darf schliesslich auch die Re-
chenzeit fiir die jeweiligen Parameterschdtzungen. Auf der anderen Seite ist beim
Programm zur historischen Simulation eine nichtparametrische Quantilschitzung auf
Grundlage einer Kerndichteschitzung implementiert, die numerisch sehr aufwendig
ist.

Unter diesen Vorbehalten sind die in Tabelle 9.19 zusammengestellten Rechenzeiten
zu betrachten. Sie geben die realisierten Zeiten fiir die 1259 Value—at—Risk—Schétzun-
gen bei einem Konfidenzniveau von 95% an. Beriicksichtigt sind Halteperioden von
einem und zehn Tagen. Die Simulationsrechnungen wurden auf einem Pentium—II-
Prozessor mit 350 MHz Taktfrequenz und 64 MB RAM Arbeitsspeicher ausgefiihrt.
Es zeigt sich, dass die Rechenzeiten der Monte-Carlo—Simulationen gegeniiber den
historischen Simulationen um ein Vielfaches héher sind. Im besten Fall kann die fiir

Halteperiode | Monte—Carlo—Simulation | Historische Simulation

1 Tag 539 min 0.75 min
10 Tage 941 min 0.67 min

Tabelle 9.19: Approximative Rechenzeiten fiir 1259 tégliche
Value—at—Risk—Schéatzungen bei Monte-Carlo—Simulationen und
bei historischen Simulationen.

die Monte-Carlo—Simulation angegebene Zeit durch Drei geteilt werden, um fiir ein
einziges Modell die Ausfithrungszeit zu erhalten. Um die Rechenzeit zusétzlich zu re-
duzieren, konnte auf die Bestimmung des arithmetischen Mittels der Quantile aus zehn
Wiederholungen verzichtet und die Anzahl Realisierungen auf 500 reduziert werden,
was der Anzahl entspricht, die der historischen Simulation als Stichprobe zugrunde-
liegt.

Entsprechende Simulationsrechnungen wurden durchgefiihrt. So ergibt sich bei gleich-
zeitiger Simulation aller drei expliziten Modelle fiir die 1259 Tage neu eine Rechenzeit
von circa 3.5 Minuten bei eintégiger und circa 10.8 Minuten bei zehntigiger Haltepe-
riode. Im besten Fall benttigt ein einzelnes Modell circa 1.05 Minuten respektive 3.6
Minuten zur Ausfiihrung. Die historische Simulation ist daher beziiglich der Rechen-
zeiten vorzuziehen.

9.4.3 Zusammenfassung

Zusammengefasst lasst sich liber das Modellrisiko auf Grundlage aller untersuchten
Kriterien folgende Aussage machen. Im Rahmen des Value—at—Risk-Konzeptes sind
die Modellrisiken der untersuchten expliziten Modelle und des impliziten Modells bei
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zehntagiger Halteperiode grosser als bei eintdgiger Halteperiode.

Bei eintigiger Halteperiode zeigen die historische Simulation, der Sprung-Diffusions—
Prozess und das hyperbolische Modell vergleichbare Modellrisiken, die fiir p = 1% am
kleinsten sind. Bei zehntédgiger Halteperiode ist hingegen der historischen Simulation
das geringste Modellrisiko zuzuschreiben.

9.5 Konsequenzen aus der Langzeitstudie

Am Schluss dieses Kapitels {iber die Langzeitstudie von Value—at—Risk—Schatzungen
des SMI sollen die Ergebnisse und die sich daraus ergebenden Konsequenzen zusam-
mengefasst werden:

1. Historische Simulationen lassen sich schnell umsetzen und es lassen sich ein-
fach Value—at—Risk—Werte schitzen. Bei Monte—Carlo-Simulationen kénnen die
Fehler in der Quantilschitzung so verringert werden, dass hauptsdchlich Appro-
ximationsfehler in der expliziten Modellbildung miteinander verglichen werden.
Dies erhoht aber die notwendigen Rechenzeiten in grossem Umfang.

2. Der Likelihood-Ratio—Test nach Kupiec ist als Kriterium zur Abschétzung des
Modellrisikos im Rahmen des Value-at—Risk—-Konzeptes bei den untersuchten
Modellen zu wenig aussagekriftig. Es muss durch weitere Kriterien ergénzt
werden. Als aussagekriftiges Kriterium hat sich die Kombination aus relati-
ven Uberschreitungszahlen und relativen Uberschreitungshohen erwiesen. Bei
der Uberpriifung des Modellrisikos lassen sich auf diese Weise wesentlich mehr
Informationen einer Modellverteilung einbeziehen.

3. Bei allen expliziten Modellen und dem impliziten Modell sind die Modellrisiken
bei eintagiger Halteperiode geringer als bei einer Halteperiode von zehn Tagen.
Bei eintdgiger Halteperiode weisen die historischen Simulationen, der Sprung—
Diffusions—Prozess und das hyperbolische Modell dhnliche Modellrisiken auf, die
fiir ein Konfidenzniveau von 99% am geringsten ausfallen.

4. Die Analyse der Vorschriften der Bankaufsichtsbehorden ergibt folgendes Ergeb-
nis. Die Berechnung des 60—Tage—Durchschnitts von Value—at—Risk-Schatzun-
gen als Basis fiir die Eigenkapitalunterlegung ist wenig sinnvoll. Vielmehr sollten
jewells aktuelle Value-at—Risk—Schétzungen verwendet werden. Ein Multiplika-
tionsfaktor von Drei 1st dann vollig ausreichend. Da das Ampelkonzept auf den
bindren Verlustfunktionen beruht, ist es zur Uberpriifung interner Modelle als
unzureichend einzustufen.

5. Die Value-at—Risk-Schitzungen werden in der Regel bei zunehmend volati-
len Marktsituationen iiberschritten. Dies bedeutet, dass die einzelnen Verfah-
ren nicht schnell genug auf diese steigenden Volatilitidten reagieren konnen.
Nimmt dagegen nach einer hochvolatilen Phase die Volatilitdt wieder ab, diir-
ften kaum Uberschreitungen auftreten. Die in den historischen Daten inhirenten
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Schwankungen sorgen fiir gewisse zukiinftige Perioden fiir hohe Value—at—Risk—
Schitzungen, die dann das Marktrisiko iiberbewerten. Hohe Eigenkapitalunter-
legungen und Kosten sind die Folge.

6. Aufgrund der vorangehenden Punkte wird folgender Vorschlag gemacht: man
verwende fiir die Value—at—Risk—Schétzungen Halteperioden von einem Tag und
Konfidenzniveaus von 99%. Zur Uberpriifung der (internen) Modelle sollte das
aus Uberschreitungszahlen und Uberschreitungshéhen kombinierte Kriterium
verwendet werden. Durchaus {iberlegenswert ist, ob auf Grundlage dieses Kri-
teriums auch die Héhe des Multiplikationsfaktors festgelegt werden sollte, mit
dem man dann zur Eigenkapitalunterlegung gelangt.
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Kapitel 10

Value—at—Risk—Schitzungen
fiir verschiedene Aktien

Im vorigen Kapitel wurden fiir einen Zeitraum von fiinf Jahren tégliche Value—at—
Risk—Schétzungen fiir den SMI bestimmt, unter Verwendung von historischen Si-
mulationen und Monte-Carlo-Simulationen. Mit dem Backtesting und verschiedenen
Kriterien wurden die zugrundeliegenden Modelle auf ihr Modellrisiko hin untersucht.

Fir das Jahr 1998, vor allem fiir die zweite Jahreshélfte, hat sich ergeben, dass
einerseits die Value-at—Risk—Schitzungen stark anstiegen, andererseits die Anzahl
Uberschreitungen dieser Schétzwerte durch tatsichliche Marktverinderungen stark
zunimmt. Das Jahr 1998 stellt daher einen guten Testfall fiir die einzelnen Modelle
dar. Diese miissen sich nicht nur in Phasen bewidhren, in denen das Borsengeschehen
als ruhig zu bezeichnen ist, sondern gerade auch in turbulenten Zeiten. Dieses Jahr
stellt zudem das erste Erfahrungsjahr fiir Value—at—Risk—Modelle im Bankbereich dar,
da die Richtlinien der Eidgendssischen Bankenkommission, die die Verwendung inter-
ner Modelle im Rahmen des Value-at—Risk—Konzeptes erlauben, seit dem 31.12.1997
gelten.

Aus diesem Grund wird die Analyse von Kapitel 9 fiir den SMI nun auf die fiinf Titel
ABB Inhaberaktie, Namenaktien der Credit—Suisse Group, Novartis und Nestle und
sowie auf den Genussschein von Roche jeweils fiir das Jahr 1998 erweitert.

Im Rahmen dieses Kapitels werden exemplarisch die Ergebnisse fiir die Credit—Suisse
Namenaktie und die Novartis Namenaktie dargestellt. Die Analysen fiir diese beiden
Titel werden zusétzlich zu den fiir den SMI gewonnen Resultate einige interessante
Einsichten bereithalten. Die Ergebnisse fiir die iibrigen Aktien finden sich in Anhang
E, fliessen aber in eine Gesamtdiskussion der Ergebnisse ein.

217
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10.1 Vorgehensweise

Die Vorgehensweise dieser Analyse ist vollig analog zu derjenigen in der Langzeitstu-
die. So werden sowohl historische Simulationen als auch Monte—Carlo—Simulationen
der Geometrischen Brownschen Bewegung, des Sprung-Diffusions—Prozesses und des
hyperbolischen Modells durchgefiihrt.

Die Schitzung der Modellparameter erfolgt wieder iiber ein Zeitfenster der jeweils letz-
ten 500 Handelstage. Kénnen in Ausnahmeféllen die Parameter eines Modells nicht
geschitzt werden, so werden als Schitzungen die Werte des Vortages verwendet.

Die Parameter zur Schitzung des Value—at—Risk respektive der Quantile werden auf
die Konfidenzniveaus 99% und 95%, die Halteperiode auf einen Tag und zehn Tage
festgelegt. Die Bestimmung des Value—at—Risk erfolgt beziiglich einer Anfangsinves-
tition von Wy = 1. Dies bedeutet, dass die geschidtzten Value—at—Risk—Werte den
potentiellen Verlust pro in einer Anlage investierter Wahrungseinheit angeben, der
nur mit einer gewissen Restwahrscheinlichkeit iiberschritten wird.

Bereich Verfahren/Beschreibung | Einstellungen
Parameterschitzung | Fensterbreite 500 Handelstage
Simulation Anzahl tigliche VaRs 249

Zeitschritte 1 fiir Halteperiode 1 Tag

10 fiir Halteperiode 10 Tage
Lange des Zeitschrittes 1 Tag

Realisierungen 2000

Wiederholungen M 10
Quantilschitzung Geordnete Stichprobe

Konfidenzniveau 99%, 95%

Halteperiode 1 und 10 Tage

Anfangsinvestition Wy =1

Tabelle 10.1: Rahmenbedingungen fiir die Monte—Carlo—Simulationen.

Fiir die Quantilschdtzungen aus Monte-Carlo-Simulationen werden pro Tag M = 10
Simulationsrechnungen mit jeweils 2000 Realisierungen durchgefiihrt. Das gesuchte
Quantil ergibt sich dann als arithmetisches Mittel der in jeder der zehn Simulati-
onsrechnungen geschitzten Quantile. Die Quantile werden sowohl im Rahmen von
Monte—-Carlo—-Simulationen als auch fiir den Fall von historischen Simulationen auf
der Grundlage einer geordneten Stichprobe geschitzt. Durch die Berechnung eines
arithmetischen Mittels der Quantile bei Monte—-Carlo-Simulationen kénnen Schatz-
fehler reduziert werden, was es ermdoglicht, sich im wesentlichen auf Approximations-
fehler in der Modellbildung zu konzentrieren.
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Tabelle 10.1 gibt die Rahmenbedingungen fiir die Monte-Carlo-Simulationen, Ta-
belle 10.2 diejenigen fiir die historischen Simulationen wieder. Eine Uberpriifung
der einzelnen Modelle erfolgt iiber das Backtesting—Verfahren, wobel wie in Kapi-
tel 9 folgende Kriterien verwendet werden: binédre Verlustfunktion in Verbindung mit
Likelihood—Ratio—Test nach Kupiec, Vergleich von mittlerer erwarteter relativer Uber-
schreitungshéhe und mittlerer tatsichlicher relativer Uberschreitungshéhe sowie die
Kombination aus Uberschreitungszahlen und Uberschreitungshéhen.

Bereich Verfahren/Beschreibung | Einstellungen
»Simulation* Anzahl tigliche VaRs 249
Fensterbreite 500 Handelstage
Quantilschitzung | Geordnete Stichprobe
Konfidenzniveau 99%, 95%
Halteperiode 1 und 10 Tage
Anfangsinvestition Wy =1

Tabelle 10.2: Rahmenbedingungen fiir die historische Simulationen.

10.2 Ergebnisse fiir die Credit—Suisse Namenaktie

10.2.1 Ex-ante—Uberpriifung durch y?>~Anpassungstests

Fiir die Durchfithrung von Monte—Carlo-Simulationen sind zunéchst die Parameter
des jeweiligen Modells zu schiitzen. Danach kann eine erste Uberpriifung der Modelle
vorgenommen werden. Mit Hilfe eines y?—Anpassungstests wird iiberpriift, wie gut die
empirische Renditeverteilung fiir historische Tagesrenditen durch die entsprechenden
Modellverteilungen approximiert wird.

Fiir die Geometrische Brownsche Bewegung, den Sprung-Diffusions—Prozess und fiir
das hyperbolische Modell werden fiir die Parameterschédtzungen jedes zehnten Tages
des Jahres 1998 solche y?-Anpassungstests durchgefiihrt, jeweils zu den Signifikanz-
niveaus o« = 1% und o = 5%. Der historische Beobachtungszeitraum betrigt 500
Handelstage. Tabelle 10.3 gibt die Testresultate wieder.

Es stellt sich heraus, dass die Hypothese normalverteilter Renditen, die sich aus der
Geometrischen Brownschen Bewegung ergibt, in jedem Fall abgelehnt wird. Beim
Sprung-Diffusions—Prozess wird die Nullhypothese fiir den Zeitraum September bis
Dezember in der Regel abgelehnt. Fiir diesen Zeitraum fliessen in immer starkerem
Masse Beobachtungen der sehr volatilen Phase August bis Oktober in die Parame-
terschiatzungen ein. Die Nullhypothese einer Ubereinstimmung der empirischen Ren-
diteverteilung mit einer hyperbolischen Verteilung wird praktisch nie abgelehnt. Eine



220 Kapitel 10. VaR—-Schitzungen fiir Aktien

GBB SD HYP

Monat Tag | a=1% | a=5% | a=1% | a=5% | a=1% | a =5%
Januar 1 (-) (-) (+) (+) (+) (+)
10 (-) (-) (+) (+) (+) (+)
20 (-) (-) (+) (+) (+) (+)
Februar 30 (-) (-) (+) (+) (+) (+)
) w |0 () © | @ m W
Mérz 50 (-) (-) (+) (+) (+) (+)
) 60 (-) (-) (+) (+) (+) (+)
April 70 (-) (-) (+) (+) (+) (+)
) 80 (-) (-) (+) (+) (+) (+)
Mai 90 (-) (-) (+) (+) (+) (+)
) 100 (-) (-) (+) (+) (+) (+)
Juni 110 (-) (-) (+) (+) (+) (+)
) 120 (-) (-) (+) (+) (+) (+)
Juli 130 -) -) (+) (+) (+) (+)
140 (-) (-) (+) (+) (+) (+)
August 150 (-) (-) (+) (+) (+) (+)
160 (-) (-) (+) (+) (+) )
September | 170 (-) (-) (+) (-) (+) (+)
180 (-) (-) (-) (-) n.v. n.v.
Oktober 190 (-) (-) (+) (+) (+) (+)
200 (-) (-) (+) (-) n.v. n.v.
November 210 (-) (-) (-) (-) n.a n.v.
220 (-) (-) (-) (-) (+) (+)
Dezember 230 (-) (-) (-) (-) (+) (+)
240 (-) (-) (+) (+) (+) (+)
249 ) ) (+) (+) (+) (+)

Tabelle 10.3: Ergebnisse der y?—Anpassungstests fiir die Credit—Suisse
Namenaktie (Hg nicht abgelehnt: (+), Hy abgelehnt: (-)).

Einschrankung ist diesbeziiglich jedoch vorzunehmen. Fiir die erwidhnte volatile Pha-
se sind im hyperbolischen Modell teilweise keine Parameterschitzungen verfiigbar, so
dass Werte der Vortagesschitzung iibernommen werden miissen.

10.2.2 Graphische Darstellung der Value—at—Risk—Schéitzun-
gen

In den Abbildungen 10.1 bis 10.4 sind die tdglichen Value—at—Risk—Schétzungen, wie
sie sich aus den Monte—Carlo—Simulationen ergeben, fiir verschiedene Konfidenznive-
aus und Halteperioden abgetragen.

Wieder ist ein starkes Ansteigen der Value—at—Risk—Schétzungen ab Mitte des Jahres
zu beobachten. Betrachtet man zunéchst die eintédgige Halteperiode, so fallt auf, dass
der Sprung-Diffusions—Prozess und das hyperbolische Modell fiir die Restwahrschein-
lichkeit p = 1% zu hoheren Value—at—Risk-Schétzungen fiihren als die Geometrische
Brownsche Bewegung. Bei p = 5% stellt sich die Situation gerade umgekehrt dar.
Bei den Value—at—Risk—Schétzungen des Sprung-Diffusions—Prozesses fillt zudem auf,
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dass in etwa fiir die 50 letzten Tage des Jahres die Schéatzwerte stark schwanken. Fiir
eine Halteperiode von zehn Tagen gleichen sich die Schétzwerte der verschiedenen
Modelle an. Dieses Phidnomen wurde bereits beim SMI beobachtet und diskutiert.
Im Unterschied zu den Ergebnissen bei eintigiger Halteperiode, fithrt die Geometri-
sche Brownsche Bewegung aber fiir beide p—Werte zu den héchsten Value—at—Risk—
Schétzungen.

10.2.3 Ergebnisse des Backtesting

In Tabelle 10.4 sind die Ergebnisse des Backtesting—Verfahrens und der verschiedenen
Kriterien fiir eintdgige und zehntégige Halteperioden dargestellt.

Der Likelihood-Ratio—Test nach Kupiec weist weder das implizite Modell der histori-
schen Simulation noch eines der expliziten Modelle als genaues Modell aus. Fiir eine
eintdgige Halteperiode weisen hyperbolisches Modell und historische Simulation (HIS)
fir p = 1% identische Uberschreitungszahlen auf, die deutlich unter denjenigen der
verbleibenden Modelle liegen. Fiir p = 5% zeigen alle Modelle die gleichen Uberschrei-
tungszahlen.

Ein Vergleich von mittleren erwarteten relativen und mittleren tatsichlichen relati-
ven Uberschreitungshohen zeigt deutliche Unterschiede zwischen den Modellen. Fiir
eintdgige Halteperioden liefert das hyperbolische Modell die geringsten Abweichun-
gen von allen expliziten Modellen, diese liegen jedoch deutlich iiber denjenigen der
historischen Simulation. Fiir eine zehntigige Halteperiode gleichen sich die relativen
Abweichungen bei den expliziten Modellen an, liegen aber immer noch iiber denjeni-
gen der historischen Simulation. Fiir alle Modelle sind diese Abweichungen gegeniiber
einer eintdgigen Halteperiode zudem teilweise stark erhoht.

Gerade der Fall einer eintagigen Halteperiode und p = 5%, bei welchem in allen Mo-
dellen identische Uberschreitungszahlen auftreten, zeigt, dass eine Uberpriifung der
Modelle allein auf Basis einer bindren Verlustfunktion zu wenig aussagekriftig ist. Ei-
ne Beriicksichtigung der Uberschreitungshéhe liefert niitzliche Zusatzinformationen.

Die Ergebnisse fiir das aus Uberschreitungszahlen und Uberschreitungshohen gebil-
dete Kriterium zeigen im wesentlichen die gleichen Resultate wie oben diskutiert.

Nach dem Ampelkonzept der Bankaufsichtsbehorden hitte in jedem der Modelle eine
Erhéhung des Multiplikationsfaktors auf den Wert Vier erfolgen miissen. Eine Absi-
cherung mit dem Faktor Drei war aber fiir alle Tage und in jedem Modell ausreichend.



222 Kapitel 10. VaR—-Schitzungen fiir Aktien

0.075 T T T T
GBB (geoxrd.) ——
sSD (geord.) -----
0.07 |- HYP (geord.) ------
GBB Ueberschr. <
SD Ueberschr. -+
HYP Ueberschr. O
0.065 |-
YA NN
2 0.06 |- VAR
-
~
m
< 0.055 |- -
@ [}
3 + +
]
= 0.05 |- o o o
0.045 |- -
vy \(
0.04 -
0.035 L L L L

Abbildung 10.1: Tégliche VaR-Schétzungen aus Monte-Carlo-Simulationen fiir
die Credit—Suisse Namenaktie bei eintidgiger Halteperiode und Konfidenzniveau
99%. Zeitraum 1998.
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Abbildung 10.2: Tégliche VaR-Schétzungen aus Monte-Carlo-Simulationen fiir
die Credit—Suisse Namenaktie bei eintidgiger Halteperiode und Konfidenzniveau
95%. Zeitraum 1998.
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Abbildung 10.3: Tégliche VaR-Schétzungen aus Monte-Carlo-Simulationen fiir
die Credit—Suisse Namenaktie bei zehntigiger Halteperiode und Konfidenzniveau

99%. Zeitraum 1998.
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Abbildung 10.4: Tégliche VaR-Schétzungen aus Monte-Carlo-Simulationen fiir
die Credit—Suisse Namenaktie bei zehntigiger Halteperiode und Konfidenzniveau

95%. Zeitraum 1998.
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10.3 Ergebnisse fiir die Novartis Namenaktie

10.3.1 Ex—ante—ﬂ'berprﬁfung durch y?*-~Anpassungstests

Tabelle 10.5 zeigt die Ergebnisse der y?-~Anpassungstests fiir Tagesrenditen der No-
vartis Namenaktie. Hierbei fallen zwei Dinge auf. Zum einen wird Ende des Jahres die
Hypothese normalverteilter Renditen nicht abgelehnt, zum anderen sind Schiatzungen
der Parameter fiir die hyperbolische Verteilung nicht immer verfiighar, so dass oft
Vortageswerte iibernommen werden miissen.

GBB SD HYP

Monat Tag | a=1% | a=5% | a=1% | a=5% | a=1% | a =5%
Januar 1 (-) (-) ) ) (+) (+)
10 (-) (-) (+) (+) (+) (+)
20 (-) (-) (+) (+) (+) (+)
Februar 30 (-) (-) (+) (+) (+) (+)
) w0 |9 () @ w | @
Marz 50 (-) (-) (+) (+) n.v. n.v.
) 60 (-) (-) (+) (+) (+) (+)
April 70 (-) (-) (+) (+) (+) (+)
) 80 (-) (-) (+) (+) (+) (+)
Mai 90 (-) (-) (+) (+) n.v. n.v.
| N N N I 5 S AR 34
Juni 110 (-) (-) (+) (+) (+) (+)
) 120 (-) (-) ) (-) (+) (+)
Juli 130 (-) (-) (+) (-) (+) (+)
140 (-) (-) (+) (-) (+) (+)
August 150 ) (-) (+) (-) (+) (+)
160 (+) (-) (+) ) (+) (+)
September | 170 (+) (-) (+) (+) (+) (+)
180 (+) (-) (+) (+) (+) (+)
Oktober 190 (+) (-) (+) (+) (+) (+)
200 (+) ) (+) (+) (+) (+)
November 210 (+) (+) (+) (+) n.v. n.v.
220 (+) (+) (+) (+) n.v n.v
Dezember 230 (+) (+) (+) (+) n.v n.v
240 (+) (+) (+) (+) n.v n.v
249 (+) (+) (+) (+) n.v n.v

Tabelle 10.5: Ergebisse der x?—Anpassungstests fiir die Novartis Namen-
aktie (Hg nicht abgelehnt: (+), Hy abgelehnt: (-)).

10.3.2 Graphische Darstellung der Value—at—Risk—Schéitzun-
gen

In den Abbildungen 10.5 bis 10.8 sind die téglichen Value-at—Risk—Schitzungen aus
Monte-Carlo—Simulationen fiir ein—und zehntégige Halteperioden und fiir Konfidenz-
niveaus 99% und 95% aufgetragen. Fiir die Value—at—Risk—Schatzungen auf Grundlage
der Geometrischen Brownschen Bewegung zeigt sich, dass in etwa fiir die ersten 50
Tage diese Schétzungen bis auf den Fall einer eintdgigen Halteperiode und p = 1%
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deutlich tiber denjenigen der verbleibenden zwei expliziten Modelle liegen und danach
stark abfallen.

Der Grund hierfiir ist in der Zusammensetzung der historischen Daten zu finden,
aus denen die Parameter geschétzt werden. So enthilt die Stichprobe fiir die Pa-
rameterschiatzung circa fiir die ersten 50 Tage des Jahres 1998 eine stark positive
Rendite von 7 a2 18%. Die Ursache fiir diese starke Kurssteigerung war die Fusions-
ankiindigung von Ciba—Geigy und Sandoz zur Novartis am 7.3.1996. Im Modell der
Geometrischen Brownschen Bewegung wird die Volatilitdt ¢ iiber den Stichproben-
varianzschitzer ermittelt. Dieser reagiert bekanntlich sehr sensitiv auf Ausreisser. So
fithrt die stark positive Rendite zu einer deutlich erh6hten Volatilitat, was sich wieder-
um, wegen der Symmetrie der unterstellten Renditeverteilung, in hohen Schétzungen
fiir den Value—at—Risk niederschlégt. Dieses Phanomen tritt auf, obwohl es sich bei
dem geschilderten Ereignis nicht um eine risikobehaftete Situation, sondern um eine
Chance handelt. Bei den beiden anderen expliziten Modellen ist dieser Effekt nicht
zu beobachten. Einzige Ausnahme bildet der Sprung—Diffusions—Prozess im Fall einer
zehntagigen Halteperiode und p = 1%.

10.3.3 Ergebnisse des Backtesting

Die Resultate des Backtesting kénnen aus Tabelle 10.6 entnommen werden. Fiir
eintdgige Halteperioden werden fiir beide Konfidenzniveaus der Value—at—Risk—
Schiatzung der Sprung-Diffusions—Prozess, das hyperbolische Modell sowie die histo-
rische Simulation durch den Likelihood—Ratio—Test nach Kupiec als genaue Modelle
identifiziert. Fiir p = 5% werden alle expliziten Modelle als genau eingestuft, die hi-
storische Simulation dagegen nicht. Bei zehntégiger Halteperiode wird die Hypothese
eines genauen Modells sowohl fiir die drei expliziten Modelle als auch fiir die histori-
sche Simulation abgelehnt.

Die Uberschreitungszahlen fiir die Geometrische Brownsche Bewegung sind wegen
dem in 10.3.2 diskutierten Effekt nicht ganz mit denjenigen der iibrigen Modelle ver-
gleichbar. Es kann jedoch festgehalten werden, dass sich die Uberschreitungszahlen in
allen Modellen nur wenig unterscheiden.

Werden die Uberschreitungshhen in die Betrachtungen miteinbezogen, ergibt sich
ein differenzierteres Bild. Dabei ergeben sowohl die Vergleiche zwischen erwarteter
und tatséchlicher Uberschreitungshohe, als auch das kombinierte Kriterium die glei-
che Tendenz. Von allen expliziten Modellen weist der Sprung-Diffusions—Prozess die
geringsten relativen Abweichungen auf. Die historische Simulation zeigt vor allem fiir
eine Halteperiode von zehn Tagen hohe relative Abweichungen, wéhrend gerade in
diesem Fall die Geometrische Brownsche Bewegung tiefere relative Abweichungen als
bei eintdgiger Halteperiode zeigt.

Eine Besonderheit ergibt sich bei zehntagiger Halteperiode und p = 1% fiir den
Sprung-Diffusions—Prozess und das hyperbolische Modell. In diesem Fall wurden
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Abbildung 10.5: Tégliche VaR-Schétzungen aus Monte-Carlo-Simulationen fiir
die Novartis Namenaktie bei eintagiger Halteperiode und Konfidenzniveau 99%.
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Abbildung 10.6: Tégliche VaR-Schétzungen aus Monte-Carlo-Simulationen fiir
die Novartis Namenaktie bei eintagiger Halteperiode und Konfidenzniveau 95%.

Zeltraum 1998.
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Abbildung 10.7: Tégliche VaR-Schétzungen aus Monte-Carlo-Simulationen fiir
die Novartis Namenaktie bei zehntigiger Halteperiode und Konfidenzniveau 99%.
Zeitraum 1998.
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Abbildung 10.8: Tégliche VaR-Schétzungen aus Monte-Carlo-Simulationen fiir
die Novartis Namenaktie bei zehntigiger Halteperiode und Konfidenzniveau 95%.
Zeitraum 1998.



229

‘ueporradaleH PUN SNESATUZUSPYUOY] USYDI[PAIYOSIajuUnN
19( Sl eULUIR N ST)IRAON ST INJ QGG SOIUR[ SOp UaSUNZ)BYDS—YRA SIp InJ SUN)so)spey Sop 9SSTUQRSIH 9°()[ 2[[PYRL

10.3. Ergebnisse fiir die NOVN

%T = © 19q JueyIuss xx*
ﬁgm =0 AQQ ugdvﬁmﬁgmﬁw *
9891
TPSE'0 | T96E0 | ¥68E0 | 880F°0 | S881°0 | €600 | €EI€0 | 19090 T WNIISILIY] $29I8IUIGUIOY]
Hd
LE0E°0 | 928T°0 | ¥06%°0 | 6€62°0 | 600T°0- | 8LE€0- | SETIT'0 | ¥2ES0 TAao—mag | veueusSunjyeayosisqn [oH
x9CT | L LTT | L LTT | L TET CF CF CF O | [%] weSunimayosiaqp uotpuNgIsNIeA 2agutg | o8vl, 01
086G'0 | ¥STZ°0 | 984F°0 | 62810 | 0992°0 | 2960°0 | SEES0 | 80SE'D T WNIISILIY] $29I8IUIGUIOY]
Hd
L6TE'0 | €F9T°0 | 9829°0 | 6080°0 | SETE'0 | S¥E0'0- | 088F'0 | 82620 TAao—mag | veueusSunjyeayosisqn [oH
1’8 .18 g9 €6 ¥e ¥e 9'€ 91 [%] weSuniwayasiaqp) UOTH{UNJISNIDA 2IBUTG Sel 1
dAH 7 as 7 ago 7 STH dAH 7 as 7 ago 7 STH os801D) wmtogay] | aodejrel
%0g=4d %o1=4d NAON




230 Kapitel 10. VaR—-Schitzungen fiir Aktien

hohere relative Uberschreitungshéhen prognostiziert als dann real eingetroffen sind.

Im Hinblick auf die Eigenkapitalunterlegung hétte das Ampelkonzept schliesslich zu
einer Erhohung des Multiplikationsfaktors gefiihrt. Ein Mulitplikator von Drei war
aber in jedem Fall ausreichend.

10.4 Zusammenfassung der Ergebnisse fiir alle un-
tersuchten Titel

In den vorangegangenen Abschnitten wurden Credit—Suisse Namenaktie und Novar-
tis Namenaktie exemplarisch untersucht. In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse
aller untersuchten fiinf Titel zusammengefasst.

Insgesamt ergeben alle Untersuchungen in etwa dasselbe Bild, vergleichbar auch mit
den Resultaten aus der Langzeitstudie iiber den SMI. Zusammengefasst ldsst sich
festhalten:

1. Im Rahmen des Value-at—Risk—Konzeptes und im Sinne der untersuchten Kri-
terien weisen der Sprung-Diffusions—Prozess und das hyperbolische Modell fiir
eintdgige Halteperioden ein geringeres Modellrisiko auf als die Geometrische
Brownsche Bewegung. Die verwendeten Kriterien weisen in der Regel bei p = 1%
und eintidgiger Halteperiode auf die geringsten Modellrisiken hin. Bei zehntégi-
ger Halteperiode steigen die Modellrisiken an und gleichen sich zudem unter den
verschiedenen Modellen an. Der Likelihood—Ratio—Test nach Kupiec stuft in die-
sem Fall keines der Modelle fiir keinen der untersuchten Titel bei zehntagiger
Halteperiode als genau ein.

2. Die Historische Simulation weist in der Regel ein geringeres Modellrisiko auf als
die expliziten Modelle.

3. Das Ampelkonzept zur Festlegung des Basler Multiplikationsfaktors ist unzu-
reichend. Ein Multiplikator von Drei ist fiir eine ausreichende Eigenkapitalun-
terlegung in allen untersuchten Fillen geniigend gross.

4. Die Modellrisiken hangen auch von der Wahl der Parameter bei der Value-at—
Risk—Schétzung ab. Man wihle daher eintégige Halteperioden und ein Konfi-
denzniveau von 99%.



Kapitel 11

Value—at—Risk—Schitzungen
bei Optionen

In diesem Kapitel wird der Frage nachgegangen, wie sich Value—at—Risk—Schatzungen
in den Optionspreismodellen der Geometrischen Brownschen Bewegung, des Sprung—
Diffusions—Prozesses und des hyperbolischen Modells unterscheiden.

11.1 Einleitung

Kapitel 5 hat ergeben, dass alle expliziten Modelle zu ungefahr gleichen Optionsprei-
sen fiihren. Bei diesen Untersuchungen wurden die Optionspreise in den einzelnen
Modellen auf Grundlage eines bekannten, fiir alle Modelle gleichen Aktienkurses be-
rechnet. Fiir die Schéitzung des Value—at—Risk wird zusétzlich eine prognostizierte
Verteilung zukiinftiger Optionsrenditen bend&tigt. Zu ihr gelangt man, indem in einem
bestimmten Modell zunéchst eine Verteilung von Aktienkursen generiert wird, um
dann mit den zugehorigen Optionspreismodellen eine Verteilung der Optionspreise
und damit der Optionsrenditen zu berechnen. Da die verschiedenen expliziten Mo-
delle sehr unterschiedliche Verteilungen fiir Aktienrenditen prognostizieren, vor allem
was die Enden einer Verteilung angeht, ist zu erwarten, dass sich die Renditeverteilun-
gen von Optionen in den einzelnen Modellen ebenfalls unterscheiden. Verstarkt wird
dieser Effekt zusitzlich durch den nichtlinearen Charakter von Optionen auf Aktien,
der sich in nichtlinearen Bewertungsfunktionen ausdriickt.

Folgende vereinfachende Uberlegung ist fiir die Verdeutlichung der Zusammenhinge
zwischen den Verteilungen von Aktienrenditen und Optionenrenditen niitzlich.
Zunichst nimmt man an, dass die prozentuale Abweichung z des Modellpreises der
Option vom Marktpreis fiir zwei kurz aufeinanderfolgende Zeitpunkte gleich gross ist.
Weiter wird angenommen, dass fiir diese beiden Zeitpunkte ¢ und ¢ 4+ 1 die Parameter
des Optionspreismodelles und der risikolose Zinssatz konstant sind. Es dndern sich
also nur noch der Basispreis S und die Restlaufzeit. Fiir den Modellpreis Varogen s der

231
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Option und den Marktpreis Vaarke,s zum Zeitpunkt ¢ gilt dann:

Wiarkt,t = VModelt (1 + @) .

Wird die Rendite vom Zeitpunkt ¢ bis ¢ + 1 berechnet, ergibt sich

n Wiarkt t+1 Wiodell ¢+1 (1 + @) Wiodell t+1

= hl = hl
Wiarkt,¢ Wioden ¢ (1 + ) Wiodell,t

Wenn nun zusétzlich alle Modelle zu ungefahr gleichen Optionspreise fithren, was
grundsétzlich das Ergebnis von Kapitel 5 ist, so sind vor allem unterschiedliche Ver-
teillungen fiir die Basispreise in den verschiedenen Modellen fiir unterschiedliche Ver-
teillungen von Optionsrenditen verantwortlich. Fiir die Value-at—Risk—Schatzungen
diirfen daher auch deutliche Unterschiede erwartet werden.

Die historische Simulation ist nicht direkt auf Marktpreise von Optionen anwendbar,
da sie auf eine Stichprobe historischer Kurse, hier Optionspreise, angewiesen ist. Fiir
Optionen sind aber nicht fiir jeden Tag (historische) Kurse vorhanden und die Lauf-
zeiten von Optionen sind teilweise sehr kurz. Die Stichprobenumfinge sind daher in
der Regel sehr klein. Ein moglicher Ausweg besteht darin, zunéchst eine Stichpro-
be von historischen Aktienkursen zu ziehen und mit diesen Aktienkursen und einem
expliziten Optionspreismodell eine Stichprobe von Optionsrenditen zu erzeugen. Die
Ergebnisse von Kapitel 5 lassen vermuten, dass die verschiedenen Optionspreismodel-
le auf Basis der historischen Stichprobe zu fast gleichen Renditeverteilungen fiir die
Option fithren. Da die expliziten Optionspreismodelle auf bestimmten Annahmen fiir
die Verteilung der Aktienkursen beruhen, die historische Simulation aber verteilungs-
frei ist, ist dieses Vorgehen nicht ganz konsistent.

Deshalb wird im folgenden die Monte-Carlo-Methode verwendet. Fiir die einzelnen
Modelle wird zunéchst eine Stichprobe von Kursen beziehungsweise Renditen der Ak-
tien fiir einen zukiinftigen Zeitpunkt generiert. Auf Basis dieser Stichprobe wird dann
mit dem zugehorigen Optionspreismodell eine Stichprobe zukiinftiger Optionsrendi-
ten berechnet und daraus der Value—at—Risk geschitzt.

Ein Backtesting, wie fiir Aktienkurse, ist bei den Optionspreisen nicht moglich. Die
Griinde sind im Prinzip die gleichen, die gegen eine Anwendung der historischen Si-
mulation auf Optionspreise sprechen: da nicht fiir jeden Tag Marktoptionspreise vor-
handen sind, kénnen keine téglichen Riickvergleiche vorgenommen werden. Aufgrund
der oft sehr kurzen Laufzeiten sind zudem die Stichprobenumfange fiir statistisch sig-
nifikante Aussagen zu klein.

Die verschiedenen Modelle kénnen also nur beziiglich ihrer Value-at—Risk—Schétzun-
gen und aufgrund erwarteter Grossen, wie etwa die erwartete Uberschreitungshéhe,
miteinander verglichen werden.



11.2. Vorgehensweise 233

11.2 Vorgehensweise

Als Grundlage fiir die Value—at—Risk—Schétzungen werden Monte—Carlo—Simulati-
onen fiir verschiedene Call-Optionen auf die Credit—Suisse Namenaktie mit Para-
meterschidtzungen fiir den 18.12.1998 durchgefiihrt. Dass nur eine einzige Parameter-
konstellation betrachtet wird, liegt daran, dass die Simulation der Optionsrenditen in
den einzelnen Modellen sehr aufwendig und rechenintensiv ist. Auf diese Problematik
wird spéter genauer eingegangen.

Fir den 18.12.1998 werden verschiedene Call-Optionen untersucht. So werden fiir
diesen Tag Ausiibungsverhiltnisse S/K zwischen 0.9 und 1.10 gew&hlt. Als Rest-
laufzeiten, bezogen auf den 18.12.1998, werden bei eintégigem Prognosehorizont 10,
15 und 20 Tage, bei zehntidgigem Prognosehorizont 20 und 30 Tage analysiert. Die
Restlaufzeiten am Ende des Prognosehorizonts betragen dann 9, 14 und 19 Tage,
beziehungsweise 10 und 20 Tage. Als risikoloser Zinssatz wird der 1-Monats LIBOR~
CHF-Satz fiir den 18.12.1998 verwendet. Er betrigt » = 0.015 (p.a.). Die Parame-
terschiatzungen der einzelnen Modelle sind in Tabelle 11.1 wiedergegeben. Bei diesen
Parameterschitzungen wird die Hypothese normalverteilter Renditen durch einen y?-
Anpassungstest bei Signifikanzniveau o = 5% abgelehnt, die Hypothese hyperbolisch
und geméss Sprung—Diffusions—Prozess verteilter Renditen wird hingegen nicht abge-
lehnt.

Schatzung

Modell ‘ Parameter

-0.000036
0.000991

GBB

Ql\>3§>

0.001985
0.000270
-0.005600
0.001976
0.360945

SD

[STOR SRS P
> v

47.031100
4.78e-09
-1.768980
0.001566

HYP

= T o O

Tabelle 11.1: Parameterschatzungen fiir
die einzelnen Modelle am 18.12.98.

Fiir die Value—at—Risk—Schatzungen werden Konfidenzniveaus 95% und 99% verwen-
det, bei ein— und zehntigiger Halteperiode. Die Anfangsinvestition betragt Wy = 1.
Bei der Monte—Carlo-Simulation werden wieder M = 10 Simulationsrechnungen mit
Jeweils 2000 Realisierungen durchgefiihrt. Anschliessend wird wiederum ein arithmeti-
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sches Mittel der in jedem Simulationslauf geschitzten Quantile berechnet (vgl. Kapitel
9.3.1).

Die Monte—Carlo—Simulationen fiir die Geometrische Brownsche Bewegung und den
Sprung-Diffusions—Prozess werden gemeinsam in einem Programm durchgefiihrt, das
hyperbolische Modell wird hingegen in einem eigenen Programm simuliert. Tabel-
le 11.2 gibt die Rechenzeiten der beiden Programme fiir 2000 Realisierungen bei
unterschiedlicher Anzahl Zeitschritte wieder. Sie beziehen sich auf einen Pentium-—
IT1-Prozessor mit 350 MHz Taktfrequenz und 64 MB RAM Arbeitsspeicher. Fiir die

Zeitschritte | GBB und SD ‘ HYP ‘

~ 13 min ~ 34 min

10 ~ 14 min ~ 39 min

Tabelle 11.2: Approximative Rechenzeiten
fiir eine Value—at—Risk—Schétzung in den
unterschiedlichen Modellen.

Simulationen von zehn Wiederholungen mit jeweils 2000 Realisierungen ergibt dies
fiir die Simulation einer Renditeverteilung pro Ausgestaltung der Call-Option eine
Rechenzeit von rund acht Stunden bei einem Zeitschritt und rund neun Stunden bei
zehn Zeitschritten, und damit fiir alle untersuchten Konstellationen eine Rechenzeit
von circa 8.5 Tagen, ununterbrochene Nutzung des Prozessors vorausgesetzt.

11.3 Diskussion der Ergebnisse

Abbildung 11.1 zeigt die Dichtefunktionen der Optionsrenditen, die sich bei einem
Ausiibungsverhiltnis S/K = 1.00 und Restlaufzeit = = 20 zu Beginn der Halte-
periode am FEnde der Halteperiode von einem Tag ergeben. Diese Dichtefunktionen
beruhen auf einer Kerndichteschitzung auf Basis von 2000 simulierten Realisierun-
gen. Abbildung 11.2 gibt die Dichtefunktionen bei zehntagiger Halteperiode und einer
Restlaufzeit 7 = 30 zu Beginn der Halteperiode wieder. Zusétzlich sind in Tabelle 11.3
Schitzungen einiger statistischer Kenngrossen der Verteilungen dieser Optionsrendi-
ten erfasst.

Wie aus den Abbildungen und Tabellen ersichtlich, ergeben sich asymmetrische, links-
schiefe und leptokurtische Verteilungen. Bei eintigiger Halteperiode ist der unter-
schiedliche Verlauf der Dichtefunktionen fiir stark negative Renditen zu beachten.
Dies impliziert unterschiedliche Quantil- und damit Value—at—Risk—Schéatzungen. Bei
zehntigiger Halteperiode fallen die Dichten nahezu aufeinander. Dies war zu erwarten,
da sich die Renditeverteilungen der Aktien mit zunehmender Halteperiode aneinan-
der angleichen (vgl. Abschnitt 5.2.2), was bei ungefahr gleichen Optionspreisen in den
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Abbildung 11.1: Dichteschétzungen fiir Verteilungen der Options-
renditen bei eintdgiger Halteperiode und unterschiedlichen Mo-
dellannahmen.
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Abbildung 11.2: Dichteschitzungen fiir Verteilungen der Options-
renditen bei zehntégiger Halteperiode und unterschiedlichen Mo-
dellannahmen.
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Halteperiode | Modell | Erwartungswert | Varianz | Schiefe | Kurtosis

1 Tag GBB -0.0409 0.0910 -0.4243 3.2550
SD -0.0319 0.1002 -0.8373 6.3907
HYP -0.0536 0.0932 | -0.7541 | 7.1753

10 Tage GBB -0.3856 0.9612 -0.8657 3.9182
SD -0.3621 1.0387 -1.1344 5.5874
HYP -0.3095 0.9104 -0.8124 3.9636

Tabelle 11.3: Schatzungen fiir statistische Kenngrossen der Modellver-
teillungen von Optionsrenditen.

verschiedenen Modellen zu &hnlichen Verteilungen der Optionsrenditen fiihrt.

In Tabelle 11.4 sind fiir die ermittelten Dichten Schitzungen der Quantile 7*(p) bei
unterschiedlichen p—~Werten sowie die zugehorigen erwarteten relativen Uberschrei-
tungshohen erfasst. Geschatzt wurden diese Grossen nichtparametrisch auf Grundlage
der vorliegenden Kerndichteschatzungen.

p=1.0% p=25% p=50% p="75%

e — e — e — e —

Haltep. | Modell #*(p) REUH #*(p) REUH #*(p) REUH #*(p) REUH
1 Tag GBB -0.8482 | 0.1490 | -0.7215 | 0.1867 | -0.5919 | 0.2749 | -0.5039 | 0.3586
SD -1.1585 | 0.1481 | -0.8266 | 0.3598 | -0.5837 | 0.5433 | -0.4552 | 0.6979

HYP -1.0362 | 0.2803 | -0.7474 | 0.4018 | -0.5738 | 0.4791 | -0.4747 | 0.5576

10 Tage | GBB -3.3784 | 0.1325 | -2.7371 | 0.2205 | -2.2853 | 0.2765 | -1.9617 | 0.3508
SD -3.6057 | 0.2573 | -2.7736 | 0.3334 | -2.1895 | 0.3986 | -1.9195 | 0.4190

HYP -3.1692 | 0.1619 | -2.5558 | 0.2335 | -2.1159 | 0.2913 | -1.8356 | 0.3501

Tabelle 11.4: Quantilschdtzungen der Modellverteilungen bei unterschiedlichen Kon-
fidenzniveaus und Halteperioden.

Bei eintagiger Halteperiode und den p—Werten 1% und 2.5% zeigen Sprung—
Diffusions—Prozess und das hyperbolische Modell konservativere Schiatzungen als die
Geometrische Brownsche Bewegung. Ab dem 5%—Quantil verkehrt sich diese Situation
ins Gegenteil, nun liefert die Geometrische Brownsche Bewegung die konservativsten
Value—at—Risk—Schatzungen. Dieses Phianomen resultiert wieder aus den unterschied-
lichen Verlaufen der Dichtefunktionen in den Modellen relativ zueinander (vgl. die
Diskussion fiir Aktienrenditen in Abschnitt 9.3.2). Bei zehntégiger Halteperiode sind
die Abweichungen zwischen den Quantilschdtzungen geringer.
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Was die Uberschreitungshéhe betrifft, weist die Geometrische Brownsche Bewegung
bei eintigiger Halteperiode und fiir alle p~Werte die geringsten relativen Uberschrei-
tungshohen auf. Diese Tendenz ist auch bei zehntigiger Halteperiode zu erkennen,
wenn auch die Schitzwerte wesentlich weniger voneinander abweichen.

In Tabelle 11.5 sind Schitzungen fiir die Lower—Partial-Moments LP M; und LP M,
erfasst. Als Zielrendite wurden 0% und die in den einzelnen Modellen erwartete Ren-
dite ausgewahlt. Fiir die Schitzungen von LP M bei eintigiger Halteperiode zeigt die
Geometrische Brownsche Bewegung die grossten Werte. Beim LP M, dagegen zeigt
die Geometrische Brownsche Bewegung die niedrigsten Schitzwerte. Dies kann durch
den Verlauf der Dichtefunktionen erklart werden. Die Dichte der Optionsrenditen bei
der Geometrischen Brownschen Bewegung zeigt weniger ausgeprigte Enden als die
Dichten fiir die Optionspreismodelle im Fall des Sprung-Diffusions—Prozesses oder
des hyperbolischen Modells. Dafiir sind die Wahrscheinlichkeiten fiir Verluste in ei-
nem ,mittleren” Renditebereich r /& —0.5 grosser (vgl. Abbildung 11.1). Werden die
Abweichungen von der Zielrendite nur linear gewichtet wie beim LPM;, so kommt es
vor allem auf den Bereich einer Verteilung an, in dem die Werte mit den hohen Wahr-
scheinlichkeiten liegen. Die Enden einer Verteilung spielen eine untergeordnete Rolle.
Werden aber Abweichungen quadratisch gewichtet, so spielen grosse Abweichungen
eine wichtige Rolle, so dass Verteilungen mit breiten Enden zu grésseren Werten fiir
LPM, fihren.

Halteperiode | Modell | LPM;(0) | LPM,(0) | LPM,(E[r]) | LPM:(E[r])

1 Tag GBB 0.1420 0.0633 0.1216 0.0526
SD 0.1280 0.0674 0.1121 0.0597
HYP 0.1362 0.0678 0.1085 0.0547

10 Tage GBB 0.5931 0.9850 0.3908 0.6097
SD 0.5805 1.0215 0.3935 0.6722
HYP 0.5360 0.8458 0.3777 0.5653

Tabelle 11.5: LPM—-Schétzungen fiir die Modellverteilungen von Optionsrendi-
ten.

Fiir zehntégige Halteperioden gleichen sich die Lower—Partial-Moment—Schatzungen
der verschiedenen Modelle wieder an.

Im folgenden werden Value—at—Risk—Schétzungen fiir verschiedene Ausiibungsverhélt-
nisse, Restlaufzeiten, Halteperioden und Konfidenzniveaus miteinander verglichen.
Abbildungen 11.3 und 11.4 zeigen bei eintdgiger Halteperiode die Value—at—Risk—
Schatzungen fiir Konfidenzniveaus 99% und 95%.

Mit steigendem Ausiibungsverhéltnis S/K und wachsenden Restlaufzeiten sinken die
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Value—at—Risk—Werte. Hohere Ausiibungsverhiltnisse zu Beginn der Halteperiode be-
deuten, dass die Wahrscheinlichkeit fiir die Call-Option, am Ende der Halteperiode
»im Geld zu liegen“ héher ist und damit das Risiko geringer. Je linger die Restlauf-
zeit einer Option, desto grosser sind die Chancen, am Verfall ,,im Geld“ zu sein, was
wieder ein geringeres Risiko zur Folge hat.

Bei einem Konfidenzniveau von 99% ergibt der Sprung—Diffusions—Prozess die kon-
servativsten, das heisst die hochsten Value—at—Risk—Schéatzungen, die Geometrische
Brownsche Bewegung die kleinsten. Fiir ein Konfidenzniveau von 95% fallen die
Schitzungen nahezu zusammen, trotz deutlich unterschiedlichen Verldufen der Dich-
tefunktionen.

Die Value—at—Risk—-Schatzungen fiir zehntégige Halteperioden sind den Abbildungen
11.5 und 11.6 zu entnehmen, wieder bei 99% respektive 95% Konfidenzniveau. Nur
fiir kleine Ausiibungsverhiltnisse sind unterschiedliche Value—at—Risk—Schitzungen
zu beobachten. Das Optionspreismodell der Geometrischen Brownschen Bewegung
zeigt dann die konservativsten Schitzungen. Insgesamt ergeben sich aber geringere
Unterschiede zwischen den Modellen als bei eintigiger Halteperiode.

11.4 Zusammenfassung

Fiir die Value—at—Risk—Schétzung bei Optionen ist der Verlauf der Dichtefunktion vor
allem in den Enden der Verteilung der Optionsrenditen von Bedeutung. Da bei glei-
chen Basispreisen alle untersuchten Optionspreismodelle zu vergleichbaren Options-
preisen fithren, sind fiir einen unterschiedlichen Verlauf der Dichten von Optionsren-
diten vor allem die Dichten der Aktienrenditen verantwortlich. Da diese Verteilungen
der Aktienrenditen beim Sprung-Diffusions—Prozess und dem hyperbolischen Modell
breitere Enden aufweisen als bei der Geometrischen Brownschen Bewegung, ergibt
sich fiir die unterschiedlichen Modellverteilungen der Optionsrenditen ein &hnliches
Bild wie fiir Aktienrenditen.

Die Untersuchungen iiber die Value—at—Risk—Schatzungen bei Aktien haben gezeigt,
dass das Modellrisiko beim Sprung—Diffusions—Prozess und beim hyperbolischen Mo-
dell geringer ist als bei der Geometrischen Brownschen Bewegung und dass dieses
Modellrisiko bei eintidgiger Halteperiode kleiner als bei zehntégiger Halteperiode ist.
Die obigen Uberlegungen lassen den Schluss zu, dass sich dies auch auf Optionen
iibertragen lédsst.

Da bei eintédgiger Halteperiode die Value—at—Risk—-Schitzungen bei einer Restwahr-
scheinlichkeit p = 5% trotz unterschiedlichen Verlaufen der Dichtefunktionen zusam-
menfallen, sollten kleinere Restwahrscheinlichkeiten gewadhlt werden. Das Options-
preismodell im Sprung—Diffusions—Prozess ergibt dann bei p = 1% die konservativ-
sten Value—at—Risk—Schétzungen. Aus numerischer Sicht ist dieses Modell dem hy-
perbolischen Modell vorzuziehen, da die Simulationszeiten fiir die Generierung einer
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Abbildung 11.3: VaR-Schétzungen bei Abbildung 11.4: VaR-Schétzungen bei
eintagiger Halteperiode und p = 0.01. eintagiger Halteperiode und p = 0.05.
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Abbildung 11.5: VaR-Schétzungen bei Abbildung 11.6: VaR-Schétzungen bei
zehntigiger Halteperiode und p = 0.01. zehntigiger Halteperiode und p = 0.05.
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Verteilung von Optionsrenditen viel kleiner sind.
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Zusammenfassung

Werden Risikomasse zur Quantifizierung von Marktrisiken bestimmt, so sind bei die-
sem Vorgehen drei Risikoarten zu beriicksichtigen. Da Risikomasse auf der Grundlage
von Modellen zur Beschreibung des Untersuchungsgegenstandes bestimmt werden, ist
ein Risiko mit der Wahl des , richtigen® Modells verbunden. Es besteht ein Modellrisi-
ko. Risikomasse kénnen nur geschitzt werden und unterliegen daher dem Schdétzrisiko.
Ein Parameterrisiko besteht schliesslich deshalb, da die Wahl einer Kenngrosse als Ri-
sikomass eventuell nicht alle risikorelevanten Eigenschaften erfasst.

Das Modellrisiko stellt unter diesen drei Risikoarten das zentrale Risiko dar. Die
vorliegende Arbeit ging daher der Fragestellung nach, wie gross das Modellrisiko ver-
schiedener Modelle als Grundlage fiir die Messung von Marktrisiken ist. Als Konzept
zur Risikomessung wurde dabei im wesentlichen der Value—at—Risk verwendet. Das
Modellrisiko ist letztlich eine unbekannte Groésse. Deshalb wurden die Modelle und
die ihnen zugrundeliegenden Annahmen empirisch tberpriift, indirekte Kriterien zur
Abschétzung des Modellrisikos bei Value—at—Risk—Schétzungen eingefiihrt und eben-
falls empirisch untersucht.

Teil T der Arbeit befasste sich mit Modellen zur Beschreibung der Kursdynamik von
Aktien und der Verteilung von Aktienrenditen. Die Modellierung des Aktienkurses
als zeitabhiangige Zufallsvariable hat sich hierbei als geeignetes Konzept erwiesen.
Der entsprechende theoretische Rahmen wurde in Kapitel 1 erarbeitet.

Im Anschluss wurden einige héufig getroffene, allgemeine Annahmen tiber Aktien-
renditen vorgestellt, Instrumente zu deren Uberpriifung eingefithrt und anhand von
Daten des schweizerischen Aktienmarktes analysiert. Die Hypothese unabhingig und
identisch verteilter Renditen wurde mittels BDS-Test, empirischer Autokorrelations-
funktionen und Q-Statistiken untersucht. Q-Statistik und BDS—Test ergeben dabei
kein einheitliches Bild. Die Ergebnisse des BDS—Tests lassen allerdings den Schluss
zu, dass zumindest fiir bestimmte ldngere Zeitrdume die 2.2.d.—Hypothese haltbar ist.
Daneben sind allerdings auch Strukturbriiche und Effekte wie das Volatilitatscluste-
ring zu beobachten. Diese Effekte lassen sich mit einem Recurrence Plot trennscharf
entdecken. Wird die Hypothese von unabhéngig und identisch verteilten Renditen
nicht verworfen, so kann daraus auch geschlossen werden, dass kein deterministisch
chaotisches Verhalten zugrunde liegt. Die Schitzung der empirischen Excessfunktion
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ergibt schliesslich, dass Renditeverteilungen schweizerischer Aktien fat—tailed sind.

Kapitel 3 hatte einen kurzen Uberblick iiber Ansiitze zur Modellierung von Kurspro-
zessen und Renditeverteilungen zum Inhalt. Jeder dieser Ansétze versucht dabei, be-
stimmte empirische Befunde moglichst gut nachzubilden. Aus diesen Modellen wurde
eine Modellauswahl getroffen und begriindet. Ausgew&hlt wurden die Geometrische
Brownsche Bewegung, der Sprung—Diffusions—Prozess und das hyperbolisches Modell.
Diese Modelle stellten die Grundlage fiir alle nachfolgenden Untersuchungen dar.

Die ausgewéhlten Modelle wurden in Kapitel 4 ausfiihrlich diskutiert. Besonderer
Schwerpunkt war dabei die Darstellung der zugehérigen Optionspreismodelle. In Ka-
pitel 5 wurden diese Modelle anhand von Daten des schweizerischen Aktien— und
Optionenmarktes mit Hilfe geeigneter statistischer Tests iiberpriift. Es konnte festge-
stellt werden, dass sich die Verteilungen von Aktienrenditen mit der hyperbolischen
Verteilung und der Renditeverteilung, die sich aus dem Sprung-Diffusions—Prozess
ergibt, besser beschreiben lassen als mit einer Normalverteilung, die durch die Geo-
metrische Brownsche Bewegung impliziert wird. Dies gilt insbesondere fiir die Enden
der Renditeverteilungen. Diese Ergebnisse iibertragen sich allerdings nicht auf die Un-
tersuchung der Optionspreismodelle. In diesem Zusammenhang ist festzuhalten, dass
alle Modelle annahernd gleiche Optionspreise berechnen. Die Geometrische Brown-
sche Bewegung und der Sprung-Diffusions—Prozess ergeben aber eine leicht bessere
Beschreibung der Marktpreise von Optionen als das hyperbolische Modell.

Der zweite Teil der Arbeit beschaftigte sich mit der Messung von Marktrisiken auf
Grundlage der im Teil I ausgewahlten Modelle. Dazu wurde in Kapitel 6 das Value—at—
Risk—Konzept zur Messung von Marktrisiken eingefiihrt. Begriffe wie Risiko, Modell—,
Parameter— und Schéitzrisiko wurden definiert. Im Vordergrund stand dabei der Be-
griff des Modellrisikos. Im Zusammenhang mit dem Value—at—Risk wurden Verfahren
zur Generierung von Renditeverteilungen ebenso dargestellt wie die Richtlinien des
Basler Ausschusses fiir Bankenaufsicht und der Eidgenéssischen Bankenkommission
zur Anwendung des Value—at—Risk. Daneben wurden die Lower—Partial-Moments als
alternative Risikomasse vorgestellt. Sie ergeben sich zusammen mit dem Value—at—
Risk aus der viel allgemeineren Klasse der Stoneschen Risikomasse.

Kapitel 7 hatte dann verschiedene statistische Schétzverfahren zur Schétzung des
Value—at—Risk und von Lower—Partial-Moments zum Inhalt.

In den darauffolgenden Kapiteln stand das Modellrisiko im Mittelpunkt des Interesses.
Der Parameter, der das Modellrisiko beschreibt, ist zwar bekannt, aber der Wert dieses
Parameters ist unbekannt. In Kapitel 8 wurden aus diesem Grund indirekte Kriterien
vorgestellt, die zumindest eine Abschétzung des Modellrisikos zulassen. Als Kriteri-
en wurden der Rang—Korrelationskoeflizient nach Kendall, die binédre Verlustfunktion
und der Vergleich von tatsichlichen mit erwarteten Uberschreitungshéhen der Value—
at—Risk—Schitzungen ausgewdhlt, die im Rahmen des Backtesting zur Anwendung
gelangen.
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In Kapitel 9 und Kapitel 10 wurden Untersuchungen fiir den Swiss Market Index der
Jahre 1994 bis 1998 und fiir Aktien des Jahres 1998 vorgenommen. Die drei expliziten
Modelle wurden mit Hilfe der Monte-Carlo-Methode simuliert, um Verteilungen von
Aktienrenditen als Grundlage fiir Value-at—Risk-Schitzungen zu generieren. Zusétz-
lich wurde die historische Simulation eingesetzt, der eine implizite Modellbildung zu-
grundeliegt. Value—at—Risk-Schitzungen wurden fiir verschiedene Halteperioden und
Konfidenzniveaus durchgefiihrt. Beim Backtesting wurden die erwdhnten Kriterien
eingesetzt. Daneben wurden auch Lower—Partial-Moments geschétzt.

Beziiglich des Modellrisikos lassen sich nun folgende Aussagen machen. Die Rendite-
verteilungen im Modell des Sprung-Diffusions—Prozess und des hyperbolischen Mo-
dells beschreiben empirische Renditeverteilungen besser als die Normalverteilung im
Modell der Geometrischen Brownschen Bewegung. Dies ist ein erstes Indiz fiir ein
geringeres Modellrisiko des Sprung—Diffusions—Prozesses und des hyperbolischen Mo-
dells. In Kapitel 9 und Kapitel 10 wurden zusétzlich Value—at—Risk—Schéatzungen auf
Grundlage von Monte—Carlo—Simulationen und der historischen Simulation miteinan-
der verglichen. Die verwendeten Kriterien zur Abschétzung des Modellrisikos ergaben
dabei folgendes Bild: das implizite Modell, welches der historischen Simulation zugrun-
de liegt, weist das geringste Modellrisiko auf, gefolgt von Sprung-Diffusions—Prozess
und hyperbolischem Modell. Die Geometrische Brownsche Bewegung weist in diesem
Vergleich das hochste Modellrisiko auf. Dieses Risiko ist zudem bei allen Modellen bei
kiirzeren Halteperioden und in der Regel bei kleineren p—Werten geringer. Als Kri-
terium zur Abschitzung des Modellrisikos hat sich dabei die binédre Verlustfunktion
in Verbindung mit Likelihood-Ratio—Tests nach Kupiec als zu wenig aussagekriftig
erwiesen. Es wurde daher um die Analyse der Uberschreitungshéhen erginzt.

Ein Multiplikationsfaktor von Drei zur Berechnung der Eigenkapitalunterlegung hat
sich auch in den Fillen als ausreichend erwiesen, in denen das Ampelkonzept der Ban-
kaufsichtsbehorden eigentlich eine Erhohung dieses Faktors zur Folge gehabt héatte.

Als abschliessende Untersuchung wurden Schitzungen des Value-at—Risk und von
Lower—Partial-Moments fiir ein ausgesuchtes Beispiel einer Aktienoption vorgenom-
men. Verglichen wurden die drei expliziten Modelle. Da alle drei Optionsmodelle dhn-
liche Optionspreise berechnen, kommt der Verteilung der Preise des Basisinstrumen-
tes eine zentrale Rolle zu. Da zudem die Modellrisiken bei der Modellierung von
Aktienrenditen beim Sprung-Diffusions—Prozess und beim hyperbolischen Modell ge-
ringer sind als bei der Geometrischen Brownschen Bewegung, wurde argumentiert,
dass das Modellrisiko bei der Value-at—Risk—Schatzung von Optionen beim Sprung—
Diffusions—Prozess und dem hyperbolischen Modell geringer ist als bei der Geometri-
schen Brownschen Bewegung.

Insgesamt wird folgendes abschliessendes Fazit gezogen. Von den drei Modellen eig-
net sich der Sprung-Diffusions—Prozess am besten als Grundlage fiir Value—at—Risk—
Schitzungen. Er weist gegeniiber der Geometrischen Brownschen Bewegung ein ge-
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ringeres Modellrisiko auf. Im Vergleich mit dem hyperbolischen Modell ergeben sich
etwas bessere Optionsmodellpreise. Der Sprung-Diffusions—Prozess ist zudem deut-
licher einfacher und vor allem schneller zu simulieren als das hyperbolische Modell,
was vor allem bei der Monte—Carlo—Simulation von Optionsrenditen ins Gewicht fallt.
Zuséatzlich ist die Kursdynamik ékonomisch anschaulich interpretierbar.

Aus diesen Ausfithrungen lassen sich zudem Vorschlige zur Anderung der Richtlinien
der Eidgenossischen Bankenkommission ableiten. Die zehntédgige Halteperiode sollte
durch eine eintagige Halteperiode ersetzt, werden. Das Konfidenzniveau von 99% der
Value—-at—Risk—Schatzung sollte allerdings nicht veréndert werden. Beim Einsatz des
Backtestingverfahrens wird empfohlen, die bindre Verlustfunktion um die Analyse von
Uberschreitungshéhen zu erginzen.



Anhang A

Generierung von

Zufallszahlen

Fiir die Monte-Carlo-Simulation der einzelnen Modelle miissen (Pseudo-) Zufallszah-
len generiert werden. So miissen fiir die Geometrische Brownsche Bewegung normal-
verteilte Zufallszahlen, fiir den Sprung-Diffusions—Prozess normalverteilte und pois-
sonverteilte und fiir das hyperbolische Modell hyperbolisch verteilte Zufallsvariablen
erzeugt werden. Die nachfolgenden Abschnitte erliutern die dazu eingesetzten Routi-
nen.

A.1 Gleichverteilte Zufallszahlen

Die Methoden zur Generierung von Zufallszahlen geméss einer bestimmten Vertei-
lung greifen auf gleichverteilte Zufallszahlen zuriick. Zu deren Erzeugung wird ein
Park—Miller—Algorithmus mit zusétzlichem Bays—Durham-Shuffle eingesetzt. Nume-
rical Recipes stellt hierfiir mit der Routine ,ranl.c” einen entsprechenden Algorithmus

zur Verfiigung (vgl. Press et al. [95], S. 267 ff.).

Der Park—Miller—Algorithmus beruht auf der linearen Kongruenzmethode, nach der
eine Reihe von Zufallszahlen r, € N iterativ nach der Vorschrift

i1 = (arp +b) mod m (A.1)

berechnet werden. Die so erzeugten Zahlen sind gleichverteilt im Intervall (0, m]. Eine
Zufallszahl 5 aus (0, 1] ergibt sich durch Division mit m: n = r,/m. Gleiche Folgen
von Pseudozufallszahlen erhilt man, wenn jedesmal mit dem gleichen Anfangswert
gestartet wird. Deshalb ist zunéchst der Zufallszahlengenerator zu initialisieren, indem
man den Startwert der Rekursion von der Systemzeit des Rechners abhingen ldsst.
So lassen sich immer neue Folgen generieren. Nach spéatestens m Zahlen wiederholen
sich die Elemente der Reihe r,, so dass m moglichst gross gewéhlt werden sollte. Die
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Routine ,ranl.c” verwendet folgende Parametereinstellungen
(a,b,m) = (7°,0,2°" — 1)

Aufgrund der rekursiven Berechnung der Zufallszahlen, weisen diese eine Korrelation
auf. Um diese Korrelationen zu verringern, wird ein sogenannter Shuffle-Algorithmus
verwendet, hier das Bays-Durham—Shuffle (vgl. Press et al. [95], S. 271 f.). Dieses Ver-
fahren verlduft in mehreren Schritten. Zunéchst wird ein Vektor von 32 gleichverteilten
Zufallszahlen nach dem obigem iterativen Schema erzeugt. Danach wird eine weitere
gleichverteilte Zufallszahl generiert, mit deren Hilfe aus dem Vektor eine bestimmte
Zufallszahl gezogen wird. Diese gezogene Zahl wird einerseits dazu verwendet, in ei-
ner weiteren Ziehung aus dem Vektor der 32 Zufallszahlen auszuwéhlen, andererseits
stellt sie den Output des Verfahrens dar. Die durch die Ziehung entstandene , Liicke®
im Vektor wird durch eine Zufallszahl, berechnet nach der Iterationsvorschrift, wieder
aufgefiillt.

A.2 Normalverteilte Zufallszahlen

Fiir die Monte-Carlo-Simulation der Geometrischen Brownschen Bewegung werden
normalverteilte Zufallszahlen ben&tigt.

Normalverteilte Zufallsvariablen lassen sich mit Hilfe der sogenannten Koordina-
tentransformationsmethode (vgl. Honerkamp [58], S. 21) erzeugen. Dazu zieht man
zunéchst zwei Zufallszahlen (z1, 22), jeweils gleichverteilt in (0, 1]. Daraus bildet man

die beiden Werte

vV —=2Inw cos(2rza),
V=2Inxsin(2rs), (A.2)

die dann Realisierungen einer standardnormalverteilten Zufallsvariablen darstellen.
Man nennt diese Methode auch Boz-Miiller—Verfahren.

Y
Yo

A.3 Verwerfungsmethode

Zur Generierung von poissonverteilten Zufallszahlen fiir die Simulation der Sprung—
Ereignisse im Sprung-Diffusions—Prozess und von hyperbolisch verteilten Zufalls-
zahlen im hyperbolischen Modell wird die Verwerfungsmethode verwendet. Sie wird
zunéchst allgemein dargestellt (vgl. Honerkamp [58], S. 26 f. und Press et al. [95],
S. 281 ff.).

Ziel ist die Generierung einer Zufallszahl in einem Intervall [a, b], welche eine Reali-
sierung einer bestimmten Verteilung mit Dichte f(z) darstellt. Dazu verwendet man
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f(x)

Ca(x)

a N

a b X

Abbildung A.1: Grundidee der Verwerfungsmethode.

eine Dichtefunktion g(x), fiir welche sich Realisierungen leicht berechnen lassen und
fiir die im Intervall [a, b] mit einer Konstanten C' gilt (vgl. Abbildung A.1):

Cy(x) > f(x). (A.3)

Im Gebiet unterhalb der Funktion C' g(z) werden nun Paare von Zufallszahlen (g, yo)
nach folgender Vorschrift erzeugt:

1. Generiere eine Zufallszahl 2o geméss der Dichte g(z).
2. Generiere eine Zufallszahl yy gleichverteilt in [0, C g(zg)).

Dieses Paar (g, yo) wird akzeptiert, falls yo < f(xg), ansonsten muss ein neues Paar
erzeugt werden. Die auf diese Weise generierten Zufallszahlen o besitzen schliesslich
die gewlinschte Verteilung geméss der Dichte f(z).

A.3.1 Poissonverteilte Zufallszahlen

Sollen mit der Verwerfungsmethode poissonverteilte Zufallszahlen generiert werden,
stellt sich das Problem, dass es sich bei der Poisson—Verteilung um eine diskrete Ver-
teillung handelt. Ein Vergleich mit einer stetigen Verteilung ist daher zunéchst nicht
moglich. Die Idee besteht nun darin, die diskrete Verteilung zu einer stetigen Funktion
zu erweitern. Dazu wird der Wert der Wahrscheinlichkeitsfunktion an einer bestimm-
ten Stelle 7 auf das ganze Intervall von j bis j 4+ 1 ausgedehnt. Abbildung A.2 stellt
dieses Vorgehen graphisch dar. Man erhilt so eine stetige Funktion, die sich zur An-
wendung der Verwerfungsmethode eignet. Die erzeugten Zufallszahlen sind zunéchst
Elemente der reellen Zahlen und werden durch Abrunden auf die néchst kleinere
natiirliche Zahl zu Realisierungen einer diskreten Zufallsvariablen (vgl. Press et al.

[95], S. 283 .).
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f(x)

Ca(x)

f(x)

>
X

Abbildung A.2: Erweiterung einer diskreten zu einer stetigen Funktion zur An-

wendung der Verwerfungsmethode.

Numerical Recipes stellt mit der Routine ,poidev.c” einen Algorithmus bereit, der
poissonverteilte Zufallszahlen nach dem beschriebenen Verfahren erzeugt.

A.3.2 Hyperbolisch verteilte Zufallszahlen

Zur Erzeugung hyperbolisch verteilter Zufallszahlen wird als Hilfsverteilung g(«) fiir
die Verwerfungsmethode die Normalverteilung verwendet. Dabei ist vor allem darauf
zu achten, dass in den Enden der Verteilung die Dichte der gewdhlten Hilfsverteilung
multipliziert mit dem Faktor C' iiberhalb der Dichte der hyperbolischen Verteilung
liegt. Fiir die Implementierung der Verwerfungsmethode miissen in diesem Fall die
Parameter der Normalverteilung ¢ und o sowie der konstante Faktor C' angegeben

werden.



Anhang B

Annahmen iiber
Renditeverteilungen und
empirische Befunde

B.1 BDS-Statistiken

Die Nullhypothese von unabhéngig und identisch verteilten Renditen wird mit Hilfe
des BDS—Tests tiberpriift. In den nachfolgenden Tabellen sind die Werte der Test-
grossen, welche unter Hy asymptotisch standardnormalverteilt sind, sowie die Tester-
gebnisse dargestellt.
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Titel ROG
Periode 1989-1998 | 1989-1993 | 1994-1998
Beobachtungen n 2491 1243 1247

m )

2 0.5 0.3572 0.3353 0.1551
3 0.5 0.3795 0.3829 0.1610
4 0.5 0.2810 0.2836 0.1213
5 0.5 0.1786 0.1786 0.0877
2 1.0 0.66381 0.5920 0.3072
3 1.0 1.2458 1.1194 0.5684
4 1.0 1.6001 1.4131 0.7645
5 1.0 1.6828 1.4604 0.8338
2 1.5 0.5690 0.5570 0.2314
3 1.5 1.3849 1.2968 0.6197
4 1.5 2.1756* 1.9428 1.0711
5 1.5 2.7607** 2.3767* 1.4386
2 2.0 0.4210 0.4457 0.1474
3 2.0 1.0983 1.0754 0.4688
4 2.0 1.8150 1.6904 0.8686
5 2.0 2.4845* 2.2170* 1.2834

x signifikant bei o0 = 5%
xx signifikant bel o = 1%

B.2 (Q-Statistiken

Die Nullhypothese von verschwindenden Autokorrelationen der Renditen wird mit Hil-
fe der Q-Statistiken von Box—Pierce und Box—Ljung iiberpriift. Fiir die Berechnung
der Testgrossen wurden m = 15 Autokorrelationen beriicksichtigt. In den nachfol-
genden Tabellen sind die Werte der Testgrossen, welche unter Hg y2—verteilt mit m

Freiheitsgraden sind, sowie die Testergebnisse dargestellt.

SMI
Zeitraum Q-Statistik | r r? il
1989-1998 Box—Pierce | 22.4797 | 441.010** | 1347.30**
Box-Ljung 22.5661 | 442.425** | 1351.98**
1989-1993 Box—Pierce | 23.1473 | 55.5175** | 194.797**
Box-Ljung 23.3702 | 55.7463** | 195.832**
1994-1998 Box—Pierce | 21.3739 | 1206.42** | 1329.86**
Box-Ljung 21.5323 | 1215.08** | 1339.73**
x signifikant bei o = 5%
xx signifikant bel o = 1%
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ABBI
Zeitraum Q-Statistik | r r? il
1989-1998 Box-Pierce | 82.2259%* | 707.077** | 989.422**
Box-Ljung 82.4131%* | 709.793** | 992.931**
1989-1993 Box—Pierce | 38.6578** | 139.402** | 189.365™*
Box-Ljung 38.8446™* | 140.126** | 190.324**
1994-1998 Box—Pierce | 55.9773** | 563.354** | 935.785"*
Box-Ljung 56.2729** | 567.979** | 943.229**
x signifikant bei o = 5%
xx signifikant bel o = 1%
NESN
Zeitraum Q-Statistik ‘ r 2 il
1989-1998 Box-Pierce | 54.0561%* | 439.458** | 949.485**
Box-Ljung 54.2057** | 440.805** | 952.746**
1989-1993 Box—Pierce | 21.0448 56.7600** | 184.330**
Box-Ljung 21.2309 56.9902** | 185.440**
1994-1998 Box—Pierce | 50.7252** | 673.990** | 692.863**
Box-Ljung 51.0147** | 678.570** | 697.785**
x signifikant bei o = 5%
xx signifikant bel o = 1%
NOVN
Zeitraum Q-Statistik | r r? il
1989-1998 Box-Pierce | 15.1238 | 88.1844** | 284.472**
Box-Ljung 15.1879 88.3065%* | 285.252**
1989-1993 Box—Pierce | 9.87607 103.301** | 78.9959**
Box-Ljung 9.95396 103.563** | 79.2896**
1994-1998 Box—Pierce | 15.5672 16.2593 344.654**
Box-Ljung 15.6920 16.3581 347.033**

= signifikant bel o = 5%
xx signifikant bel o = 1%
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ROG
Zeitraum Q-Statistik | r r? il
1989-1998 Box—Pierce | 45.4832** | 298.971** | 519.409**
Box—Ljung 45.6401™* | 299.943** | 521.143**
1989-1993 Box—Pierce | 24.7741 169.697** | 253.524**
Box—Ljung 24.9811 170.779** | 254.946**
1994-1998 Box—Pierce | 34.6105 139.773** | 294.896**

Box-Ljung | 34.8136 140.748** | 297.212**

= signifikant bel o = 5%
xx signifikant bel o = 1%




Anhang C

Parameterschitzungen und

Testergebnisse fiir
Aktienrenditen

C.1 Tagesrenditen

In den nachfolgenden Tabellen sind die Ergebnisse der Parameterschiatzungen fiir die
einzelnen Modelle dargestellt. Die Nullhypothese von geméss einem bestimmten Mo-
dell verteilter Renditen wird mit verschiedenen Tests iiberpriift. , *“ bedeutet signi-
fikant bei Signifikanznivean o = 5%; ,,x*“ bedeutet signifikant bei Signifikanzniveau

a=1%.

257



258 Anhang C. Ergebnisse fiir Aktienrenditen

SMI 1-jahrig 5—jahrig 10—jdhrig
Modell 97 98 89-93 94-98 89-98
GBB i 0.001872 0.000451 0.000560 0.000696 0.000633
52 0.000154 0.000304 0.000108 0.000134 0.000121
Schiefe -0.481878 -0.218181 -1.438211 -0.255429 -0.751422
Kurtosis 4.166645 4.847729 21.325534 6.905310 12.707527
X27Test *% *% *k *k
KS—Test * *% *% *k *k
LQ-Test *% *k *k *% *%
SD B 0.004888 0.003076 0.000720 0.001436 0.001058
6]23 0.000053 0.000138 0.000053 0.000065 0.000058
iy -0.003434 -0.007944 -0.001767 -0.003270 -0.002600
63 0.000103 0.000452 0.000554 0.000295 0.000360
by 0.878352 0.330483 0.090512 0.226296 0.163667
x2—Test
HYP & 157.463259 | 101.866072 | 164.186660 | 136.684468 | 147.587797
5 0.011124 0.011802 0.004048 0.004376 0.003963
ﬁ -35.849655 -17.810864 -10.070848 -11.918593 -10.710101
i 0.006979 0.005523 0.001464 0.002210 0.001792
x2—Test * *%
SMI 2—jéhrig
Modell 89-90 ‘ 91-92 ‘ 93-94 ‘ 95-96 ‘ 97-98
GBB i -0.000117 0.000858 0.000427 0.000828 0.001197
52 0.000145 0.000097 0.000080 0.000055 0.000230
Schiefe -1.712059 -0.854481 -0.304072 0.210838 -0.346708
Kurtosis 21.792646 16.125369 3.378509 7.893820 5.208026
X27Test *% *% *k *k
KS—Test *x *x * *% *%
LQ-Test *% *% * *k *k
SD B 0.000045 0.000760 0.002009 0.001089 0.003280
6]23 0.000061 0.000049 0.000061 0.000035 0.000113
iy -0.001622 0.000979 -0.010500 -0.003046 -0.007356
63 0.000788 0.000445 0.000011 0.000218 0.000364
by 0.099922 0.100294 0.150607 0.085672 0.283197
x2—Test
HYP & 140.799701 | 172.924410 | 348.078188 | 237.386686 | 117.000831
5 0.003505 0.004473 0.020285 0.005075 0.009692
ﬁ -4.904548 -1.728433 -87.483387 | -22.189443 -22.523766
i 0.000446 0.001002 0.006888 0.001971 0.005982
x2—Test
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ABBI 1-jahrig 5—jahrig 10—jdhrig
Modell 97 98 89-93 94-98 89-98
GBB i 0.000620 -0.000520 0.000608 0.000383 0.000506
52 0.000305 0.000614 0.000225 0.000249 0.000238
Schiefe -1.474911 -0.391111 -0.353785 -0.786482 -0.587532
Kurtosis 11.149393 6.888112 8.222717 12.213275 10.442429
X27Test *% *% *% *k *k
KS—Test *% *% *% *k *k
LQ-Test *% *k *k *% *%
SD B 0.001740 0.000539 0.000605 0.005066 0.001029
6]23 0.000019 0.000341 0.000110 0.000077 0.000090
iy -0.000757 -0.009676 0.000019 -0.002900 -0.001753
63 0.000177 0.002413 0.000651 0.000397 0.000460
by 1.479589 0.109413 0.176212 0.387236 0.298258
x2—Test *%
HYP & n.v. n.v. 101.254883 96.787031 | 98.876826
5 n.v. n.v. 0.003478 0.001796 0.002872
ﬁ n.v. n.v. 2.732345 -7.722534 -2.772913
i n.v. n.v. 0.000030 0.002091 0.001109
x?—Test *%
ABBI 2—jéhrig
Modell 89-90 91-92 93-94 95-96 97-98
GBB 7 0.000730 -0.000075 0.000979 0.000846 0.000065
52 0.000298 0.000213 0.000134 0.000086 0.000459
Schiefe -0.312733 -0.435596 0.070094 -0.326911 -0.728726
Kurtosis 8.107511 6.839448 3.486414 4.252071 8.609178
X27Test *% *% *k *k
KS—Test *x *x * *% *%
LQ-Test *% *% * *k *k
SD 0B 0.000183 0.000425 -0.001171 0.001626 0.003283
6]23 0.000074 0.000116 0.000033 0.000060 0.000130
i 0.001123 -0.003050 0.000874 -0.004304 -0.005792
63 0.000438 0.000577 0.000041 0.000129 0.000512
by 0.486913 0.163883 2.459254 0.181136 0.555476
x2—Test
HYP & 85.801915 | 106.422687 | 211.493521 | 215.658648 | 68.569495
5 4.08e-11 0.005153 0.020443 0.010070 0.000228
ﬁ 2.684204 -1.046365 20.805155 -33.691438 -5.747719
7 4.90e-11 0.000139 -0.001780 0.003644 0.002529
x2—Test
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NESN 1-jahrig 5—jahrig 10—jdhrig
Modell 97 98 89-93 94-98 89-98
GBB it 0.001789 0.001193 0.000607 0.000745 0.000678
&2 0.000155 0.000380 0.000118 0.000164 0.000141
Schiefe -0.086636 -0.407469 -0.816198 -0.258011 -0.470657
Kurtosis 4.120717 3.757916 13.770437 5.642890 8.630182
x2—Test *% *% *%
KS—Test *% *% *%
LQ-Test *% *% *k
SD B 0.002229 0.004077 0.000650 0.000885 0.000745
6% 0.000105 0.000023 0.000069 0.000085 0.000074
iy -0.002270 -0.088408 -0.000588 -0.000613 -0.000420
52 0.000253 0.000377 0.000645 0.000350 0.000412
A 0.193924 0.343062 0.073556 0.227198 0.158480
x2—Test *% *%
HYP & 164.156098 | 109.503886 | 134.985117 | 123.410957 n.v.
5 0.015347 0.023474 2.11e-11 0.005790 n.v.
8 -3.576932 -21.766382 5.519311 1.467076 n.v.
it 0.002337 0.008994 2.30e-11 0.000509 n.v.
x?—Test *% *
NESN 2—jéhrig
Modell 89-90 ‘ 91-92 ‘ 93-94 ‘ 95-96 ‘ 97-98
GBB i 0.000142 0.001134 0.000242 0.000419 0.001533
&2 0.000157 0.000079 0.000133 0.000068 0.000268
Schiefe -1.166177 -0.098811 -0.058707 -0.177606 -0.389290
Kurtosis 15.303194 11.856542 3.697147 5.001036 4.500428
x2—Test *% *% *%
KS—Test *% *% * *k
LQ-Test *% *% *% *%
SD i 0.000246 0.000875 0.000442 0.000528 0.002810
6% 0.000066 0.000048 0.000112 0.000047 0.000142
fr -0.000765 0.003959 -0.002883 -0.000846 -0.004073
52 0.000631 0.000443 0.000314 0.000162 0.000389
A 0.135930 0.065358 0.062213 0.128804 0.313539
x2—Test * *
HYP & 123.454603 | 179.531096 | 240.882081 | 219.960842 | 110.021232
5 1.23e-10 0.002746 0.025280 0.007275 0.013288
8 1.085191 19.001919 6.907636 -0.461783 -11.583924
i -2.88e-11 -0.000221 -0.000668 0.000450 0.004545
x2—Test
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NOVN 1-jahrig 5—jahrig 10—jdhrig
Modell 97 98 89-93 94-98 89-98
GBB 7 0.002039 0.000500 0.000729 0.000994 0.000863
52 0.000285 0.000349 0.000237 0.000228 0.000233
Schiefe -0.043644 0.005604 -1.321936 1.259220 -0.068256
Kurtosis 4.078810 4.826793 24.295154 19.759430 22.181096
X27Test * *% *% *k
KS—Test *% *k *%
LQ-Test n.v. *% *k *%
SD 0B 0.001726 n.v. 0.000642 0.000850 0.000854
6]23 0.000201 n.v. 0.000076 0.000122 0.000093
i 0.001749 n.v. 0.000218 0.000851 0.000026
63 0.000464 n.v. 0.000343 0.000549 0.000380
by 0.178992 n.v. 0.399214 0.169892 0.318972
x2—Test *
HYP & n.v. 100.346085 | 97.594541 | 106.532131 | 103.277572
5 n.v. 0.017242 6.73e-11 0.005845 0.004112
ﬁ n.v. -11.058928 3.467180 -0.902861 -0.416199
7 n.v. 0.004238 -5.78e-11 0.001183 0.000950
x?—Test *%
NOVN 2—jéhrig
Modell 89-90 ‘ 91-92 ‘ 93-94 ‘ 95-96 ‘ 97-98
GBB 7 -0.000087 0.001214 0.000244 0.001629 0.001299
52 0.000319 0.000208 0.000148 0.000173 0.000317
Schiefe -1.838836 -0.384167 -0.152836 4.805584 -0.032250
Kurtosis 28.463202 11.089715 3.948755 68.346210 4.570538
x2—Test *% *% * *%
KS—Test *% *% *% *k
LQ-Test *% *% n.v. *% n.v.
SD 0B 0.000361 -0.000356 n.v. 0.001423 n.v.
6]23 0.000081 0.000046 n.v. 0.000065 n.v.
i -0.001052 0.002083 n.v. 0.001438 n.v.
63 0.000440 0.000193 n.v. 0.000511 n.v.
by 0.426227 0.754106 n.v. 0.143060 n.v.
x2—Test
HYP & 88.246430 | 101.045150 | 152.556977 | 135.319509 n.v.
5 5.90e-10 2.05e-11 0.011654 0.003293 n.v.
ﬁ -0.341329 6.177009 -12.239243 8.868669 n.v.
7 5.03e-10 2.27e-11 0.002049 0.000541 n.v.
x2—Test
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ROG 1-jahrig 5—jahrig 10—jdhrig
Modell 97 98 89-93 94-98 89-98
GBB i 0.001303 0.000561 0.001325 0.000810 0.001086
&2 0.000241 0.000251 0.000171 0.000166 0.000169
Schiefe 0.056055 -0.072057 -1.041412 -0.151905 -0.607247
Kurtosis 4.309097 3.133058 13.035266 4.732844 8.998945
X27Test *% *% *k
KS—Test *% *k *%
LQ-Test n.v. *% n.v. *%
SD i 0.001176 n.v. 0.001796 n.v. 0.001662
6% 0.000194 n.v. 0.000061 n.v. 0.000071
fr 0.002080 n.v. -0.001677 n.v. -0.001672
52 0.000766 n.v. 0.000358 n.v. 0.000259
A 0.061260 n.v. 0.280783 n.v. 0.355360
x2—Test *% *%
HYP & 152.197345 | 255.069761 | 114.347518 | 132.636963 | 119.716383
5 0.025693 0.057177 4.19e-12 0.009127 0.004430
8 -8.691619 -20.226760 8.616394 -9.606200 -4.310918
i 0.003367 0.005586 -7.32e-13 0.002394 0.001762
x2—Test *% *%
ROG 2—jéhrig
Modell 89-90 ‘ 91-92 ‘ 93-94 ‘ 95-96 ‘ 97-98
GBB it 0.000840 0.001644 0.000834 0.001053 0.000982
&2 0.000235 0.000149 0.000145 0.000072 0.000246
Schiefe -1.175478 -0.698650 -0.528843 -0.230279 -0.015521
Kurtosis 11.790082 12.949142 4.871507 4.846335 3.704146
x2—Test *% *% *%
KS—Test *% *% *% *k
LQ-Test *% *% n.v. *%
SD B 0.001722 0.001615 n.v. 0.001932 0.001068
6% 0.000069 0.000069 n.v. 0.000035 0.000204
iy -0.002159 0.000212 n.v. -0.001561 -0.001011
52 0.000361 0.000554 n.v. 0.000063 0.000400
A 0.408424 0.138444 n.v. 0.562988 0.103938
x2—Test
HYP & 97.602743 | 122.451089 | 128.265918 | 215.889129 | 170.061494
5 2.49e-10 3.37e-11 0.004972 0.007504 0.032299
8 4.002366 12.204579 -8.699459 -21.148542 -8.427376
it 2.80e-10 1.83e-11 0.002102 0.002547 0.003020
x?—Test *% *
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C.2 Zehntagesrenditen

Die Nullhypothese, dass Zehntagesrenditen normalverteilt sind, wird mit Hilfe ei-
nes y?—Anpassungstests iiberpriift. In nachfolgender Tabelle sind die entsprechenden

Testresultate dargestellt.

Zeitraum

SMI

ABBI

CSN

NESN

NOVN

ROG

1997

1998

1989-1990
1991-1992
1993-1994
1995-1996
1997-1998
1989-1993
1994-1998
1989-1998

% %
% %
% %
% %

% %
% %
% %
% %
% %

% %

% %
% %
% %
% %

% %
% %

% %
% %
% %
% %
% %
% %
% %

% %
% %
% %
% %

% %

% %
% %

% %
% %

% %
% %
% %

x signifikant bel o = 5%
xx signifikant bel o = 1%
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Anhang D

Ergebnisse der Uberpriifung
der Optionsmodelle

In den nachfolgenden Tabellen sind die mittleren relativen Abweichungen zwi-
schen Marktpreisen und theoretischen Optionspreisen der Optionen fiir verschiedene
Ausiibungsverhiltnisse S/ K und Restlaufzeiten 7 aufgefithrt. Fett gedruckt ist jeweils
die Zahl, welche die geringste Abweichung darstellt. Negative Abweichungen stellen
eine Uberbewertung durch einen theoretischen Optionspreis dar.
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ABBI Januar bis Juli 1998
S/K T GBB SD HYP M
S/K <085 41 bis 80 0.261722 0.373806 0.409366 5
81 bis 120 0.510114 0.572873 0.603540 1
> 161 0.266724 0.353783 0.360030 9
0.85 < S/K <095 1 bis 10 0.528551 0.596025 0.601848 10
11 bis 20 0.100222 0.200718 0.252833 17
21 bis 40 0.134660 0.212037 0.258559 56
41 bis 80 0.171311 0.237000 0.271574 55
81 bis 120 0.203575 0.257306 0.287455 10
120 bis 160 0.184156 0.226163 0.248040 2
> 160 0.140602 0.222928 0.235146 8
0.95 < S/K <1.00 1 bis 10 -0.091487 0.003452 0.042106 43
11 bis 20 -0.005305 0.055460 0.092385 51
21 bis 40 0.060334 0.107629 0.139491 80
41 bis 80 0.097263 0.139072 0.161888 29
81 bis 120 0.065389 0.102996 0.131442 8
121 bis 160 0.198442 0.224992 0.262133 1
> 160 0.112426 0.151906 0.171965 5
1.00< S/K < 1.05 1 bis 10 -0.012758 | 0.004075 0.020985 | 38
11 bis 20 -0.021371 | 0.002094 0.020175 | 28
21 bis 40 0.031438 0.055912 0.077860 19
41 bis 80 0.055548 0.080282 0.097080 11
81 bis 120 0.058758 0.088132 0.108685 5
1.05 < S/K <115 1 bis 10 0.009192 0.009883 0.011909 26
11 bis 20 0.014382 0.018842 0.022856 15
21 bis 40 0.021081 0.027419 0.033043 16
41 bis 80 0.038812 0.051070 0.059928 8
> 160 0.072729 0.098095 0.120330 1
1.15 < S/K 1 bis 10 -0.003108 | -0.002958 | -0.003094 | 11
11 bis 20 -0.005351 | -0.005355 | -0.005306 | 6
21 bis 40 0.002809 0.003646 0.005108 7
41 bis 80 0.035174 0.038470 0.041118 1
81 bis 120 0.018743 0.025143 0.031897 2
> 160 0.015049 0.019862 0.023132 3
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ABBI August bis Dezember 1998
S/K T GBB SD HYP M
5/K < 0.85 11 bis 20 0.890969 | 0.869136 | 0.906599 | 8
21 bis 40 | 0.749690 | 0.753268 | 0.804037 | 9
41 bis 80 | 0.686878 | 0.730829 | 0.761011 | 19
81 bis 120 | 0.515921 | 0.598122 | 0.602654 | 25
121 bis 160 | 0.725271 | 0.756868 | 0.800346 | 2
0.85 < S§/K < 0.95 1 bis 10 0.474281 | 0.322332 | 0.467505 | 5
11bis 20 | 0.441111 | 0.458341 | 0.505598 | 27
21 bis 40 | 0.360717 | 0.401526 | 0.438295 | 41
41 bis 80 | 0.315631 | 0.351370 | 0.387090 | 39
81 bis 120 | 0.237389 | 0.300086 | 0.309118 | 9
0.95 < /K < 1.00 1 bis 10 0.196041 | 0.268576 | 0.288127 | 23
11 bis 20 | 0.233410 | 0.264849 | 0.292497 | 20
21 bis 40 | 0.233811 | 0.270244 | 0.287359 | 21
41 bis 80 | 0.263921 | 0.288987 | 0.314584 | 11
81 bis 120 | 0.242700 | 0.272150 | 0.293348 | 4
1.00 < S/K < 1.05 1 bis 10 0.048638 | 0.073865 | 0.083867 | 11
11 bis 20 | 0.186972 | 0.208570 | 0.222400 | 14
21 bis 40 | 0.127927 | 0.160527 | 0.172186 | 9
41 bis 80 | 0.200319 | 0.222991 | 0.229065 | 3
81 bis 120 | 0.158252 | 0.202507 | 0.209049 | 2
1.05 < S/K < 1.15 1 bis 10 0.006948 | 0.008330 | 0.009180 | 6
11 bis 20 | 0.101106 | 0.108808 | 0.115191 | 4
21 bis 40 | 0.086739 | 0.106295 | 0.110575 | 6
41 bis 80 | 0.087569 | 0.116155 | 0.123012 | 2
81 bis 120 | 0.130989 | 0.155241 | 0.157857 | 2
1.15 < S/K 81 bis 120 | 0.102487 | 0.118727 | 0.115997 | 1
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NESN Januar bis Juli 1998
S/K T GBB SD HYP M
S/K <085 11 bis 20 0.915108 0.890420 0.908117 1
81 bis 120 0.388038 0.386789 0.399381 1
121 bis 160 0.233348 0.225326 0.322184 1
> 160 0.207259 0.208324 0.235369 11
0.85 < S/K < 0.95 1 bis 10 0.553654 0.474424 0.580928 5
11 bis 20 0.192722 0.177194 0.222753 30
21 bis 40 0.102497 0.101884 0.133794 28
41 bis 80 0.155267 0.151534 0.185968 27
81 bis 120 0.189014 0.186441 0.220045 9
121 bis 160 0.221320 0.217172 0.272539 14
> 160 0.192219 0.194091 0.209723 27
0.95 < S/K < 1.00 1 bis 10 -0.146774 -0.142892 -0.112768 59
11 bis 20 -0.108721 -0.106113 -0.077426 64
21 bis 40 -0.002412 0.000180 0.020485 102
41 bis 80 0.040327 0.041642 0.064809 63
81 bis 120 0.119042 0.117795 0.148753 7
121 bis 160 0.189459 0.189364 0.216192 6
> 160 0.153105 0.154747 0.164062 4
1.00< S/K <1.05 1 bis 10 -0.008219 -0.005718 -0.000886 57
11 bis 20 -0.025738 -0.024746 -0.019119 33
21 bis 40 0.018149 0.019420 0.029305 50
41 bis 80 0.062762 0.063594 0.074966 25
81 bis 120 0.083548 0.083795 0.108013 3
121 bis 160 0.137307 0.138385 0.143684 10
1.05 < S/K <1.15 1 bis 10 -0.002822 -0.002948 -0.002693 36
11 bis 20 -0.001160 -0.001540 -0.000246 21
21 bis 40 0.016348 0.016343 0.018554 24
41 bis 80 0.030585 0.030642 0.034346 19
81 bis 120 0.112499 0.113893 0.115122 1
121 bis 160 0.081622 0.082830 0.096957 3
> 160 0.094163 0.094635 0.100437 6
1.15 < S/K 1 bis 10 0.009961 0.009978 0.009957 22
11 bis 20 -0.006451 -0.006464 -0.006454 8
21 bis 40 -0.001163 -0.001192 -0.000949 8
41 bis 80 -0.004208 -0.004338 -0.004160 13
81 bis 120 0.004960 0.005173 0.005269 1
121 bis 160 0.017829 0.018146 0.019386 2
> 160 0.043704 0.043565 0.044831 4
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NESN August bis Dezember 1998
S/K T GBB SD HYP M
S/K <0.85 1 bis 10 0.998986 0.996550 0.997479 2
21 bis 40 0.701005 0.703098 0.717429 11
41 bis 80 0.505181 0.517712 0.557055 16
81 bis 120 0.452618 0.451897 0.459515 10
121 bis 160 0.426747 0.420947 0.426410 1
> 160 -0.082236 -0.074159 0.012531 1
0.85< S/K < 0.95 1 bis 10 0.692108 0.688137 0.711712 24
11 bis 20 0.337587 0.358005 0.379367 47
21 bis 40 0.303106 0.313003 0.334847 73
41 bis 80 0.327386 0.333121 0.355864 90
81 bis 120 0.227378 0.230147 0.245656 27
121 bis 160 0.391087 0.389665 0.397290 3
0.95< S/K < 1.00 1 bis 10 0.171937 0.187883 0.199170 34
11 bis 20 0.179943 0.186384 0.205856 47
21 bis 40 0.217675 0.219911 0.233317 62
41 bis 80 0.280194 0.280746 0.291389 30
81 bis 120 0.227485 0.227160 0.234627 7
121 bis 160 0.185059 0.185653 0.203633 1
1.00< S/K < 1.05 1 bis 10 0.017757 0.017090 0.025676 20
11 bis 20 0.087646 0.087905 0.098043 27
21 bis 40 0.169009 0.169411 0.175924 22
41 bis 80 0.231212 0.231053 0.244423 13
81 bis 120 0.140307 0.140601 0.145841 4
1.05< S/K <1.15 1 bis 10 0.003436 0.002244 0.003376 8
11 bis 20 0.035829 0.033489 0.040156 9
21 bis 40 0.072768 0.071574 0.076438 12
41 bis 80 0.133033 0.132349 0.139116 11
81 bis 120 0.136793 0.137156 0.137001 1
1.15 < S5/K 1 bis 10 0.001389 0.001389 0.001389 2
11 bis 20 -0.033155 -0.033646 -0.033128 2
21 bis 40 0.132513 0.130938 0.134810 1
41 bis 80 0.062823 0.062014 0.066235 3
81 bis 120 0.068763 0.068082 0.070008 3
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NOVN Januar bis Juli 1998

S/K T GBB SD HYP M
S/K <085 11 bis 20 0.604446 0.532947 0.562842 1
21 bis 40 0.653889 0.621102 0.660697 2

41 bis 80 0.216422 0.195721 0.244954 2

121 bis 160 0.282885 0.281077 0.300250 10

> 160 0.089627 0.087196 0.113585 21

0.85 < S/K < 0.95 1 bis 10 0.205069 0.052698 0.182045 36
11 bis 20 -0.169323 -0.190774 -0.150333 50

21 bis 40 -0.065461 -0.069773 -0.038103 98

41 bis 80 0.045290 0.045355 0.063452 89

81 bis 120 0.159864 0.160530 0.169198 32

121 bis 160 0.171048 0.171161 0.185907 16

> 160 0.138374 0.138374 0.155722 21

0.95 < S/K < 1.00 1 bis 10 -0.184778 -0.195154 -0.158967 88
11 bis 20 -0.257256 -0.251416 -0.237106 76
21 bis 40 -0.087986 -0.084890 -0.069983 115

41 bis 80 0.033465 0.035120 0.047989 87

81 bis 120 0.121184 0.121729 0.128732 12

121 bis 160 0.168603 0.169183 0.178919 2

> 160 0.090561 0.090717 0.099889 6

1.00< S/K <1.05 1 bis 10 -0.004184 0.000988 0.002098 60
11 bis 20 -0.053383 -0.049144 -0.045502 51

21 bis 40 -0.010109 -0.007441 -0.001311 69

41 bis 80 0.044237 0.045938 0.053506 34

81 bis 120 0.075265 0.075930 0.084244 2

121 bis 160 0.096170 0.096924 0.105488 1

> 160 0.098894 0.099711 0.105723 3

1.05 < S/K <1.15 1 bis 10 0.012281 0.011993 0.005607 42
11 bis 20 0.001814 0.002745 0.003605 30

21 bis 40 0.002245 0.003635 0.006437 28

41 bis 80 0.048186 0.049366 0.053430 14

81 bis 120 0.082873 0.083579 0.086266 7

121 bis 160 0.086351 0.086818 0.090715 1

> 160 0.041809 0.042623 0.047906 6

1.15 < S/K 1 bis 10 -0.009652 | -0.009652 | -0.009649 | 5
11 bis 20 | -0.139473 | -0.139540 | -0.139526 3

21 bis 40 0.056682 0.056696 0.056640 1

> 160 0.023836 0.024146 0.025878 7




Anhang D. Ergebnisse fiir Optionsmodelle 271

NOVN August bis Dezember 1998

S/K T GBB SD HYP M

S/K <0.85 1 bis 10 0.996165 0.996679 0.996525 3
11 bis 20 0.937406 0.947013 0.950205 3
21 bis 40 0.632463 0.650392 0.677182 4

41 bis 80 0.623260 0.646992 0.676884 24
81 bis 120 0.550785 0.563647 0.594261 12

0.85< S/K <0.95 1 bis 10 0.468130 0.471272 0.493375 15
11 bis 20 0.419407 0.446608 0.466499 42
21 bis 40 0.277044 0.290619 0.312779 86
41 bis 80 0.282196 0.291951 0.317470 123
81 bis 120 0.262762 0.268587 0.293712 33

121 bis 160 | 0.328873 0.334231 0.359990 3
> 160 0.192345 0.194476 0.215917 3
0.95< S/K < 1.00 1 bis 10 -0.036809 0.002340 0.006581 48

11 bis 20 0.132218 0.145167 0.164053 56
21 bis 40 0.131281 0.138488 0.156931 83
41 bis 80 0.173614 0.178138 0.197665 59
81 bis 120 0.162778 0.165483 0.181910 16

1.00< S/K <1.05 1 bis 10 -0.057399 -0.056593 | -0.049144 29
11 bis 20 0.087143 0.090123 0.101189 33
21 bis 40 0.108329 0.110321 0.121807 44
41 bis 80 0.116198 0.117625 0.130987 20

81 bis 120 0.137036 0.138644 0.150821 6
121 bis 160 | 0.196785 0.197970 0.214513 2
1.05< S/K <1.15 1 bis 10 -0.087140 -0.088975 -0.087008 15

11 bis 20 0.047203 0.045491 0.050085 21
21 bis 40 0.078635 0.077932 0.083478 29
41 bis 80 0.088622 0.088404 0.096590 11
81 bis 120 -0.222357 -0.221796 -0.208846 5

1.15 < S5/K 1 bis 10 0.013167 | 0.013167 0.013168 1
11 bis 20 0.015210 0.014805 0.015368 5
21 bis 40 0.025591 0.025054 0.026254 4
41 bis 80 0.015683 0.015114 0.017491 4
81 bis 120 0.059483 0.058954 0.062498 4
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ROG Januar bis Juli 1998
S/K T GBB HYP M
S/K <0385 1 bis 10 0.999976 0.999874

1

11 bis 20 0.893652 0.937971 2

21 bis 40 0.820558 0.881819 3

41 bis 80 0.580635 0.822237 2

121 bis 160 | 0.543911 0.651691
> 160 0.517888 0.684054

0.85< S/K < 0.95 1 bis 10 0.742257 0.687347 24
11 bis 20 0.321909 0.486232 40

21 bis 40 0.320847 0.438237 46

41 bis 80 0.279873 0.424992 47

81 bis 120 0.324129 0.422786 21
121 bis 160 | 0.362741 0.446595 21
> 160 0.222216 0.337325 38

0.95< S/K < 1.00 1 bis 10 0.121842 0.267551 104
11 bis 20 0.057451 0.172646 103

21 bis 40 0.100790 0.185465 135
41 bis 80 0.163887 0.226627 83
81 bis 120 0.138872 0.214640 19
121 bis 160 | 0.277903 0.407764 8

> 160 0.146500 0.241203 18

1.00< S/K < 1.05 1 bis 10 0.001341 0.041796 50
11 bis 20 0.019618 0.068219 33

21 bis 40 0.057213 0.108818 54

41 bis 80 0.109458 0.160847 24

81 bis 120 0.182703 0.259718 1
121 bis 160 | 0.202064 0.250220 4
0

> 160 .118187 0.184248 12

1.05< S/K <1.15 1 bis 10 0.009595 0.010540 21
11 bis 20 0.006554 0.013641 17

21 bis 40 0.027934 0.039980 17

41 bis 80 0.038644 0.061341 6

81 bis 120 0.182466 0.238029 1
121 bis 160 | 0.132297 0.153680 1
> 160 0.077929 0.126990 11

—
o

1.15 < S5/K 1 bis 10 0.001025 0.001028
11 bis 20 0.018458 0.018673
21 bis 40 0.017115 0.018822
41 bis 80 0.025274 0.025274

> 160 0.024527 0.043303

D= DN
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ROG August bis Dezember 1998
S/K T GBB HYP M
S/K <0.85 41 bis 80 0.778932 0.900847 17
81 bis 120 0.606327 0.778966 4
0.85< S/K <0.95 1 bis 10 0.392264 0.483475 4
11 bis 20 0.544517 0.652903 40
21 bis 40 0.445576 0.546483 68
41 bis 80 0.439371 0.546720 93
81 bis 120 0.376388 0.488055 27
> 160 0.280213 0.292724 1
0.95< S/K < 1.00 1 bis 10 0.225031 0.313644 71
11 bis 20 0.231520 0.305800 94
21 bis 40 0.285952 0.367352 152
41 bis 80 0.294657 0.358152 79
81 bis 120 0.256302 0.336177 18
> 160 0.222050 0.239464 1
1.00< S5/K <1.05 1 bis 10 0.089041 0.118437 43
11 bis 20 0.118023 0.149304 38
21 bis 40 0.194457 0.242929 45
41 bis 80 0.191893 0.244056 35
81 bis 120 0.175851 0.265777 4
1.05< S/K <1.15 1 bis 10 0.006957 0.008364 7
11 bis 20 0.046222 0.051668 11
21 bis 40 0.098333 0.111947 15
41 bis 80 0.122443 0.135604 5
81 bis 120 0.137834 0.156969 2
> 160 0.149782 0.155176 1
1.15 < S/K 1 bis 10 | -0.027565 | -0.027567 1
11 bis 20 | -0.006604 | -0.006575 | 1
21 bis 40 0.008815 0.011171 5
41 bis 80 0.087791 0.099883 1
81 bis 120 0.091469 0.107589 2
> 160 0.114484 0.118008 1
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Anhang E

Value—at—Risk—Schitzungen
und Backtesting

In den nachfolgenden Tabellen sind die Ergebnisse der Value—at—Risk—Schatzungen
und des Backtesting fiir verschiedene Aktien im Jahr 1998 aufgefiihrt. Der Value—at—
Risk—Schatzung liegen ein— und zehntagige Halteperioden sowie p—~Werte von 1% und
5% zugrunde. Als Kriterien beim Backtesting werden binire Verlustfunktion, relative
Uberschreitungshohen und das aus Uberschreitungszahlen und Uberschreitungshéhen
gebildete kombinierte Kriterium eingesetzt. Bei der bindren Verlustfunktion kann die
Nullhypothese, dass die Value—at—Risk—Schéatzungen auf Basis eines genauen vorge-
nommen wurden, iiberpriift werden. Dazu dient der Likelihood—Ratio—Test nach Ku-
piec.
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Anhang F

Beigelegte Software

Insgesamt sind dieser Arbeit fiinf Programme auf Diskette beigelegt. Mit ihrer Hil-
fe wurde ein Grossteil der empirischen Untersuchungen durchgefiithrt. Programmiert
sind sie in der Programmiersprache C auf einem C4++4 Compiler der Firma Borland,
wobei Routinen von Numerical Recipes [95] eingebunden wurden, um mathematische
Teilprobleme zu 16sen. Die ausfiihrbaren Programme finden sich im Ordner , Ausfiihr-
bare Programme®, wobei diese erst noch dekomprimiert werden miissen.

Bei der Programmierung wurde auf ein hohes Mass an Benutzerfreundlichkeit zu-
gunsten einer moglichst fehlerfreien und stabilen Implementierung der Algorithmen
verzichtet. Die Programme werden daher in MS—-DOS-Fenstern ausgefiihrt.

Nachfolgend werden einige eher allgemeine Ausfiihrungen zu den einzelnen Program-
men gegeben. Details sind den Programmen jeweils in einer Datei im Postscript— und
im PDF-Format beigefiigt.

Das Programm ,iafm“ dient zur Analyse von Annahmen iiber Renditeverteilungen.
Intergriert ist der BDS—Test, der Recurrence Plot, eine Routine zur Schiatzung der Au-
tokorrelationsfunktion, Q—Statistiken nach Box—Pierce und Box—Ljung, eine Routine
zur Schitzung der Excessfunktion sowie die Moglichkeit zur Erstellung einer Com-
pass Rose. Der BDS—Test wird vom Programm als externe Routine aufgerufen, die
von Dechert zur Verfiigung gestellt wird:

W. D. Dechert
Departement of Economics
University of Houston/USA

http://dechert.econ.uh.edu/sottwarg

Im Ordner ,iafm“ finden sich die entsprechenden Dateien. Details sind der Datel
Hlafm.ps® respektive ,iafm.pdf zu entnehmen.
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Das Programm , est2“ dient in erster Linie zur Behandlung der drei ausgew&hlten Mo-
delle, das heisst der Geometrischen Brownschen Bewegung, des Sprung-Diffusions—
Prozess und des hyperbolischen Modells. So sind fiir die einzelnen Modelle Routinen
zur Parameterschiatzung, zur Berechnung der Dichtefunktionen der Renditen und de-
ren graphischen Darstellung, statistische Tests wie Kolmogorov—Smirnov—Test, y?-
Anpassungstest und Likelihood-Quotienten—Test zur Uberpriifung von Verteilungs-
hypothesen und schliesslich Algorithmen zur parametrischen Schitzung von Quan-
tilen und Lower—Partial-Moments integriert. Die Parameterschdtzung beim Sprung—
Diffusions—Prozess wird mit Hilfe des Newton—-Raphson—Verfahrens durchgefiihrt. Zur
Schitzung der Parameter im hyperbolischen Modell wird eine externe Routine aufge-
rufen, die von Blaesild und Sgrensen [12] zur Verfiigung gestellt wird.

P. Blaesild, M. Sgrensen
Departement of Theoretical Statistics
Insitute of Mathematics
University of Aarhus/DK
Itp://imt.au.dk/pub/dist /hyperbolid

Dariiber hinaus bietet das Programm die Moglichkeit zur Schétzung von Quantilen
und Lower—Partial-Moments auf der Basis geordneter Stichproben und auf der Basis
von Histogrammen.

Im Ordner ,est2“ finden sich die entsprechenden Dateien. Details sind der Datei
,est2.ps® respektive ,est2.pdf“ zu entnehmen.

Kerndichteschdtzungen kénnen mit dem Programm ,kernel“ vorgenommen werden.
Die Funktionsweise richtet sich dabei nach den in Abschnitt 7.3 geschilderten Schrit-
ten. Dariiber hinaus sind Routinen implementiert, die eine Schatzung von Quantilen
und Lower—Partial-Moments auf Basis der geschitzten Dichte zulassen. Im Ordner
wkernel“ finden sich die entsprechenden Dateien. Details sind der Datei , kernel.ps®
respektive , kernel.pdf* zu entnehmen.

Eine Monte-Carlo-Simulation der Geometrischen Brownschen Bewegung, des
Sprung-Diffusions—Prozesses und des hyperbolischen Modell ist mit dem Programm
,mc“ moglich. Die Parameterschdtzungen miissen dabei als externe Files ins Pro-
gramm eingelesen werden. Als Ausgabe liefert die Routine Quantil- und Lower—
Partial-Moment—Schétzungen sowie Schitzungen fiir den Erwartungswert derjenigen
Renditen, welche die Quantilschdtzungen unterschreiten. Im Ordner ,,mc® finden sich
die entsprechenden Dateien. Details sind der Datei ,mc.ps® respektive ,,mc.pdf“ zu
entnehmen.

Mit dem Programm ,option“ lassen sich schliesslich theoretische Optionspreise eu-
ropéischer Call-Optionen in den drei Modellen berechnen. Eine Eingabe verschiede-
ner Restlaufzeiten und Ausiibungsverhéltnisse ist dabei moglich. Im Ordner ,,option®
finden sich die entsprechenden Dateien. Details sind der Datei ,,option.ps“ respektive
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,option.pdf” zu entnehmen.

Als Graphik—Routine wird ,,gnuplot® von den einzelnen Programmen im Bedarfsfall
aufgerufen. Eine Ausgabe der Graphiken auf einen Drucker ist somit ebenfalls méglich.
Mit dem Befehl , exit* gelangt man anschliessend wieder zum Hauptprogramm zuriick.
Bei dieser Graphik—Routine handelt es sich um ein Public-Domain—Produkt, welches
in der Regel auf ftp—Servern von Universitdten zu finden ist. Auf der beigelegten Dis-
kette befindet sich mit der Datei ,,gnuplot32.zip“ eine komprimierte Version dieses
Programms.

Kursdaten werden im Format
TT.MM.JJ Kurswert

eingelesen, wobel anschliessend in logarithmische Renditen umgerechnet wird, Rendi-
tedaten werden im Format

Idf. Nr.  Rendite

eingelesen. Ausgaben in Dateien erfolgen im Text—Format mit Tabulatorabstdnden
als Spaltenabgrenzung. Dadurch wird eine Weiterverarbeitung in Standardsoftware
moglich.
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