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Einleitung

Problemstellung

Zur Quanti�zierung von Marktrisiken ist ein geeignetes Risikomass zu bestimmen�
Solche Masse stellen Kenngr�ossen einer Renditeverteilung oder einer Verteilung von
Gewinnen und Verlusten dar� Empirisch ergeben sich Risikomasse als Sch�atzung die�
ser Kenngr�ossen einer Verteilung�

Bei der parametrischen Sch�atzung von Risikomassen zur Quanti�zierung von Mark�
trisiken sind zun�achst Hypothesen �uber Verteilungen von Renditen oder Gewinn�
und Verlustfunktionen zu bilden� Solche Hypothesen �uber Verteilungsmodelle werden
zum einen aufgrund von allgemeinen Annahmen �uber Finanzmarktdaten aufgestellt�
zum anderen enthalten sie jeweils noch modellspezi�sche Annahmen� Einen Spezialfall
stellen implizite Modelle dar� bei denen keine explizite Wahl eines Verteilungsmodells
vorgenommen wird� Vielmehr werden in diesem Fall die Kenngr�ossen� welche das
Marktrisiko quanti�zieren sollen� direkt auf Grundlage einer Stichprobe historischer
Daten gesch�atzt� Bei der Wahl eines expliziten Verteilungsmodells m�ussen dagegen
zun�achst die Verteilungsparameter auf Grundlage dieser Stichprobe gesch�atzt werden�
bevor eine Kenngr�osse als Risikomass gesch�atzt werden kann� Aber auch eine implizi�
te Modellbildung kommt nicht ohne Annahmen aus� So wird in der Regel unterstellt�
dass die Elemente der Stichprobe unabh�angig und identisch verteilt sind�

In einem Risikomanagementsystem lassen sich drei Risikoarten identi�zieren� Mo�
dellrisiko� Parameterrisiko und Sch�atzrisiko� Beim Modellrisiko handelt es sich um
m�ogliche Fehler bei der Modellierung des Untersuchungsgegenstandes� also zum Bei�
spiel um

�
schlechte� Modelle f�ur die Verteilung von Aktienrenditen oder

�
falsche�

Annahmen �uber die zeitliche Entwicklung von Marktpreisen�

Das Parameterrisiko besteht darin� dass ein Mass f�ur die Risikomessung verwendet
wird� welches das in einer Verteilung enthaltene Risiko unter Umst�anden nicht erfasst�
Es geht also zum Beispiel um die Frage� ob sich der Value�at�Risk als Risikomass
eignet� insbesondere auch dann� wenn auf Grundlage dieses Masses Eigenkapitalallo�
kationen vorzunehmen sind�

�
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Die gew�ahlte Risikokennzahl ist schliesslich auf Grundlage einer empirischen Rendi�
teverteilung zu sch�atzen� Der Fehler zwischen der Sch�atzung und dem

�
wahren� Wert

des Risikomasses stellt dann das Sch�atzrisiko dar�

Im Mittelpunkt der vorliegenden Arbeit steht eine Analyse und Absch�atzung von Mo�
dellrisiken� F�ur diese Wahl sind folgende Gr�unde ausschlaggebend� Das Modellrisiko
stellt sozusagen die erste Unsicherheitsquelle bei der Umsetzung eines Risikomanage�
mentsystems dar� Ohne eine m�oglichst gute Modellierung des Untersuchungsgegen�
standes ist das beste Risikomass nur von beschr�anktem Nutzen� Im Zusammenhang
mit der Diskussion um den Value�at�Risk als Konzept zur Messung von Marktrisiken
wird dem Modellrisiko zu wenig Beachtung geschenkt� Es wird vor allem das Para�
meterrisiko akzentuiert� Es existiert zum Beispiel eine Reihe von Studien� in denen
untersucht wird� inwieweit sich das Value�at�Risk�Konzept zur Messung von Mark�
trisiken eignet� aber gleichzeitig normalverteilte Renditen unterstellt werden� Dass die
Normalverteilung nur als unzureichende N�aherung f�ur empirische Renditeverteilungen
betrachtet werden kann� ist hinreichend bekannt� Aussagen �uber die Eignung eines
Risikomasses auf dieser Grundlage sind daher kritisch zu beurteilen�

Die H�ohe des Modellrisikos bleibt auch bei n�aherer Betrachtung letztlich unbekannt�
Werden verschiedene Modelle bez�uglich ihres Modellrisikos untersucht� so ist man
zum einen auf indirekte Kriterien angewiesen� zum anderen sind nur Aussagen f�ur
einzelne Modelle relativ zueinander m�oglich�

Da sich der Value�at�Risk als Standardmass zur Quanti�zierung von Marktrisiken
etabliert hat� existiert in der Zwischenzeit umfangreiche Literatur zu diesem Konzept
der Risikomessung� So werden Fragestellungen des Parameterrisikos und der prak�
tischen Umsetzung des Value�at�Risk�Konzeptes ebenso diskutiert� wie statistische
Konzepte zur Value�at�Risk�Sch�atzung� Auch �uber die Modellierung von Renditen
und �uber die Modellierung der Dynamik von Kursen auf Kapitalm�arkten lassen sich
zahlreiche Publikationen �nden� Viele der empirischen Untersuchungen dieser Modelle
sind allerdings schon �alter� teilweise fehlt eine �Uberpr�ufung f�ur den schweizerischen
Markt� Vor allem aber ist eine Vielzahl dieser Modelle nicht im Zusammenhang mit
der Messung von Marktrisiken untersucht worden� Es fehlt daher eine �Uberpr�ufung
der Modelle bez�uglich ihres Modellrisikos� wenn sie als Grundlage zur Sch�atzung des
Value�at�Risk verwendet werden�

Beim Literaturstudium f�allt vor allem die Diskrepanz zwischen betriebswirtschaftlich
und mathematisch orientierter Forschung auf� Bei der betriebswirtschaftlich orien�
tierten Forschung steht die praktische Umsetzung des Value�at�Risk�Ansatzes im
Vordergrund� So wird zum Beispiel der Frage nachgegangen� wie sich auf e�ziente
Weise der Value�at�Risk eines ganzen Portfolios bestimmen l�asst oder wie Eigenkapi�
talunterlegungen von Marktrisiken vorzunehmen sind� Einer kritischen Hinterfragung
der getro�enen Annahmen wird dabei oft nur wenig Beachtung geschenkt� Dies ist
zum Beispiel besonders au��allig� wenn Simulationsstudien auf Basis der Hypothe�
se normalverteilter Renditen durchgef�uhrt werden� Auf der anderen Seite neigt die
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mathematisch orientierte Forschung dazu� sich einer Sprache zu bedienen� die den
Di�usionsprozess der gewonnenen Resultate in eine praktische Umsetzung erschwert�

Zielsetzung und Vorgehen

In der vorliegenden Arbeit wird der Fragestellung nachgegangen� welches Modell ei�
ner Auswahl verschiedener Modelle zur Beschreibung von Renditeverteilungen und zur
Bewertung von Optionen im Vergleich das geringste Modellrisiko aufweist� Im wesent�
lichen wird dabei der Value�at�Risk als Konzept zur Risikomessung verwendet� Diese
Fragestellung wird anhand empirischer Daten f�ur den schweizerischen Aktien� und
Optionenmarkt analysiert�

Die Auswahl der Modelle beruht zun�achst auf allgemeinen Annahmen �uber Finanz�
marktdaten� Diese allgemeinen Annahmen gilt es empirisch zu �uberpr�ufen� Ebenso
m�ussen modellspezi�sche Annahmen �uberpr�uft werden� Als Datenbasis f�ur diese Ana�
lysen stehen Aktienkurse der Jahre �
�
 bis �

� und Optionsdaten des Jahres �

�
zur Verf�ugung�

Das Modellrisiko ist letztlich eine unbekannte Gr�osse� Bei einer detaillierten Unter�
suchung des Modellrisikos im Zusammenhang mit Value�at�Risk�Sch�atzungen sind
daher zun�achst geeignete Hilfskriterien zur Absch�atzung dieses Risikos zu entwickeln�
Diese Kriterien werden dann in empirischen Analysen eingesetzt� um aus den Resul�
taten Aussagen �uber die H�ohe des Modellrisikos ableiten zu k�onnen�

Aufbau der Arbeit

Die Arbeit gliedert sich in zwei Teile� Teil I stellt grundlegende Konzepte vor� Es er�
folgt eine Diskussion allgemeiner und modellspezi�scher Annahmen sowie deren empi�
rische �Uberpr�ufung� Teil II beinhaltet Untersuchungen zum Modellrisiko ausgew�ahlter
Modelle� Als Konzept zur Risikomessung wird im wesentlichen der Value�at�Risk ein�
gesetzt� Diese beiden Teile k�onnen nahezu unabh�angig voneinander gelesen werden�
Leser� die mit verschiedenen Finanzmarktmodellen vertraut sind� k�onnen den ersten
Teil auch �uberspringen�

Die detaillierte Gliederung von Teil I gestaltet sich wie folgt� Kapitel � legt grundlegen�
de mathematische Konzepte dar� die in der Arbeit immer wieder verwendet werden�
Vor allem geht es um die Beschreibung der zeitlichen Entwicklung von Aktienkursen
durch stochastische Prozesse� Im darau�olgenden Kapitel werden allgemeine Annah�
men �uber Finanzmarktdaten wie die Hypothese unabh�angig und identisch verteilter
Renditen und das Tail�Verhalten von Renditeverteilungen vorgestellt� Statistische
Tests zur �Uberpr�ufung dieser Hypothesen werden vorgestellt und in einer Untersu�
chung f�ur den schweizerischen Aktienmarkt angewendet� Kapitel 	 stellt die wichtig�
sten Finanzmarktmodelle vor und begr�undet die Auswahl dreier spezieller Ans�atze f�ur
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die weiteren Untersuchungen� Die ausgew�ahlten Modelle werden in Kapitel � ausf�uhr�
lich erl�autert und anhand von Daten des schweizerischen Aktien� und Optionenmark�
tes in Kapitel � �uberpr�uft�

Teil II befasst sich mit Value�at�Risk�Sch�atzungen auf Grundlage der ausgew�ahlten
Modelle� Dazu werden zun�achst in Kapitel � Begri�e wie Risiko� Modell�� Parameter�
und Sch�atzrisiko de�niert� Der Value�at�Risk wird als Konzept zur Risikomessung
eingef�uhrt� Verfahren zur Generierung von Renditeverteilungen diskutiert� Eine Dar�
stellung der regulatorischen Rahmenbedingungen erfolgt ebenfalls� Als alternatives
Konzept zur Risikomessung werden die Lower�Partial�Moments vorgestellt� Diese
Kennzahlen lassen sich zusammen mit dem Value�at�Risk in eine allgemeinere Klasse
von Risikomassen einordnen� Statistische Verfahren zur Quantilsch�atzung als Grund�
lage f�ur Value�at�Risk�Sch�atzungen und zur Sch�atzung von Lower�Partial�Moments
werden in Kapitel � vorgestellt� Es schliesst sich in Kapitel � eine Diskussion und
Auswahl verschiedener Kriterien zur Absch�atzung von Modellrisiken an� Ein grund�
legendes Konzept ist dabei das Backtestingverfahren� In empirischen Studien werden
in Kapitel 
 bis �� Value�at�Risk�Sch�atzungen f�ur den Swiss Market Index� f�ur aus�
gew�ahlte schweizerische Aktien und Aktienoptionen diskutiert� Als Grundlage f�ur
diese Value�at�Risk�Sch�atzungen dienen die in Kapitel � diskutierten Modelle� Die
Kriterien zur Absch�atzung des Modellrisikos werden eingesetzt� woraus sich Aussagen
�uber das Modellrisiko eines speziellen Modells im Vergleich mit den �ubrigen unter�
suchten Modellen ableiten lassen�

Eine Zusammenfassung der Ergebnisse schliesst die Untersuchung ab�

Entwicklung geeigneter Software

F�ur die Untersuchungen in dieser Arbeit stand keine Standardsoftware bereit� das
heisst auch statistische Softwarepakete wie zum Beispiel SAS bieten f�ur die zu behan�
delnden Probleme nur in beschr�anktem Umfang Hilfestellung an� Aus diesem Grund
wurde die entsprechende Software vom Autor entwickelt� Anhang F gibt einen �Uber�
blick �uber die der Arbeit beigelegten Programme� So wurden Routinen zur �Uber�
pr�ufung der allgemeinen Annahmen von Finanzmarktdaten entwickelt� ebenso wie
f�ur die Analyse der ausgew�ahlten Modelle� Letztere umfassen Verfahren zur Parame�
tersch�atzung� statistische Tests zur Validierung der Modelle� Optionsbewertungsfor�
meln und Routinen zur Monte�Carlo�Simulation� Programmiert wurde in der Sprache
C� wobei auf Routinen aus der umfangreichen Programmbibliothek von Numerical Re�
cipes zur L�osung mathematischer Teilprobleme zur�uckgegri�en werden konnte�
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Kapitel �

Grundlegende Konzepte

Die Messung von Marktrisiken� das heisst die Messung von Kursrisiken von Akti�
en� Edelmetallen� Rohsto�en und deren Derivate� von Zins�anderungsrisiken und von
Wechselkursrisiken� setzt zwei Dinge fundamental voraus� Erstens ist ein geeignetes
Konzept zur Risikomessung zu entwickeln� konkret ein Konzept zur Berechnung einer
oder mehrerer Risikomasszahlen� Dies setzt aber zweitens eine geeignete �mathema�
tische� Beschreibung des Untersuchungsgegenstandes voraus�

W�ahrend der zweite Teil der vorliegenden Arbeit sich mit der Bestimmung von Ri�
sikomasszahlen besch�aftigt� geht es im ersten Teil um eine ad�aquate Beschreibung
des Untersuchungsgegenstandes� Dieser Untersuchungsgegenstand ist bei Marktrisiken
einfach anzugeben� So werden Aktien� Waren� W�ahrungen und Zinsinstrumente auf
M�arkten gehandelt� das heisst es sind Entwicklungen und Ver�anderungen auf diesen
M�arkten zu analysieren� Die beobachtbare Gr�osse und damit der Untersuchungsge�
genstand ist dann der Kurs des jeweiligen Instruments oder der jeweiligen Anlage�
Gegenstand dieser Arbeit werden ausschliesslich der Aktienmarkt und der zugeh�orige
Optionsmarkt sein�

Wie kommt solch ein Kurs zustande� Sind es eher zuf�allige Ein��usse� die ihn bestim�
men� oder l�asst er sich etwa aus anderen Gr�ossen und Fakten determinieren� Was
ist sozusagen die Natur des Kurses� Je nachdem wie diese Frage beantwortet wird�
�andert sich auch die Art der mathematischen Formulierung und Beschreibung des
Untersuchungsgegenstandes� Dieser Fragestellung ist der erste Teil dieses Kapitels ge�
widmet�

Aus der am Markt beobachtbaren Gr�osse� also einer bestimmten Kursh�ohe� lassen
sich Renditen berechnen� Diese abgeleitete Gr�osse und weniger der Kurs einer Anlage
wird in der Regel von �Okonomen betrachtet� Daher wird im zweiten Teil auf diese
Gr�osse n�aher eingegangen�

Das erste Kapitel kann so als eine Einf�uhrung grundlegender Konzepte� seien sie ge�

�
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danklicher oder methodischer Art� verstanden werden� Die notwendigen De�nitionen
und Notationen werden eingef�uhrt� F�ur eine ausf�uhrliche Diskussion des notwendi�
gen mathematischen R�ustzeuges ist naturgem�ass in einer Arbeit wie der vorliegenden
nur wenig Raum� Deshalb sei an dieser Stelle auf die Literatur verwiesen� Eine her�
vorragende Einf�uhrung in die Finanzmathematik bietet Neftci ��� � Das Werk von
Campbell et al� ��� � welches sich mit �okonometrischen Fragestellungen ausschliesslich
von Finanzm�arkten befasst� ist ebenfalls sehr empfehlenswert� Einen umfassenden
�Uberblick �uber stochastische Methoden� wenn auch ohne �okonomische Anwendungen�
gibt Gardiner ��� � Als Einf�uhrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie sei auf Mikosch
��� verwiesen�

��� Beschreibung des Aktienkurses als Zufallsvaria�

ble

In der Einf�uhrung zu diesem Kapitel wurde von der Natur des �Aktien�� Kurses ge�
sprochen� Von der Natur des Aktienkurses ist abh�angig� welche mathematische Theo�
rie zur Beschreibung und Modellierung von Finanzm�arkten eingesetzt wird� Selbst�
verst�andlich ist jeder solcher Ansatz mit Annahmen und Vereinfachungen verbunden�

Ein Ansatz besteht darin� den Kurs einer Aktie als deterministische Gr�osse anzuneh�
men� Der Kurs liesse sich dann etwa aus historischen Kursinformationen� aus unter�
nehmensspezi�schen Daten� aus makro�okonomischen Variablen sowie aus einer Reihe
anderer Faktoren berechnen� Dies bedeutet dann insbesondere auch� dass sich zuk�unf�
tige Kurse prognostizieren lassen� vorausgesetzt alle f�ur die Prognose notwendigen
Informationen und deren Beziehungen untereinander sind bekannt� Mathematisch ge�
sehen ist nur noch einfache Analysis notwendig� Diese Sichtweise ist Ausdruck eines
rein mechanistischen Weltbildes� es wird aber wohl kaum jemand annehmen� dass die
Realit�at auf den Finanzm�arkten sich dadurch erkl�aren und beschreiben liesse� Allein
alle notwendigen Informationen zu bescha�en� erscheint aussichtslos�

Oder steht hinter der Kursentwicklung einer Aktie zwar ein deterministischer Prozess�
der aber bei bestimmten Konstellationen v�ollig irregul�ares und chaotisches Verhalten
zeigen kann� Mit solchen Fragestellungen besch�aftigt sich die Chaostheorie� Oft be�
schleicht einen das Gef�uhl� dass gerade f�ur B�orsen �deterministisches� Chaos eine
zutre�ende Beschreibung darstellt� So wird auch immer wieder und in einer Vielzahl
von Publikationen versucht� die Theorie chaotischer Bewegungen auf das Verhalten
von Finanzm�arkten anzuwenden� Eine �uberzeugende empirische Best�atigung daf�ur�
dass sich Aktienkurse durch deterministische chaotische Systeme beschreiben lassen�
fehlt aber nach wie vor �vgl� Lorenz ��� � S� ��� �� und Chen et al� ��� �� Zu einem
sp�ateren Zeitpunkt wird auf diese Theorien nochmals eingegangen�

Eine dritte M�oglichkeit� die Natur von Aktienkursen zu beschreiben� besteht darin�
einen Kurs als Realisierung einer Zufallsvariablen zu betrachten� Man kann sich etwa
vorstellen� dass sich die Vielzahl von Faktoren� die auf die Preisbildung einwirken�
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zwar in einer einzigen Variablen zusammenfassen lassen� sich jedoch �uber die Aus�
pr�agungen dieser Variablen nur noch Wahrscheinlichkeitsaussagen machen lassen� Zu
einem bestimmten gegebenen Zeitpunkt k�onnen dann Aussagen �uber die Wahrschein�
lichkeitsverteilung getro�en werden� Bereits im Jahr �
�� wurde von Louis Bachelier
�������
��� diese Sichtweise vertreten �zitiert in Gehrig und Zimmermann ��� � S� ���

�Le Calcul des probabilit�es ne pourra sans doute jamais s�appliquer aux mou�
vements de la cote et la dynamique de la Bourse ne sera jamais une science ex�
acte� Mais il est possible d��etudier math�ematiquement l��etat statique du march�e
�a un instant donn�e� c�est��a�dire d��etablir la loi de probabilit�e des variations de
cours qu�admet �a cet instant le march�e� Si le march�e� en e�et� ne pr�evoit pas
les mouvements� il les consid�ere comme �etant plus ou moins probables� et cette
probabilit�e peut s��evaluer math�ematiquement��

F�ur die Beschreibung der Dynamik der Aktienkurse� also deren zeitliche Entwick�
lung� k�onnen zeitabh�angige Zufallsvariablen eingef�uhrt werden� Es ist nun diese Art
der Beschreibung von Kursen� welche die Grundlage der modernen Finanzmathematik
bildet� Desweiteren lassen sich auf dieser Basis Modelle entwickeln� mit deren Hilfe
versucht werden kann� das zeitliche Verhalten von Kursen abzubilden� ohne dabei
einen exakten zuk�unftigen Kurs prognostizieren zu wollen�

Somit wurde bereits ein zentrales Konzept dieser Arbeit eingef�uhrt� n�amlich die Be�
schreibung von Aktienkursen als zeitabh�angige Zufallsvariablen� Die nachfolgenden
Abschnitte geben nun eine kurze Einf�uhrung in die f�ur diese Art der Beschreibung
notwendigen mathematischen Werkzeuge�

��� Die Dynamik von Aktienkursen� stochastische

Prozesse

Die Beschreibung von Aktienkursen wird �uber zeitabh�angige Zufallsvariablen oder
sogenannte stochastische Prozesse erfolgen� Eine exakte De�nition dieser Prozesse�
spezielle stochastische Prozesse und deren Eigenschaften werden im folgenden vorge�
stellt und diskutiert�

����� Zeitstetige versus zeitdiskrete Beschreibung

Eine zeitdiskrete Beschreibung von Aktienkursbewegungen scheint zun�achst einfa�
cher und naheliegender als eine zeitstetige Beschreibung� insbesondere aus empirischer
Sicht� So werden Stichproben von historischen Daten anhand diskreter Zeitpunkte er�
hoben� Modellparameter lassen sich nur auf der Basis solcher diskreter Daten sch�atzen�
ebenso wie sich Hypothesen �uber Modellannahmen nur anhand diskreter Daten �uber�
pr�ufen lassen� Schliesslich werden Transaktionen an den B�orsen nur an diskreten Zeit�
punkten erfasst �wenn auch bis auf die Zehntelsekunde genau� aber eben doch diskret��
Eine zeitdiskrete Beschreibung ist daher die eigentlich korrekte Beschreibungsweise�
Deshalb existiert auch eine Reihe von Modellen �uber die Dynamik von Aktienkursen�
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welche direkt auf zeitdiskreter Basis formuliert sind �vgl� Campbell et al� ��� � S� 	��
f���

Gegen eine zeitdiskrete Beschreibung sprechen vor allem mathematische Gr�unde� Die
Handhabung zeitstetiger stochastischer Prozesse ist oft wesentlich einfacher als die�
jenige zeitdiskreter Prozesse� insbesondere existieren teilweise nur Ergebnisse f�ur den
zeitkontinuierlichen Fall� f�ur den zeitdiskreten Fall dagegen nicht� Beispielsweise exi�
stiert eine sehr wichtige Formel� die bei der Bewertung von Derivaten eine herausra�
gende Rolle spielt� nur im zeitkontinuierlichen Fall� Oft kann in einer stetigen For�
mulierung der Ein�uss von einzelnen Gr�ossen auf den Wert eines Derivates besser
abgelesen werden als in einer zeitdiskreten Beschreibung �vgl� Campbell et al� ��� �
S� 	�� f���

Zudem k�onnen Arbitrageargumente� wie bei der Herleitung der Black�Scholes Formel�
nur im zeitstetigen Fall angewandt werden� Die Zeit als stetige Variable erlaubt es�
an beliebig kurz aufeinanderfolgenden Zeitpunkten Anpassungen in Portfoliogewich�
ten vorzunehmen �vgl� Neftci ��� � S� 	� f��� Bewertungsformeln f�ur Optionen werden
daher in der Regel f�ur den zeitkontinuierlichen Fall abgeleitet��

Aus diesen Gr�unden� vor allem aber wegen der mathematisch einfacheren Konzep�
te� werden in dieser Arbeit zeitstetige Formulierungen in der Regel vorgezogen� Es
ist aber selbstverst�andlich� dass Modelle� die zeitkontinuierlich formuliert sind� f�ur
Parametersch�atzungen� f�ur die �Uberpr�ufung von Hypothesen und f�ur numerische Si�
mulationsalgorithmen in der Zeit diskretisiert werden m�ussen� Darauf wird jeweils
eingegangen werden�

����� De�nition eines stochastischen Prozesses

Der Kurs einer Aktie an einem gegebenen Zeitpunkt wird im folgenden als Zufallsva�
riable X � X��� auf einem Ergebnisraum ! �� � !� modelliert� Zur vollst�andigen
De�nition eines Wahrscheinlichkeitsraumes sei zus�atzlich eine ��Algebra auf ! und
ein Wahrscheinlichkeitsmass P gegeben�

Bei einer Aktie interessieren allerdings nicht nur die m�oglichen Kurse an einem be�
stimmten Zeitpunkt� sondern insbesondere auch die Entwicklung des Kurses �uber die
Zeit� Ein mathematisches Modell f�ur die Beschreibung der zeitlichen Entwicklung ist
ein sogenannter stochastischer Prozess�

Ein stochastischer Prozess X ist eine Menge von Zufallsvariablen

�Xt	 t � T � � �Xt���	 t � T	 � � !� 	 �����

de�niert auf ! �vgl� Mikosch ��� � S� �	�� Ist T � R� wird X als zeitkontinuierli�
cher Prozess bezeichnet� ist T � N wird X als zeitdiskreter Prozess bezeichnet� Ein

�Eine Ausnahme bildet das Binomial�Optionspreismodell nach Cox� Ross und Rubinstein �vgl�
etwa Neftci ��	�� S� 
	 ����
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stochastischer Prozess X ist eine Funktion von zwei Variablen� F�ur einen gegebenen
Zeitpunkt t � T ist X eine Zufallsvariable� wie eingangs beschrieben�

Xt � Xt��� 	 � � ! �

F�ur ein gegebenes zuf�alliges Ereignis � � ! ist X eine Funktion der Zeit�

Xt � Xt��� 	 t � T �

Diese letzte Funktion wird als Realisierung� Trajektorie oder Pfad des Prozesses be�
zeichnet�

����� Spezielle stochastische Prozesse

Ein stochastischer Prozess kann als Menge von endlichdimensionalen Zufallsvekto�
ren interpretiert werden� Die endlichdimensionalen Verteilungen des stochastischen
Prozesses X sind dann die Verteilungen der endlichdimensionalen Zufallsvektoren

�Xt� 	 � � � 	 Xtn� 	 t�	 � � � 	 tn � T

f�ur jede m�ogliche Wahl von t�	 � � � 	 tn � T und jedes n � � �vgl� Mickosch ��� � S� ����
Diese endlichdimensionalen Verteilungen bestimmen vollst�andig einen stochastischen
Prozess� In diesem Sinn werden sie im folgenden als Verteilung des stochastischen
Prozesses bezeichnet�

Stochastische Prozesse k�onnen nun nach Art der endlichdimensionalen Verteilungen
klassi�ziert werden� Dazu bezeichnet fXt� �����Xtn �x�	 � � � 	 xn� die Dichtefunktion oder
Wahrscheinlichkeitsfunktion der endlichdimensionalen Verteilung von Xt� 	 � � � 	 Xtn �
wobei t� � t� � � � � � tn angenommen sei und �x�	 � � � 	 xn� � Rn oder �x�	 � � � 	 xn� �
Zn�

Im einfachsten Fall fehlt jede Dynamik� das heisst� es gilt

fXt� �����Xtn �x�	 � � � 	 xn� � fXt� �x�� � � � � � fXtn �xn� �

Die Zufallsvariablen zu verschiedenen Zeitpunkten sind in diesem Fall unabh�angig
voneinander� Eine Realisierung eines solchen Prozesses zu einem bestimmten Zeit�
punkt h�angt nicht von denjenigen zu anderen Zeitpunkten ab� Der Prozess besitzt kein

�
Ged�achtnis�� Gilt zus�atzlich� dass fXti �xi� � fXt�x� f�ur alle i � �	 � � � 	 n� so handelt

es sich um einen sogenannten i�i�d� Prozess � i�i�d� � identically and independently
distributed�� Handelt es sich dar�uber hinaus bei der eindimensionalen Verteilung um
eine Normalverteilung mit Erwartungswert Null und Varianz ��� nennt man solch
einen Prozess weisses Rauschen�

Xt � i�i�d� N ��	 ��� �
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Nach den zeitlich unabh�angigen Prozessen� ist die n�achst einfache Klasse von Prozes�
sen diejenige� die �uber eine Art

�
Kurzzeitged�achtnis� verf�ugen� sogenannte Markov�

Prozesse� Die Markov�Eigenschaft wird �uber eine Annahme f�ur die bedingte Vertei�
lung de�niert�

fXtn �xnjxn��	 � � � 	 x�� � fXtn �xnjxn��� �
Die Markov�Bedingung besagt� dass die Wahrscheinlichkeit einer �Anderung von xn��
auf xn in der Zeitspanne tn � tn�� gerade nicht von fr�uheren Zeitpunkten und den
dort realisierten Werten des Prozesses abh�angt� Die gesamte f�ur die Zukunft relevante
Information ist in der Gegenwart bereits vorhanden �vgl� Gardiner ��� � S� �	� Honer�
kamp ��� � S� ����

Ein Markov�Prozess ist daher eindeutig durch fXt� �x�� und die bedingten Verteilun�
gen bestimmt�Alle endlichdimensionalen Verteilungen lassen sich daraus konstruieren�
so zum Beispiel f�ur t� 
 t� 
 t��

fXt� �����Xt� �x�	 � � � 	 x�� � fXt� �x�jx��fXt� �x�jx��fXt� �x��

�vgl� Gardiner ��� � S� �	�� Die eindimensionalen bedingten Verteilungen werden auch
	Ubergangswahrscheinlichkeiten genannt�

Eine weitere wichtige Klasse von Prozessen sind die sogenannten �strikt� station	aren
Prozesse� Ein stochastischer Prozess X � �Xt	 t � �� heisst �strikt� station�ar� wenn
die endlichdimensionalen Verteilungen invariant unter Translationen in der Zeit sind�
das heisst wenn �Xt� 	 � � � 	 Xtn� und �Xt���	 � � � 	 Xtn��� f�ur jede m�ogliche Wahl von
t�	 � � � 	 tn � T � n � � und �� so dass t� " �	 � � � 	 tn " � � T � dieselbe Verteilung besitzen
�vgl� Mikosch ��� � S� �
�� Solche Verteilungen sind dann nur von Zeitdi�erenzen ti�tj
abh�angig �i	 j � N��

����� Der Wiener�Prozess

Der Wiener�Prozess geh�ort zwar in die Klasse der Markov�Prozesse� seine Bedeutung
ist aber so herausragend� dass ihm ein eigener Abschnitt geb�uhrt� So l�asst sich jeder
sogenannte Di�usions�Prozess� das heisst ein Prozess mit stetiger Trajektorie bezie�
hungsweise stetigem Pfad� durch Wiener�Prozesse ausdr�ucken �vgl� Gardiner ��� �
S��� f��� Ebenso spielt er bei der Stochastischen Integration eine wichtige Rolle �vgl�
Gardiner ��� � S� �	 ���� Schliesslich bildet er die Basis f�ur die Entwicklung vieler
Finanzmarktmodelle�

Da es sich beim Wiener�Prozess W � �Wt	 t � �� um einen Markov�Prozess handelt�
gen�ugt zu dessen Charakterisierung die Angabe der �Ubergangswahrscheinlichkeit

fWtn
�wn j wn��� �

�p
���tn � tn���

e
� �wn�wn���

�

��tn�tn��� �����
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mit tn 
 tn�� und der eindimensionalen Dichte

fWt
�w� �

�p
��t

e�
w�

�t � ���	�

Dabei stellt fWt
eine Verteilung dar� die f�ur t �� � einer Normalverteilung mit Erwar�

tungswert Null und Varianz t entspricht und f�ur t� � gegen eine ��Funktion strebt�

Der Wiener�Prozess besitzt einige interessante Eigenschaften �vgl� Gardiner ��� �
S� �� ���� Zun�achst ist der Wiener�Prozess nicht station�ar� Die stetigen Pfade des
Wiener�Prozesses sind nicht di�erenzierbar� Dies l�asst sich wie folgt begr�unden� Eine
zun�achst als deterministisch angenommene Funktion W �t� ist di�erenzierbar in t� falls
der Grenzwert

lim
h��

W �t" h��W �t�

h

existiert� Da es sich bei W um einen stochastischen Prozess handelt� lassen sich
�
nur�

Aussagen �uber Wahrscheinlichkeiten machen� Deshalb untersucht man die Wahr�
scheinlichkeit

P

�����Wt�h �Wt

h

���� 
 k

�
�

Diese Wahrscheinlichkeit ist f�ur den Wiener�Prozess gegeben durch

�

Z �

k h

�p
��h

e�
w�

�h dw �

F�ur den Grenz�ubergang h� � gilt dann

P

�����Wt�h �Wt

h

���� 
 k

�
� � �

F�ur beliebige Werte von k ist daher die Gr�osse jWt�h�Wt

h
j fast sicher gr�osser als dieser

Wert� das heisst die Ableitung ist in jedem Punkt fast sicher unendlich und existiert
damit fast sicher nicht�

Eine weitere wichtige Eigenschaft des Wiener�Prozesses ist die stochastische Un�
abh�angigkeit der �Anderungen oder Inkremente von W � Die gemeinsame Verteilung
l�asst sich wegen der Markov�Eigenschaft schreiben als

fWtn �����Wt�
�wn	 � � � 	 w�� �

n��Y
i��

fXti�� �wi��jwi� fXt� �w��

und unter Verwendung der �Ubergangswahrscheinlichkeit ����� als

fWtn �����Wt�
�wn	 � � � 	 w��

n��Y
i��

�p
���ti�� � ti�

e
� �wi���wi�

�

��ti���ti� fXt� �w�� �
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De�niert man #Wi 	 W �ti� � W �ti��� als �Anderung des Prozesses bei einer Zeit�
di�erenz #ti 	 ti � ti��� ist die gemeinsame Verteilung der einzelnen #Wi durch

f�Wtn ������Wt�
�#wn	 � � � 	#w�� �

nY
i��

�p
��#ti

e
��w�

i
��ti fXt� �w��

gegeben� Somit ist die Bedingung f�ur eine stochastische Unabh�angigkeit erf�ullt�

����� Prozesse mit Poisson�Spr	ungen

Ein weiterer wichtiger nichtstation�arer Markov�Prozess ist der sogenannte Poisson�
Prozess �vgl� Gardiner ��� � S� �� f�� Honerkamp ��� � S� ��� Neftci ��� � S� ��
 ���
Shimko ���� � S� �� ���� Er beschreibt das Auftreten von Spr�ungen um einen gewissen
Betrag zu bestimmten zuf�alligen Zeiten� Diese Spr�unge f�uhren dazu� dass die Trajek�
torie dieses Prozesses nicht mehr stetig ist und damit auf keinen Fall di�erenzierbar
ist�

Ein stochastischer Prozess �Xt	 t � ��	
�� heisst Poisson�Prozess� wenn folgende
Bedingungen erf�ullt sind� X� � �� station�are und unabh�angige Inkremente Xt�Xt��
und Xt poissonverteilt f�ur alle t 
 � und 
 
 ��

fXt �x� �
�
t�x

x$
e��t � �����

Dies ist ein Modell daf�ur� dass im Zeitintervall ��	 t gerade x Ereignisse eintreten� F�ur
die �Ubergangswahrscheinlichkeit ergibt sich�

fXt� �x�jx�� �

�
���t��t����x��x��

�x��x��	 e���t��t�� falls x� � x�
� falls x� � x�

�����

mit x � �	 �	 � � � und t� 
 t��

����
 Martingale im zeitkontinuierlichen Fall

Ein Begri�� der vor allem bei der Bewertung von Optionen eine wichtige Rolle spielt�
ist derjenige des Martingals� Dieser Begri� wird an dieser Stelle f�ur zeitkontinuierliche
stochastische Prozesse eingef�uhrt �vgl� Neftci ��� � S� ��� �� und Mikosch ��� � S� ��
����

F�ur die De�nition eines Martingals muss zun�achst der Begri� einer Filtration ein�
gef�uhrt werden� Dazu nimmt man an� dass �Ft	 t � �� eine Menge von ��Algebren
eines Ergebnisraumes ! ist und dass alle Ft Teilmengen einer gr�osseren ��Algebra F
auf ! sind�
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Die Menge �Ft	 t � �� von ��Algebren auf ! heisst Filtration� wenn

Fs � Ft f�ur alle � � s � t � �����

Eine Filtration kann daher als wachsende Menge von Informationen interpretiert wer�
den�

Die Verkn�upfung einer Filtration mit einem stochastischen Prozess ergibt sich folgen�
dermassen� Ein stochastischer Prozess �Xt	 t � �� ist an eine Filtration �Ft	 t � ��
adaptiert� falls f�ur die ��Algebren ��Xt� des Prozesses gilt�

��Xt� � Ft f�ur alle t � � �

Der stochastische Prozess �Xt	 t � �� ist immer an die sogenannte nat	urliche Filtrati�
on� die durch den stochastischen Prozess selbst generiert wird� adaptiert�

Ft � ��Xs	 s � t� �

Dies bedeutet� dass der stochastische Prozess nicht mehr Information tr�agt als die
Filtration�

Damit kann nun die Martingaleigenschaft de�niert werden� Ein stochastischer Prozess
�Xt	 t � �� wird als zeitkontinuierliches Martingal bez�uglich der Filtration �Ft	 t � ��
bezeichnet� wenn gilt�

�� E�Xt �
 f�ur alle t � ��

�� �Xt	 t � �� ist adaptiert an die Filtration �Ft	 t � ���

	� E�XtjFs � Xs f�ur alle � � s � t�

Punkt 	 stellt in dieser De�nition die zentrale Bedingung dar� Sie besagt� dass Xs die
beste Prognose f�ur Xt ist� gegeben Fs� Ein Prozess� f�ur den E�XtjFs 
 Xs f�ur alle
� � s � t gilt� wird als Submartingal� ein Prozess� f�ur den E�XtjFs � Xs f�ur alle
� � s � t gilt� wird als Supermartingal bezeichnet�

F�ur die De�nition zeitdiskreter Filtrationen und Martingale sei auf die Literatur ver�
wiesen �vgl� Mikosch ��� � S� �� und S� ����

����� Charakteristische Funktion

Die Momente einer Zufallsvariablen oder eines stochastischen Prozesses lassen sich
durch Di�erenzieren der zugeh�origen charakteristischen Funktion bestimmen�

Die charakteristische Funktion G�k	 t� einer Zufallsvariablen X beziehungsweise sto�
chastischen Prozesses �Xt	 t � �� mit zugeh�origer Dichtefunktion f ist �uber

G�k	 t� 	 E�ei kXt  �

Z
ei kXt fXt �x� dx �����

de�niert� �vgl� Honerkamp ��� � S� �	 f�� Gardiner ��� � S� 	� f�� Neftci ��� � S� �
�

�i ist die imagin
are Einheit� das heisst i � C �
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f��� Existieren alle Momente� kann man durch Entwickeln der Exponentialfunktion in
eine Taylor�Reihe die charakteristische Funktion in

G�k	 t� �
�X
n��

in

n$
knE�Xn

t  �����

�uberf�uhren� Ist die charakteristische Funktion bekannt� l�asst sich das n�te Moment
von Xt berechnen� indem die n�te Ableitung der charakteristischen Funktion an der
Stelle k � � ausgewertet wird�

dnG�k	 t�

dkn

����
k��

� inE�Xn
t  � ���
�

����� Stochastische Di�erentialgleichungen

In der Darlegung stochastischer Konzepte in den vorhergehenden Abschnitten wurde
in der Notation nicht zwischen zeitstetigen und zeitdiskreten Prozessen unterschieden�
Eine Unterscheidung in der Notation erleichtert allerdings in den folgenden Abschnit�
ten das Verst�andnis der Zusammenh�ange� Deshalb wird zu folgender Notation �uberge�
gangen� Xt bezeichnet einen zeitdiskreten Prozess� X�t� bezeichnet einen zeitstetigen
Prozess�

Einf�uhrung in stochastische Di�erentialgleichungen

Die Dynamik eines zeitstetigen stochastischen Prozesses X�t�� also die zeitliche Ent�
wicklung dieses Prozesses� kann durch eine sogenannte stochastische Di�erentialglei�
chung beschrieben werden� Sie lautet in ihrer einfachsten Form

dX�t�

dt
� ��X�t�	 t� " ��t� ������

mit ��t� � i�i�d� N ��	 ���� Die zeitliche �Anderung von X�t� setzt sich also zusammen
aus einem deterministischen Teil ��X�t�	 t�� wobei � eine Funktion des Prozesses X�t�
und der Zeit t ist� und einem stochastischen Prozess ��t�� Man kann sagen� dass der
Prozess X�t� seinen Zufallscharakter �uber das weisse Rauschen ��t� erh�alt� Ohne die�
sen stochastischen Anteil w�urde es sich um eine deterministische Di�erentialgleichung
handeln� Gleichung ������ l�asst sich durch Trennung der Variablen �uberf�uhren in

dX�t� � ��X�t�	 t� " ��t� dt ������

und durch Integration �uber das Zeitintervall �t	 t" dt auf folgende Form bringen�

X�t " dt��X�t� �

Z t�dt

t

��X�t��	 t�� dt� "

Z t�dt

t

��t�� dt� � ������

Die linke Seite dieser Gleichung wird de�niert als dX�t� 	 X�t " dt� � X�t�� Der
Ausdruck dX�t� wird auch als stochastisches Di�erential bezeichnet� Das Integral
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�uber ��X�t�	 t� l�asst sich n�aherungsweise darstellen als ��X�t�	 t�dt� Schwierigkeiten
bereitet hingegen das Integral �uber ��t�� Es handelt sich hierbei um ein sogenanntes
stochastisches Integral� An dieser Stelle gen�ugt es� das Integral als Grenzwert einer
Summe zu betrachten� wobei die Art des Grenzwertes nicht genauer diskutiert werden

soll �vgl� Gardiner ��� � S� �	 ���� Das Integral d %W �t� 	 R t�dt
t

��t�� dt� ist dann als
Summe normalverteilter Zufallsvariablen wieder normalverteilt� F�ur Erwartungswert
und Varianz des Integrals d %W �t� gilt �vgl� Honerkamp ��� � S� ����

E�d %W �t� � � 	

var�d %W �t� � ��dt �

De�niert man dW �t� 	 ���d %W �t�� so ist dW �t� � i�i�d� N ��	 dt� ein Wiener�Prozess
und es ergibt sich

dX�t� � ��X�t�	 t� dt" � dW �t� � ����	�

In dieser Form werden in der Regel stochastische Di�erentialgleichungen formuliert�
hier f�ur den einfachsten Fall eines konstanten Koe�zienten ��

Die allgemeinste Form einer stochastischen Di�erentialgleichung mit einem Koe�zi�
enten ��X�t�	 t�� der vom Prozess selbst und explizit von der Zeit abh�angt� lautet

dX�t�

dt
� ��X�t�	 t� " ��X�t�	 t� ��t� ������

mit ��t� � i�i�d� N ��	 �� oder in Integralform

X�t " dt��X�t� �

Z t�dt

t

��X�t��	 t�� dt� "

Z t�dt

t

��X�t��	 t�� ��t�� dt� � ������

Hier tri�t man nun auf ein komplizierteres stochastisches Integral �uber ��t�� Als ap�
proximativen Beitrag des Integrals f�ur kleine dt kann man den Wert des Integranden
am Anfang des Intervalls �t	 t" dt betrachten und ihn mit der L�ange des Intervalls
multiplizieren� Es ergibt sich

dX�t� � ��X�t�	 t� dt" ��X�t�	 t�

Z t�dt

t

��t��dt�� �z �
� dW �t��i�i�d� N���dt�

	 ������

beziehungsweise
dX�t� � ��X�t�	 t� dt" ��X�t�	 t� dW �t� � ������

In dieser Form werden sehr viele Modelle f�ur die zeitliche Entwicklung von Aktien�
kursen� Zinss�atzen oder auch anderer mikro� und makro�okonomischen Gr�ossen for�
muliert� Der Term ��X�t�	 t� wird als Driftanteil bezeichnet� Dies erkl�art sich daraus�
dass bei konstantem � und bei fehlendem stochastischen Anteil dW �t�� X�t� einfach
linear mit der Zeit anwachsen w�urde� Der Faktor ��X�t�	 t� wird als Di�usionsanteil
bezeichnet�
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Einige der wichtigsten stochastischen Di�erentialgleichungen als Modelle im Finanz�
bereich zusammen mit ihren Eigenschaften werden beispielsweise bei Shimko �vgl�
Shimko ���� � diskutiert�

Stochastische Di�erentialgleichungen mit Sprungkomponente

Stochastische Prozesse� bei denen sowohl kontinuierliche �Anderungen in Form eines
Wiener�Prozesses als auch diskrete Spr�unge in Form eines Poisson�Prozesses auf�
treten� k�onnen ebenfalls durch eine stochastische Di�erentialgleichung beschrieben
werden�

dX�t� � ��X�t�	 t� dt" ��X�t�	 t� dW �t� " ��X�t�	 t� dq�t� � ������

dq�t� bezeichnet hier die Sprungkomponente des Prozesses� Betrachtet man in Glei�
chung ������ welche die �Ubergangswahrscheinlichkeit eines Poisson�Prozesses angibt�
kleine Zeitintervalle dt � t� � t� und �Anderungen des Prozesses um eine ganzzahlige
Einheit� so l�asst sich diese �Ubergangswahrscheinlichkeit n�aherungsweise schreiben als

fXt� �x� � x� " �jx�� � 
 dt � ����
�

Der Parameter 
 ist damit ein Mass f�ur die Wahrscheinlichkeit eines Sprunges pro
Zeiteinheit� Die Gr�osse dq�t� in Gleichung ������ ist dann eine Zufallsvariable� die
einen Sprung um eine Einheit zum Zeitpunkt t beschreibt� Die Wahrscheinlichkeits�
verteilung dieser Zufallsvariablen ist gegeben durch

P �dq�t� � �� � 
 dt

P �dq�t� � �� � ��� 
� dt � ������

Im Falle eines Sprunges �andert sich der Prozess X�t� um den Betrag ��X�t�	 t��

Euler	Approximation

Stochastische Di�erentialgleichungen beschreiben die Zeitentwicklung von zeitstetigen
Prozessen� F�ur eine direkte numerische Simulation eignen sie sich daher nicht� Unter
Simulation wird in diesem Zusammenhang die Generierung einer diskreten Trajektorie
als eine m�ogliche Realisierung des Prozesses verstanden� Es wird daher eine diskrete
Approximation ben�otigt� Die einfachste Approximation dieser Art ist die sogenannte
Euler�Approximation �vgl� Kloeden und Platen ��� � S� 	�� ���� Ausgangspunkt bildet
die allgemeine stochastische Di�erentialgleichung

dX�t� � ��X�t�	 t� dt" ��X�t�	 t� dW �t� 	

wobei dW �t� � i�i�d� N ��	 dt�� Zun�achst wird die Zeit vom Startpunkt t� bis zum
Endzeitpunkt T in N �aquidistante St�ucke #t 	 �T � t���N eingeteilt � Es ergibt
sich so eine Folge von �aquidistanten Zeitpunkten ti �i � �	 �	 � � �	 N �� Als zeitdiskrete
Approximation Xt f�ur den zeitkontinuierlichen stochastischen Prozess X�t� schreibt
man

Xt��t �Xt � ��Xt	 t� #t" ��Xt	 t� #Wt 	 ������
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wobei #Wt � i�i�d� N ��	#t�� F�ur den Wert Xt��t des Prozesses zum Zeitpunkt
t" #t� gegeben den Wert des Prozesse Xt zum Zeitpunkt t� ergibt sich

Xt��t � Xt " ��Xt	 t� #t" ��Xt	 t� #Wt � ������

Mit dieser Gleichung l�asst sich aus den bekannten Werten zum Zeitpunkt t und einer
Realisierung einer normalverteilten Zufallsvariablen der Wert des Prozesses am da�
rau�olgenden Zeitpunkt bestimmen� Stochastische Di�erentialgleichungen k�onnen so
numerisch gel�ost werden�

����
 It�o�s Lemma

Bisher wurden �Anderungen dX�t� des stochastischen Prozesses in kleinen Zeitinter�
vallen dt betrachtet� Wie aber werden �Anderungen von Funktionen des stochastischen
Prozesses beschrieben� Diese Frage ist zum Beispiel bei der Bewertung von Derivaten
von Bedeutung� Der Wert eines Derivats h�angt funktional von einem zugrundelie�
genden Instrument ab� So h�angt beispielsweise der Wert einer Aktienoption von der
Kursentwicklung der zugeh�origen Aktie ab� Wird dann die Kursentwicklung des zu�
grundeliegenden Instruments durch einen stochastischen Prozess beschrieben� ergibt
sich der Wert des Derivats als Funktion des Wertes des stochastischen Prozesses�

Man betrachtet also eine Funktion f�X�t�	 t� in Abh�angigkeit vom stochastischen
Prozess X�t� und der Zeit t�

f�X�t�	 t� � R�R�� R �

Ausgangspunkt bildet die stochastische Di�erentialgleichung ������� Entwickelt man
f in eine Taylor�Reihe um �X	 t� �vgl� Bronstein und Semendjajew ��� � S� ��
�� f�uhrt
dies auf

df � f�X " dX	 t" dt�

�
�f

�X
dX "

�f

�t
dt"

�

�

�
��f

�X�
�dX�� " �

��f

�X�t
dXdt"

��f

�t�
�dt��

�
" � � � � ����	�

F�ur dX ist jeweils die stochastische Di�erentialgleichung ������ einzusetzen� was hier
aus Gr�unden der �Ubersichtlichkeit nicht explizit dargestellt wird� Die Summanden in
Gleichung ����	� werden nun auf ihre Ordnung bez�uglich dt untersucht� Terme mit
�dt�n �n 
 �� werden vernachl�assigt� da sie f�ur kleine dt zu verschwindenden Beitr�agen
f�uhren�

dW ist als Wiener�Prozess normalverteilt und von der Ordnung
p
dt� Mit Wahrschein�

lichkeit Eins gilt �dW �� � dt f�ur dt� �� Dies bedeutet� dass in

�dX��
����
�

� ��dt�� " ��dW �� " ���dWdt
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der zweite Term dominiert�

�dX�� 
 ���X�t�	 t�dt �

dXdt � �dt� " �dWdt besitzt keine Beitr�age der Ordnung dt und wird daher ver�
nachl�assigt�

Insgesamt ergibt sich damit als Entwicklung bis zur Ordnung dt die sogenannte It
o�
Formel �vgl� Wilmott et al� ���� � S� �� ��� Shimko ���� � S� �	 ��� Karatzas und Shreve
��� � S� ��
 ��� Honerkamp ��� � S� ����

df �
�f

�X
f��X�t�	 t� dt" ��X�t�	 t� dW �t�g"

�f

�t
dt

"
�

�

��f

�X�
���X�t�	 t� dt � ������

Dieser Zusammenhang wird auch als It�o�Lemma bezeichnet�

F�ur den Prozess mit Poisson�Spr�ungen ������ ergibt sich als It�o�Formel �vgl� Shimko
���� � S� ����

df �
�f

�X
f��X�t�	 t� dt" ��X�t�	 t� dW �t�g"

�f

�t
dt

"
�

�

��f

�X�
���X�t�	 t� dt " �f�X " �	 t�� f�X	 t� � �z �

�Anderung von f bei Eintritt

eines Sprunges

dq�t� � ������

��� Renditen und Renditeverteilungen

Es sind fast immer Renditen und weniger Preise oder Kurse� die in der Finanz�okono�
mie betrachtet und untersucht werden� Daf�ur lassen sich im wesentlichen zwei Gr�unde
anf�uhren� ein �okonomischer und ein mathematisch theoretischer Grund �vgl� Camp�
bell et al� ��� � S� 
 ����

Aus �okonomischer Sicht spricht folgendes Argument f�ur die Betrachtung von Ren�
diten� Renditegr�ossen sind als Verh�altniszahlen dimensionslos� das heisst Anlagen in
unterschiedlichen W�ahrungen und in ganz unterschiedlichen M�arkten und Produkten
lassen sich direkt miteinander vergleichen�

Mathematisch gesehen sind es vor allem die statistischen Eigenschaften von Renditen�
die dazu f�uhren� dass sie den Preisen vorzuziehen sind� Zu diesen Eigenschaften z�ahlt
vor allem die Stationarit�at� So f�uhren viele der dynamischen stochastischen Modelle�
zum Beispiel auch der Wiener� und der Poisson�Prozess� zu nichtstation�aren Preisen�
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aber zu station�aren Renditen� Diese Stationarit�atseigenschaft ist etwa bei der Para�
metersch�atzung mit Hilfe der Maximum�Likelihood Methode wichtig�

Die folgenden Abschnitte setzen sich daher mit den verschiedenen M�oglichkeiten aus�
einander� wie Renditegr�ossen de�niert werden k�onnen� und welche Vor� und Nachteile
mit der einen oder anderen De�nition verbunden sind� Ebenso wird auf die Dichten
beziehungsweise Verteilungen von Renditen eingegangen� vor allem auf den Unter�
schied zwischen unbedingter und bedingter Verteilung�

����� Einf	uhrung von Renditegr	ossen

Grundlage f�ur die Berechnung von Renditegr�ossen bilden die Preise einer Anlage� et�
wa Aktienkurse zu verschiedenen Zeiten� Dieser Preis einer Anlage zum Zeitpunkt t
sei im folgenden mit Pt bezeichnet�

Es gibt zwei M�oglichkeiten� wie Renditen de�niert werden k�onnen� zum einen als
arithmetische Wachstumsraten oder relative Preis�anderungen� zum anderen als geo�
metrische Wachstumsraten oder logarithmische Preis�anderungen�

Arithmetische Wachstumsraten

Die arithmetische Wachstumsrate oder relative Preis�anderung Rt zwischen den Zeit�
punkten t� � und t ist de�niert als

Rt � Rt���t 	 Pt � Pt��
Pt��

� ������

Die so de�nierte Rendite Rt ist also eine dimensionslose Gr�osse� verlangt aber immer
die Angabe des Zeithorizontes �uber den sie bestimmt wurde� zum Beispiel als Tages��
Monats� oder Jahresrendite�

Werden einzelne Renditen Rt einer Anlage �uber k Perioden derselben L�ange aggre�
giert� ergibt sich

Rt�k�t 	 Pt � Pt�k
Pt�k

oder ausgedr�uckt in Renditen der Einzelperioden

Pt � Pt�k
Pt�k

�
Pt
Pt�k

� � �
Pt
Pt��

Pt��
Pt��

� � � � � Pt�k��
Pt�k

� �

�

�
Pt � Pt��
Pt��

" �

�
� � � � �

�
Pt�k�� � Pt�k

Pt�k
" �

�
� �

�

	
kY
i��

�Rt�i�� " ��



� � �
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Die Aggregation �uber mehrere Zeitperioden erweist sich also als eher m�uhsam�

Wird die Rendite eines Portfolios berechnet� das sich aus mehreren verschiedenen
Anlagen zusammensetzt� so ist dies im Fall relativer Preis�anderungen sehr einfach�
Es ergibt sich bei N Anlagen und dem Gewicht wi als relativem Wert der Anlage i
�
PN

i��wi � �� als Portfoliorendite

Rt�Portfolio �
NX
i��

wiR
i
t

mit den Einzelrenditen Ri
t �i � �	 � � � 	 N ��

Geometrische Wachstumsraten

Die zweite M�oglichkeit� eine Renditegr�osse zu de�nieren� ist diejenige als geometri�
sche Wachstumsrate oder logarithmische Preis�anderung �oft auch als Log�Rendite
bezeichnet��

rt � rt���t 	 ln
Pt
Pt��

� ������

Die arithmetischen Wachstumsraten lassen sich hieraus durch Taylor�Entwicklung
der Logaritmusfunktion gewinnen� Eine Aggregation �uber k Einzelperioden erfolgt
im Fall der Log�Renditen durch Summation der Einzelrenditen

rt�k�t � ln
Pt
Pt�k

� ln

�
Pt
Pt��

Pt��
Pt��

� � � � � Pt�k��
Pt�k

�
�

kX
i��

rt�i�t�i��

und ist damit sehr viel einfacher auszuf�uhren als bei relativen Preis�anderungen� Dies
ist als wesentlicher Vorteil der Log�Renditen zu betrachten�

Ein weiterer Vorteil der geometrischen Wachstumsraten besteht darin� dass aus vie�
len zeitstetigen Modellen f�ur die Dynamik von Aktienkursen durch Anwendung der
It�o�Formel die Dynamik der logarithmischen Preis�anderungen� somit der Rendite�
abgeleitet werden kann �vgl� beispielsweise Kapitel ���

Nachteile des Konzeptes geometrischer Wachstumsraten treten bei der Bestimmung
einer Portfoliorendite auf� da der Logarithmus einer Summe nicht gleich der Summe
der Logarithmen ist� F�ur eine empirische Studie wie der vorliegenden ist dies aber
von sekund�arer Bedeutung�

Deshalb wird im folgenden nahezu ausschliesslich mit geometrischen Wachstumsraten
beziehungsweise Log�Renditen gearbeitet�
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����� Unbedingte und bedingte Renditeverteilungen

Im Hinblick auf eine Modellbildung ist der Unterschied zwischen unbedingter und
bedingter Renditeverteilung von Bedeutung�

Betrachtet man beispielsweise eine Stichprobe von Renditen rit f�ur die Zeitpunkte t �
�	 � � � 	 T und f�ur insgesamt i � �	 � � � 	 N verschiedene Anlagen� so kann die gemeinsame
Dichte f dieser Renditen allgemein formuliert werden durch

f�r��	 � � � 	 rN�� � � � � r�T 	 � � � 	 rNT j�� �

Der Vektor � bezeichnet einen Parametervektor� falls die Verteilung der Renditen
durch eine spezielle Familie von Verteilungen modelliert wird� Bei einer Normalver�
teilung w�aren diese Parameter der Erwartungswert und die Varianz� Der Parameter�
vektor � wird allerdings in der Regel unterdr�uckt�

Mit Hilfe von bedingten Verteilungen� im folgenden f�ur eine einzelne Anlage i� kann
die zeitliche Entwicklung� also die Dynamik von Renditen erfasst werden� So l�asst sich
die gemeinsame Verteilung nach dem Multiplikationssatz als Produkt von bedingten
Verteilungen und der Verteilung der Rendite f�ur t � � schreiben�

f�ri�	 � � � 	 riT � � fi��ri�� � fi��ri�jri��
� fi��ri�jri�	 ri��
� � � �

� fiT �riT jriT��	 � � � 	 ri�� 	

wobei die Dichten fit f�ur verschiedene Zeitpunkte t � �	 � � � 	 T verschieden sein d�urfen�
Je nach Annahme oder Struktur der bedingten Verteilungen ergeben sich unterschied�
liche Dynamiken� Vergleiche hierzu auch die Diskussion der stochastischen Prozesse�
beispielsweise von Markov�Prozessen �vgl� Abschnitt ����	��

Sind die Renditen rit zeitlich unabh�angig � so ist fit � fi � t und unbedingte und
bedingte Dichtefunktion sind identisch�

fit�ritjrit��	 rit��	 � � � 	 ri�� � fi�rit� �

Die unbedingte Dichte oder Verteilung von Renditen erh�alt man empirisch durch
Sch�atzen �parametrisch oder nicht parametrisch� der Dichte anhand einer gegebenen
Stichprobe von historischen Daten� Die bedingte Verteilung erh�alt man nur dadurch�
dass ein Modell f�ur die zeitliche Entwicklung der Renditen vorgegeben wird �vgl�
Campbell et al� ��� � S� ��� Hsieh ��
 ��
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Kapitel �

Annahmen �uber

Renditeverteilungen und

empirische Befunde

Jede Modellbildung geht� da es sich um eine vereinfachende Abbildung der Realit�at
handelt� von einer oder mehreren Annahmen �uber den Untersuchungsgegenstand aus�
Dies ist auch bei Finanzmarktmodellen nicht anders� In der Regel beziehen sich diese
Annahmen auf die Art der Verteilung von Renditen und&oder auf die zeitliche Dyna�
mik von Aktienkursen� W�ahrungen� Zinsen oder �ahnlichem� Es spielt keine Rolle� ob
ein Modell explizit formuliert wird� etwa eine spezielle Verteilung f�ur Renditen unter�
stellt wird� oder eine Modellbildung implizit erfolgt� indem zum Beispiel angenommen
wird� dass eine empirische Verteilung historischer Renditen als gute Approximation
f�ur eine zuk�unftige Zeitperiode betrachtet werden kann� Im folgenden stehen An�
nahmen expliziter Modelle im Vordergrund� da in dieser Arbeit solche Modelle zur
Beschreibung von Finanzmarktdaten verwendet werden�

Eine Untersuchung �uber Finanzmarktmodelle setzt daher eine Untersuchung �uber die
den Modellen zugrundeliegenden Annahmen voraus� Dies wird Inhalt dieses Kapitels
sein� Im ersten Abschnitt werden die h�au�gsten Annahmen �uber Finanzmarktdaten
erl�autert und diskutiert� Daran schliesst sich ein Abschnitt �uber statistische Testver�
fahren zur �Uberpr�ufung dieser Annahmen an� Schliesslich wird im dritten Abschnitt
eine empirische Untersuchung f�ur den schweizerischen Aktienmarkt durchgef�uhrt�

��� Annahmen �uber Renditeverteilungen

In diesem Abschnitt werden die wichtigsten Annahmen �uber Finanzmarktdaten vor�
gestellt und kritisch diskutiert�

��
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����� Probleme bei Finanzmarktzeitreihen

Zeitreihen von Finanzmarktdaten weisen gegen�uber Zeitreihen wie sie in den naturwis�
senschaftlichen Disziplinen� etwa in der Physik� untersucht werden� einige gravierende
Nachteile auf� Werden zum Beispiel Daten auf t�aglicher Basis erhoben� so liefert selbst
ein Zeitraum von ��� Jahren nur circa ����� Datenpunkte� Dies ist vergleichsweise
wenig� zudem sind diese t�aglichen Daten durch Wochenenden und Feiertage unterbro�
chen� Bei naturwissenschaftlichen Experimenten ist dagegen eine fast kontinuierliche
Beobachtung m�oglich� Naturwissenschaftliche Messungen k�onnen zudem wiederholt
werden� eine Finanzmarktzeitreihe wird dagegen nur ein einziges Mal generiert und
kann daher auch nur ein einziges Mal beobachtet werden�

Weiterhin existieren bei Finanzmarktzeitreihen Strukturbr�uche� da sehr viele �ausse�
re Ein��usse auf den Wert zum Beispiel einer Aktie einwirken� Es sind nicht nur die
Entwicklungen auf dem Aktienmarkt zu ber�ucksichtigen� sondern das Verhalten von
Aktienm�arkten wird durch andere M�arkte� durch viele andere makro�okonomische Va�
riablen und durch politische Entscheidungen beein�usst� In naturwissenschaftlichen
Untersuchungen werden die Versuchsbedingungen dagegen konstant gehalten�

Die angef�uhrten Gr�unde machen deutlich� dass bei Finanzmarktdaten eine Modell�
und Hypothesenbildung auf Schwierigkeiten st�osst� Modellannahmen und Hypothesen
daher auch schwer zu �uberpr�ufen sind�

����� Hypothese unabh	angig und identisch verteilter Renditen

Eine der bekanntesten und am h�au�gsten getro�enen Annahmen �uber Finanzmarkt�
daten ist diejenige� dass Renditen zeitlich unabh�angig und identisch verteilt sind �vgl�
Campbell et al� ��� � S� 		 ��� Du�e und Pan �	� � S� ���� Diese Annahme wurde
bereits im Jahre �
�� von Louis Bachelier �	 getro�en�

Eine der wichtigsten Konsequenzen dieser Annahme ist die Gleichheit von beding�
ter und unbedingter Dichtefunktion der Renditen� Diese Annahme erm�oglicht es� mit
der Maximum�Likelihood�Methode Parametersch�atzungen anhand historischer Da�
ten durchzuf�uhren� worin ein wesentlicher Vorteil der i�i�d��Annahme zu sehen ist�
F�ur die ersten beiden Momente einer Renditeverteilung impliziert die i�i�d��Annahme�
dass diese zeitunabh�angig sind�

Gegen die Annahme unabh�angig und identisch verteilter Renditen wird eine ganze
Reihe von Argumenten ins Feld gef�uhrt� Eines der bekanntesten dieser Argumente
ist das sogenannte Volatilit	atsclustering �vgl� J� P� Morgan ��� � S� �� f��� Darunter
versteht man das verst�arkte Auftreten sehr grosser Renditeschwankungen� also vo�
latiler Kurse� in bestimmten Zeitperioden� w�ahrend in anderen Zeitabschnitten nur
geringe Schwankungen zu beobachten sind� Es enstehen also zeitliche Cluster hoher
beziehungsweise niedriger Volatilit�aten� Solches Volatilit�atsclustering f�uhrt dazu� dass
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die Standardabweichung� die als Masszahl f�ur Volatilit�at oder Schwankung verwendet
wird� als zeitabh�angig oder heteroskedastisch zu betrachten ist� Dies spricht gegen
die identische Verteilung der Renditen� Um Volatilit�atsclustering empirisch zu beob�
achten� wird in der Regel ein Plot der Renditen gegen die Zeit verwendet� Solche
Darstellungen sind allerdings mit Skepsis zu betrachten� Die Cluster sind n�amlich
nicht nur schwierig zu identi�zieren� sondern ob sie �uberhaupt sichtbar sind� h�angt
sehr stark von der Wahl der Achsenskalierung ab�

Ein weiteres Argument gegen identisch verteilte Renditen� vor allem wenn sich diese
Annahme auf sehr lange Zeitr�aume erstreckt� ist das folgende� Finanzm�arkte agieren
nicht unabh�angig� sondern sie sind eingebettet in einen sehr viel gr�osseren Kontext�
Wandel im �okonomischen� technologischen� rechtlichen und sozialen Umfeld �ubt des�
halb einen Ein�uss auf die Kursentwicklung und damit auf die Verteilung der Renditen
aus�

Gegen die zeitliche Unabh�angigkeit von Renditen spricht �uberdies ein empirisch zu
beobachtendes Ph�anomen� So sind Renditen zeitlich zwar oft unkorreliert� dies bedeu�
tet jedoch nicht� dass sie unabh�angig sind� denn es ist ebenso zu beobachten� dass die
quadrierten Renditen oder der Absolutbetrag der Renditen eine zeitliche Korrelation
aufweisen� Dies ist ein Hinweis auf Abh�angigkeit �vgl� J� P� Morgan ��� � S� �� ����

����� Tail�Verhalten von Renditeverteilungen

Eine weitere oft getro�ene Annahme ist� dass Log�Renditen normalverteilt sind� Auch
diese Annahme geht auf Bachelier zur�uck� Empirisch wird in der Regel allerdings be�
obachtet� dass die unbedingte Dichte von Renditen im Vergleich zur Normalverteilung
fat�tailed oder heavy�tailed ist� das heisst� dass sich in den Enden der Verteilung mehr
Wahrscheinlichkeitsmasse konzentriert als dies bei einer Normalverteilung der Fall ist
�vgl� Bryson ��� � S� �
� ����

Ein m�ogliches Kriterium zur Charakterisierung einer fat�tailed Verteilung ist die
Nichtexistenz einer endlichen Varianz� Dar�uber hinaus existieren in der Literatur
weitere Versuche� eine Verteilung bez�uglich ihres Tail�Verhaltens zu klassieren �vgl�
Bryson ��� � S� �
� ����

Bei empirischen Studien wird oft als Kriterium zur Identi�kation einer heavy�tailed
Verteilung die Kurtosis gesch�atzt �vgl� Du�e und Pan �	� � S���� Hull und White ��� �
S����� Eine h�ohere Kurtosis als der Wert Drei� dem Wert der eine Normalverteilung
charakterisiert� soll dann eine Verteilung mit breiten Enden identi�zieren� Verteilun�
gen mit einer Kurtosis �uber Drei werden im allgemeinen als leptokurtisch bezeichnet�
Bei der Verwendung der Kurtosis zur Charakterisierung des Tail�Verhaltens wird
allerdings �ubersehen� dass eine heavy�tailed Verteilung zwar auch leptokurtisch ist�
der Umkehrschluss aber nicht zwingend ist� Es wird daher in Abschnitt ����� eine
explorative Methode vorgestellt� die es erlaubt� zwischen einer light�tailed und eine
heavy�tailed Verteilung zu di�erenzieren�
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Typischer Vertreter der Klasse der light�tailed Verteilungen ist die Normalverteilung�
Verteilungen� die einen breiteren Tail als die Normalverteilung aufweisen� allerdings
eine endliche Varianz besitzen� werden als semi�fat�tailed bezeichnet�

����� Nichtlinearit	aten und deterministisches Chaos

Dieser Abschnitt greift die in Kapitel ��� gef�uhrte Diskussion �uber die Natur von
Renditen auf� Bisher wurde in dieser Arbeit unterstellt� dass es sich bei Renditen um
zeitabh�angige Zufallsvariablen� also um stochastische Prozesse handelt�

Als Alternative zu einer stochastischen Beschreibung von Zeitreihen von Wirtschafts�
daten kann auch versucht werden� deren Dynamik durch ein deterministisches und
lineares System zu beschreiben� Es handelt sich dabei um ein System� bei dem der
funktionale Zusammenhang zwischen Werten des Untersuchungsgegenstandes zu ver�
schiedenen Zeitpunkten linear und deterministisch ist� Da Wirtschaftszeitreihen durch
solche Systeme allerdings oft nicht realistisch abgebildet werden� werden zus�atzlich
stochastische Ein��usse zugelassen� die f�ur eine irregul�are �Uberlagerung ansonsten li�
nearer Zusammenh�ange sorgen� Solch ein Vorgehen ist zum Beispiel aus der Theorie
der Wirtschaftszyklen bekannt �vgl� Lorenz ��� � S� ��� ����

Sogenannte deterministisch chaotische Systeme k�onnen als weitere M�oglichkeit zur
Erkl�arung und Beschreibung von Wirtschaftszeitreihen� insbesondere von Finanz�
marktzeitreihen� dienen� Diese Art der Beschreibung verfolgt einen deterministischen
Ansatz� Bestimmte Konstellationen lassen es jedoch zu� dass ein System v�ollig irre�
gul�ares Verhalten zeigen kann� wie es bei beobachtbaren Finanzmarktdaten oft der
Fall zu sein scheint� Chaotisches Verhalten in deterministischen Systemen tritt vor
allem dann auf� wenn die Systeme nichtlineare Zusammenh�ange aufweisen�

Soll solch ein Verhalten in Zeitreihen von Finanzmarktdaten detektiert werden� so
stellen sich dieselben Probleme� wie sie in Abschnitt ����� schon erw�ahnt wurden� Der
Hauptnachteil ist darin zu sehen� dass die Zeitreihen zu kurz sind� also zu wenige
Daten zur Verf�ugung stehen�

Einige empirische Untersuchungen haben versucht� chaotisches Verhalten in Wirt�
schaftszeitreihen zu entdecken� Einen �Uberblick hier�uber gibt Lorenz �vgl� ��� �
S� ��� ���� Es kann nicht ausgeschlossen werden� dass mikro� und makro�okonomi�
sche Zeitreihen solch ein Verhalten zeigen� Dabei sind Finanzmarktdaten per se keine
bessere Kandidaten f�ur chaotisches Verhalten� Selbst wenn Chaos nicht entdeckt wer�
den kann� gibt es oft Anzeichen f�ur niedrig dimensionale Nichtlinearit�aten in vielen
�okonomischen Zeitreihen �vgl� auch Campbell et al� ��� � Kapitel ��� Chen et al� ��� �
Hsieh ��
 � Malliaris und Stein ��� �� Lorenz fordert vor dem Hintergrund der geringen
Datenbasis daher die Entwicklung zus�atzlicher empirischer Tests zur Identi�zierung
von chaotischem Verhalten�
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Kr�amer und Runde ��� stellen sogar die Hypothese auf� dass ein Grossteil des bis�
her entdeckten chaotischen Verhaltens in Finanzmarktzeitreihen nur darauf zur�uck�
zuf�uhren ist� dass zum Beispiel Aktienkurse nur in diskreten Einheiten� sogenannten
Ticks� gehandelt werden k�onnen �zum Beispiel CHF ���� oder CHF �����

��� Statistische Tests zur �Uberpr�ufung der Annah�

men

����� Brock�Dechert�Scheinkman�Test

Der Brock�Dechert�Scheinkman�Test �BDS�Test� wurde mit der Intention ent�
wickelt� auf i�i�d� zu testen� So entdeckt der BDS�Test viele Abweichungen von dieser
Annahme wie Nichtstationarit�at und deterministisches chaotisches Verhalten �vgl�
Brock et al� ��
 � S� �� ����

Die Nullhypothese H� des BDS�Tests lautet� die Renditen sind unabh�angig und iden�
tisch verteilt� Der Grundgedanke besteht nun darin� eine Testgr�osse zu konstruieren�
die unter H� asymptotisch normalverteilt ist� um damit die Nullhypothese �uberpr�ufen
zu k�onnen�

F�ur die nachfolgenden �Uberlegungen geht man davon aus� dass n Beobachtungen
x�	 � � � 	 xn einer Zeitreihe fxtg vorliegen� Zus�atzlich wird eine Einbettungsdimension
m � N �m � n�� und ein beliebiger aber fester Abstand � � R� ben�otigt� Die Zeitreihe
fxtg wird nun in einen m�dimensionalen Raum durch Bildung von sogenannten m�
histories

xmt 	 �xt	 xt��	 � � � 	 xt�m��� 	 t � �	 � � � 	 n�m " �

eingebettet �vgl� Brock et al� ��
 � S� �� und S� ���� Diese Einbettung erlaubt die
De�nition des Korrelationsintegrals�

Das Korrelationsintegral Cm��� ist de�niert durch

Cm��� 	 lim
n��Cm�n��� �����

�vgl� Campbell et al� ��� � S� ����� wobei

Cm�n��� �
�

�n �m��n �m" ��

n�mX
s��

n�m��X
t�s��

Im�xs	 xt	 �� �����

mit

Im�xs	 xt	 �� �
m��Y
k��

I�xs�k	 xt�k	 ��

und

I�xs	 xt	 �� �

�
� falls jxs � xtj � �
� sonst

�
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Die einzelnen Gr�ossen k�onnen anschaulich interpretiert werden� Die Gr�osse I��� misst�
ob zwei Beobachtungswerte r�aumlich nahe beeinander liegen� Im��� ist genau dann
gleich Eins� wenn zwei m�histories �xs	 xs��	 � � � 	 xs�m��� und �xt	 xt��	 � � � 	 xt�m���
einen Abstand kleiner � voneinander besitzen� Die Funktion Cm�n��� misst schliesslich
den Anteil der Punktepaare �xmt 	x

m
s �� die weniger als den Abstand � voneinander

entfernt liegen�

Das Korrelationsintegral Cm��� kann daher als die Wahrscheinlichkeit interpretiert
werden� dass zwei m�histories einen Abstand kleiner � voneinander besitzen� Cm�n���
ist somit eine Sch�atzfunktion f�ur das Korrelationsintegral�

F�ur die Konstruktion einer Testgr�osse des BDS�Tests ist der folgende Zusammenhang
von Bedeutung �vgl� Brock et al� ��
 � S� ���� Sind die Elemente einer Zeitreihe fxtg
i�i�d�� dann gilt

Cm��� � �C���� 
m ���	�

f�ur alle festen m und �� Die Umkehrung dieses Zusammenhangs gilt nicht� Das heisst�
gilt zwar Cm��� � �C���� m� dann folgt daraus nicht unbedingt die i�i�d��Eigenschaft�
Beispiele hierf�ur sind aber von sehr pathologischer Natur �vgl� Hsieh ��
 � Fussnote
���

Der in Gleichung ���	� formulierte Zusammenhang motiviert nun die Betrachtung
der Gr�osse

p
nfCm�n���� �C��n��� mg als Grundlage f�ur eine Test�Statistik zur �Uber�

pr�ufung der i�i�d��Hypothese� Es gilt �vgl� Brock et al� ��
 � S� �� ���� unter der
i�i�d��Hypothese ist die BDS�Statistik

Wm�n �

p
nfCm�n��� � �C��n��� mg

�m�n���
�����

asymptotisch standardnormalverteilt� �m�n ist ein Sch�atzer f�ur die asymptotische
Standarbweichung von Cm�n���� �C��n��� m und wird folgendermassen bestimmt�

��m�n��� � �

��
�K��� m " �
m��X
j��

�K��� m�j �C��� �j

" �m � ����C��� �m �m�K����C��� �m��
�
	 �����

wobei

Kn��� �
�

�n �m � ���n �m��n �m " ��
�

n�m��X
r��

n�mX
s�r��

n�m��X
t�s��

Im�xr	 xs	 �� Im�xs	 xt	 �� � �����

F�ur die Anwendung der BDS�Statistik ist eine geeignete Wahl f�ur m und � zu tre�en
�vgl� Brock et al� ��
 � S� �� ���� Der Wert f�ur � sollte zwischen ��� und ��� mal der
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Standardabweichung liegen� F�ur m sollte � � m � � gelten� bei einer Stichprobe von
mehr als n � ��� Beobachtungen� wobei n�m 
 ��� gelten sollte� da sonst nicht
gen�ugend sich �uberlappende m�histories existieren�

����� Recurrence Plot

Beim Recurrence Plot handelt es sich um ein zweidimensionales graphisches Verfahren
zur Entdeckung von strukturellen �Anderungen in den zu untersuchenden Daten� wie
zum Beispiel Volatilit�atsclustering �vgl� Brock et al� ��
 � S� �� f��� Das Konzept dieses
graphischen Verfahrens ist eng mit den Ideen des BDS�Tests verwandt�

Werden mit t und s zwei Zeitperioden bezeichnet� so wird ein Punkt �t	 s� im t�s�
Koordinatensystem gezeichnet� wenn f�ur die zwei zugeh�origen m�histories xmt und
xms und einem beliebig vorgegebenen Abstand � gilt�

kxmt � xms k� � � �

F�ur die Wahl der Parameter m und � sind die Ausf�uhrungen in ����� analog anzu�
wenden�

Beim Recurrence Plot ergeben sich dunkle und helle Fl�achen� die in der Regel sym�
metrisch zur Diagonalen liegen� Bei den dunklen Fl�achen erscheinen viele der r�aum�
lich nahe beeinander liegenden Punkte in einem kurzen Zeitintervall� bei den hellen
Fl�achen erscheinen dagegen weit entfernte Punkte in einem kurzen Zeitintervall� Das
Auftreten von abwechselnden dunklen und hellen Fl�achen zeigt eine Verletzung der
i�i�d��Annahme an�

Zwischen dem Recurrence Plot und dem Korrelationsintegral besteht eine enge Bezie�
hung� Sind n�amlich die Elemente einer Zeitreihe fxtg i�i�d�� dann ist die Wahrschein�
lichkeit f�ur einen Punkt bei �t	 s� gerade das Korrelationsintegral Cm���� Bei Vorliegen
einer i�i�d��Zeitreihe ist dann die Wahrscheinlichkeit f�ur einen Punkt bei �t	 s� f�ur alle
t und s gleich gross� Als Plot ergibt sich eine gleichm�assig geschw�arzte Fl�ache� Mit
dem Recurrence Plot lassen sich aber auch Aussagen �uber die Art einer Verletzung
der i�i�d��Annahme machen�

�� Folgt aus einer Darstellung des Punktes �t	 s�� dass der Punkt �t"�	 s"�� mit ho�
her Wahscheinlichkeit gezeichnet wird� dann macht sich dies in der graphischen
Darstellung durch Linien parallel zur Diagonalen bemerkbar� Dies impliziert�
dass r�aumlich nahe beeinander liegende Punkte f�ur die Prognose zuk�unftiger
Werte dienen k�onnen�

�� Liegt der Zeitreihe ein Trend zugrunde� so l�auft die Darstellung
�
aus der Dia�

gonalen��

	� Phasen reduzierter Volatilit�at f�uhren zu dunklen Quadraten� Dies kann als In�
dikator f�ur Volatilit�atsclustering verwendet werden�
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�� Ein abrupter Wechsel in der Dynamik des die Zeitreihe generierenden Prozesses
f�uhrt im Recurrence Plot zu einem abrupten Wechsel zwischen helleren und
dunkleren Fl�achen� So k�onnen strukturelle �Anderungen in den Daten detektiert
werden�

����� Autokorrelationen und Q�Statistiken

Aussagen �uber zeitliche Korrelationen und Abh�angigkeiten von Elementen einer
Zeitreihe lassen sich auch durch die Sch�atzung der Autokorrelationsfunktion und die
Auswertung der Q�Statistiken gewinnen �vgl� Campbell et al� ��� � S� �� ��� Hartung
��� � S� ��� ����

Die Autokovarianzfunktion der Ordnung k einer Zeitreihe fxtg ist de�niert durch

��k� 	 cov�xt	 xt�k 	 �����

wobei k auch als Time Lag bezeichnet wird� Aus der Autokovarianzfunktion ergibt
sich durch Normierung die Autokorrelationsfunktion der Ordnung k�

��k� 	 cov�xt	 xt�k 

var�xt 
�

��k�

����
� �����

Bei gegebener Stichprobe x�	 � � � 	 xn werden Autokovarianz� und Autokorrelations�
funktion gesch�atzt durch

���k� �
�

n

n�kX
t��

�xt � 'x��xt�k � 'x� 	 ���
�

���k� �

Pn�k
t�� �xt � 'x��xt�k � 'x�Pn

t���xt � 'x��
	 ������

wobei der Erwartungswert von X als arithmetisches Mittel 'x � �
n

Pn
t�� xt gesch�atzt

wird und � � k � n� F�ur den Time Lag k � � gilt ����� � ��

Zeigt eine graphische Darstellung der Autokorrelationsfunktion als Funktion des Ti�
me Lags nur f�ur kleine k nicht verschwindende Funktionswerte� kann auf eine Un�
korreliertheit der Daten geschlossen werden� Auch wenn aus Unkorreliertheit nicht
Unabh�angigkeit folgt� k�onnen auf Grundlage der Autokorrelationsfunktion Hinweise
auf eine solche Unabh�angigkeit abgeleitet werden� Wird bei Finanzdaten nicht nur
die Autokorrelationsfunktion der Renditen� sondern auch diejenige der quadrierten
Renditen oder des Absolutbetrages gesch�atzt� so ist das Nichtverschwinden dieser
Autokorrelationen selbst bei verschwindender Autokorrelation der einfachen Rendi�
ten ein Indiz f�ur eine Abh�angigkeit der Daten �vgl� J� P� Morgan ��� � S� �� ����

Handelt es sich beim Sch�atzen der Autokorrelationsfunktion weitestgehend um ein
Verfahren� bei dem versucht wird� durch eine graphische Darstellung der Autokor�
relationsfunktion R�uckschl�usse auf eine Korreliertheit der Daten zu ziehen� ist die
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Portemanteau�Statistik oder Q�Statistik ein Test �uber die Nullhypothese� dass alle
Autokorrelationen Null sind �vgl� Campbell et al� ��� � S� ����

Die Q�Statistik von Box�Pierce ist bei einem Stichprobenumfang n de�niert durch

Qm � n

mX
k��

���k� � ������

Unter der Nullhypothese ist der Sch�atzer �Qm � n
Pm

k�� ����k� asymptotisch ���
verteilt mit m Freiheitsgraden� Dabei bezeichnet m die Anzahl Time Lags� die in
die Berechnung der Testgr�osse eingeht� Die Nullhypothese ist bei einem Signi�kanz�
niveau � zu verwerfen� falls �Qm 
 ��m����� wobei ��m���� das �� � �������Quantil
der ���Verteilung mit m Freiheitsgraden bezeichnet�

F�ur kleine Stichprobenumf�ange wird die Q�Statistik von Box�Ljung verwendet�

Q�m � n�n" ��
mX
k��

���k�

n� k
� ������

Unter der Nullhypothese ist die Sch�atzung �Q�m wieder ���verteilt mit m Freiheitsgra�
den�

Q�Statistiken eignen sich dazu� Abweichungen von der Hypothese verschwindender
Autokorrelationen in jeder Richtung und f�ur alle Time Lags zu entdecken� Allerdings
ist die Festlegung der Anzahl m von Time Lags� die ber�ucksichtigt werden sollen�
sorgf�altig abzuw�agen� Ist m zu klein� so besteht die Gefahr� dass bestehende Korrela�
tionen h�oherer Ordnung eventuell unber�ucksichtigt bleiben� Werden dagegen zu viele
Autokorrelationen verwendet� so hat der Test aufgrund nicht signi�kanter Autokorre�
lationen h�oherer Ordnung eventuell nur eine geringe Aussagekraft� In der Regel wird
in empirischen Studien f�ur m ein Wert zwischen �� und �� gew�ahlt�

Ebenso wie bei den Autokorrelationsfunktionen� kann eine Anwendung der Q�
Statistik auf quadrierte Renditen oder auf den Absolubetrag der Renditen Hinweise
auf eine Abh�angigkeit der Daten liefern�

����� Excessfunktion

Bei der Sch�atzung der Excessfunktion handelt es sich um eine explorative Methode�
um das Tail�Verhalten einer Verteilung zu beurteilen �vgl� Embrechts et al� ��	 � S� �
�
��� Emmer et al� ��� �� Diese Methode wurde f�ur positive Daten entwickelt� Um sie
auf den linken Teil einer Renditeverteilung� also auf in der Regel negative Renditen
anwenden zu k�onnen� wird von diesen Renditen der Absolutbetrag genommen� Eine
Stichprobe des Absolutbetrages solcher Renditen sei durch x�	 � � � 	 xn gegeben�
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Die Excessfunktion ist de�niert durch

e�u� 	 E�x� ujx 
 u 	 ����	�

wobei u � � den sogenannten Schwellenwert bezeichnet� Ein Sch�atzer f�ur die Ex�
cessfunktion in Abh�angigkeit des Schwellenwertes ist gegeben durch

�en�u� �
�

(fi � xi 
 u 	 i � �	 � � � 	 ng
nX
i��

max�xi � u	 �� � ������

Durch Auftragen von �en�u� als Funktion von u kann zwischen heavy� und light�tailed
Verteilungen di�erenziert werden� F�ur eine Exponentialverteilung� die den �Ubergang
zwischen einer light�tailed und einer heavy�tailed Verteilung darstellt� ist die Ex�
cessfunktion eine Konstante� n�amlich gerade der Parameter der Exponentialvertei�
lung� Eine Verteilung mit einem leichteren Tail als derjenige der Exponentialverteilung
besitzt f�ur wachsende u eine gegen Null fallende Excessfunktion� Die Excessfunktion
einer Verteilung� die heavy�tailed ist� strebt hingegen gegen unendlich�
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Abbildung ���� Excessfunktion von normalverteilten Renditen�

Abbilung ��� zeigt zur Illustration den Verlauf der Excessfunktion von ���� si�
mulierten normalverteilten Renditen mit Erwartungswert � � ������ und Varianz
�� � �������
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����� Compass Rose

Wie bereits bei der Diskussion um das Vorliegen von chaotischem Verhalten in Fi�
nanzdaten erw�ahnt �vgl� Abschnitt ������� vermuten Kr�amer und Runde ��� � dass
viele Indizien f�ur solches Verhalten in Wahrheit nur davon herr�uhren� dass an den
B�orsen Kurse nur in diskreten Einheiten �Ticks�� gehandelt werden k�onnen� Diese
Tatsache f�uhrt beim Auftragen der einfachen Renditen zum Zeitpunkt t"� gegen die
Rendite zum Zeitpunkt t zu einem sternartigen Muster� welches als Compass Rose
bezeichnet wird�

Pt soll im folgenden den Preis einer Aktie und h 
 � die Gr�osse eines Ticks bezeichnen�
F�ur das Verh�altnis zweier aufeinanderfolgenden als arithmetische Wachstumsraten
berechneter Renditen ergibt sich

Rt��

Rt
�

Pt�� � Pt
Pt � Pt��

Pt��
Pt

�

Die Compass Rose erscheint in einer graphischen Darstellung von Rt�� gegen Rt�
wenn Pt � Pt � Pt�� gilt� Daraus folgt Pt���Pt 
 �� was f�ur das Verh�altnis der
Renditen auf

Rt��

Rt

 Pt�� � Pt

Pt � Pt��
�
nt�� h

nt h
�

nt��
nt

f�uhrt� Hierin bezeichnet nt � Zdie Anzahl Ticks� um die sich der Preis ge�andert
hat� Wird nun Rt�� gegen Rt abgetragen� ergeben sich charakteristische Geraden
mit Steigung nt���nt� Abbildung ��� zeigt eine auf diese Art und Weise entstehende
Compass Rose in einer schematischen Darstellung� Am h�au�gsten treten Geraden mit
Verh�altnissen nt���nt � �	��	�� auf und zwar in dieser Reihenfolge� Nicht ganz so
deutlich zu erkennen sind in der Regel Strahlen zwischen diesen Geraden�

Der E�ekt der Compass Rose wurde �

� erstmals erw�ahnt� einem breiteren Publikum
ist er allerdings erst seit �

� bekannt� Oft wird dieser E�ekt nur dadurch verdeckt�
dass Achsen falsch skaliert sind oder f�ur die Darstellung der Punkte zu grosse Symbole
verwendet werden�

In einer Simulationsstudie haben Kr�amer und Runde ��� gezeigt� dass die Compass
Rose tats�achlich nur dadurch entsteht� dass ausschliesslich in diskreten Einheiten
gehandelt werden kann� In dieser Studie wurden normalverteilte Renditen mittels
eines Zufallszahlengenerators erzeugt und anschliessend gerundet� Um Unzul�anglich�
keiten bei der Generierung von zuf�alligen Renditen ausschliessen zu k�onnen � insbe�
sondere sind hier eventuelle statistische Abh�angigkeiten zwischen den Zufallszahlen
zu erw�ahnen � wurde durch den Autor der vorliegenden Arbeit eine Simulationsstu�
die mit verschiedenen Zufallszahlengeneratoren aus Numerical Recipes durchgef�uhrt
�
�
ran���

�
ran	� und

�
ran��� vgl� Press et al� �
� � Kapitel ��� Die Ergebnisse stimmen

mit denjenigen von Kr�amer und Runde �uberein�
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Rt+1

Rt

nt=nt+1

nt,nt=0

nt=0,nt+1

nt=-nt+1

Abbildung ���� Schematische Darstellung einer Compass Rose�

Die Simulationsstudien zeigen allerdings ernsthafte Konsequenzen f�ur die Anwendung
des BDS�Tests auf� So kann eine an sich korrekte Nullhypothese von i�i�d��Renditen
nur wegen Rundungsfehlern abgelehnt werden� Eine Ablehnung dieser Nullhypothe�
se liesse dann auch eine Erkl�arung von Aktienrenditen durch chaotische Systeme
zu� Werden Renditen aber als logarithmische Kurs�anderungen berechnet� d�urfte dies
keine Rolle spielen� Durch die Berechnung des Logarithmus wird der E�ekt aufgeho�
ben� dass Aktienkure nur in diskreten Einheiten gehandelt werden� Da im folgenden
Log�Returns verwendet werden� sollten sich f�ur die Anwendung des BDS�Tests kei�
ne Konsequenzen ergeben� Dies bedeutet� dass eine Ablehnung der i�i�d��Hypothese
nicht dadurch verursacht wird� dass Aktienkurse nur in diskreten Einheiten gehandelt
werden�

��� Empirische �Uberpr�ufung f�ur den schweizeri�

schen Aktienmarkt

In diesem Abschnitt werden die in Abschnitt ��� diskutierten Annahmen �uber Fi�
nanzm�arkte mit den in Abschnitt ��� vorgestellten statistischen Tests anhand von
Daten des schweizerischen Aktienmarktes �uberpr�uft�

Dazu wurde ein Programm entwickelt� welches alle oben eingef�uhrten statistischen
Tests und graphischen Instrumente beinhaltet �vgl� Anhang F�� Die Routine zum
BDS�Test wurde nicht selbst entwickelt� Sie wird von W�D� Dechert der Allgemeinheit
zur Verf�ugung gestellt und ist in die vom Autor erstellte Software integriert worden�
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����� Datengrundlage

Der empirischen Untersuchung liegen alle Tagesschlusskurse der Jahre �
�
 bis �

�
von f�unf b�orsenkotierten schweizerischen Aktiengesellschaften zugrunde� Es handelt
sich pro Aktie um ��
� Datenpunkte� Bei der Auswahl der untersuchten Titel wurde
auf eine hohe Marktliquidit�at geachtet� So soll verhindert werden� dass einzelne Kauf�
oder Verkaufsauftr�age sich in deutlichen Kursbewegungen niederschlagen� Als Indika�
tor f�ur die Marktliquidit�at sind die t�aglichen Ums�atze der einzelnen Titel verwendet
worden� Ein hohes Handelvolumen sollte f�ur einen liquiden Titel sprechen� Folgende
Titel wurden daher ausgew�ahlt� ABB Inhaber �ABBI�� Credit�Suisse Namen �CSN��
Nestl�e Namen �NESN�� Novartis Namen �NOVN� und Roche Genussschein �ROG��
Diese Titel bilden nicht nur die Grundlage f�ur die Untersuchungen in diesem Ab�
schnitt� sondern auch f�ur die Analysen in den folgenden Kapiteln�

Die Daten wurden �uber die Datenbank von Datastream� bezogen� Die Aktienkurse
sind korrigiert um Kapitalmassnahmen� das heisst um Kapitalerh�ohungen� Splits� etc�
Neben

�
normalen� Tagesschlusskursen liefert Datastream auch sogenannte Return In�

dizes� Sie zeigen die theoretischen Aktienkurse unter der Annahme� dass Dividenden
reinvestiert werden� um zus�atzliche Einheiten des jeweiligen Titels zu erwerben�

Die Berechnung dieser Return Indizes setzt eine genaue Kenntnis der H�ohe und des
Zeitpunktes der Dividendenzahlung voraus� Da in der Schweiz keine Aussch�uttungen
aus laufenden Gewinnen vorgenommen werden d�urfen� erfolgt die Dividendenzahlung
einmal pro Jahr� Der Return Index RIt am Tag t wird anhand der Kurse Pt und
Pt�� f�ur alle Zeitpunkte ausser dem Tag der Dividendenzahlung folgendermassen
berechnet�

RIt � RIt��
Pt
Pt��

�

P� ist in den verwendeten Zeitreihen von Datastream durch den Schlusskurs des ersten
Handelstages des Jahres �
�� gegeben� F�ur den Tag der Dividendenzahlung lautet die
Berechnung

RIt � RIt��
Pt "Dt

Pt��
	

wobei mit Dt die Dividende bezeichnet wird� Werden f�ur die Return Indizes die t�agli�
chen Renditen als geometrische Wachstumsraten ermittelt� so ergibt sich f�ur alle Tage
ausser dem Tag der Dividendenzahlung

ln
RIt
RIt��

� ln
Pt
Pt��

	

was der �ublichen logarithmischen Preis�anderung entspricht� Am Tag der Dividenden�
zahlung erh�alt man�

ln
RIt
RIt��

� ln
Pt " Dt

Pt��
	

�Datastream ist eine Marke des Informationsanbieters Primark Corporation und bietet historische
Zeitreihen von mikro� und makro
okonomischen Daten an�
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also eine um die Dividende korrigierte Rendite� Anzumerken bleibt� dass bei der Er�
mittlung der Return Indizes Steuern� speziell die Verrechnungssteuer� und Kosten
der Reinvestition� zum Beispiel Kommissionen und Spesen� unber�ucksichtigt bleiben�
Wenn nichts Anderes erw�ahnt wird� basieren die Untersuchungen in den folgenden
Abschnitten und Kapiteln auf den dividendenkorrigierten Renditen�

Novartis ist am �������

� durch Fusion aus Ciba�Geigy und Sandoz hervorgegan�
gen� Die von Datastream gelieferten Kurse f�ur die Novartis Namenaktie bis zu diesem
Zeitpunkt sind diejenigen der Sandoz AG�

Neben den Titeln der erw�ahnten Aktiengesellschaften wird auch ein Index untersucht
und zwar der Swiss Market Index �SMI�� Die Tagesschlusskurse des SMI wurden wie�
derum �uber Datastream bezogen� Dem SMI wurde der Vorzug vor dem Swiss Perfor�
mance Index gegeben� da f�ur letzteren an der Eurex� keine standardisierten Derivate
gehandelt werden� Die Kurse und Renditen des SMI sind allerdings nicht unabh�angig
von denen der oben erw�ahnten Titel� Der SMI stellt als Index eine gewichtete Summe
der Kurse von ausgew�ahlten Aktien des schweizerischen Aktienmarktes dar� Da alle
untersuchten Titel in die Berechnung des SMI f�ur den analysierten Zeitraum eingehen�
besteht eine gewisse Abh�angigkeit zwischen Aktien und Index�

����� Der schweizerische Aktienmarkt in den Jahren �
�
 bis
�

�

Am Beispiel des SMI wird ein kurzer �Uberblick �uber die Entwicklung des Aktien�
marktes in der Schweiz in den Jahren �
�
 bis �

� gegeben� Diese Entwicklung kann
nicht isoliert betrachtet werden� sondern ist im Kontext der makro�okonomischen Ent�
wicklung� vor allem auch der globalen M�arkte� zu sehen�

Abbildung ��	 zeigt das Verhalten der Renditen am Beispiel des SMI f�ur den erw�ahn�
ten Zeitraum� Sehr gut sind einzelne Ereignisse zu erkennen� wie der Minicrash im
Oktober �
�
� die Kuwait�Krise in der zweiten Jahresh�alfte �

� und Anfang �

�
und der Moskauer Putschversuch im August �

�� Das seit Herbst �

� unruhiger
gewordene B�orsengeschehen l�asst sich in einer deutlich erh�ohten Volatilit�at ablesen�
Im Gegensatz zu den Jahren �
�
 bis �

�� in denen haupts�achlich einzelne starke
Kurseinbr�uche zu verzeichnen waren� sind nun starke Abweichungen sowohl nach un�
ten als auch nach oben zu beobachten� und zwar �uber einen l�angeren Zeitraum�

Ausgel�ost wurden die Krisen ab �

� im s�udostasiatischen Wirtschaftsraum �Indone�
sien� S�ud Korea� Malaysia� Philippinen� Thailand� �vgl� Basle Committee on Banking
Supervision �� � IOSCO ��� �� In den Jahren zuvor waren in diesen L�andern sehr
hohe Wachstumsraten zu verzeichnen gewesen� was hohe ausl�andische Investitionen�

�Die Eurex ist die aus SOFFEX und Deutsche B
orse AG durch Fusion am 
�������� hervor�
gegangene Terminb
orse� An ihr werden standardisierte Geldmarkt�� Kapitalmarkt�� Aktien� und
Indexprodukte gehandelt�
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	 und �

���

��

Kapitalzu�uss und ein verst�arktes Engagement ausl�andischer Banken� vor allem eu�
rop�aischer Banken� zur Folge hatte� Die auftretenden wirtschaftlichen Schwierigkei�
ten blieben allerdings nicht auf den s�udostasiatischen Raum beschr�ankt� sondern sie
wirkten sich auch auf die aufsteigenden M�arkte in Lateinamerika und Osteuropa und
sp�ater auf die entwickelten M�arkte Europas und der USA aus�

Solchen Krisen entstehen nie �uber Nacht� sondern sie k�undigen sich vorher an� So
auch in diesem Fall� Die L�ander S�udostasiens hatten mit einer steigenden In�ation
zu k�ampfen und h�auften kurzfristige Auslandschulden an� welche die Gefahr in sich
bergen� nicht erneuert werden zu k�onnen�

Zu Beginn des Jahres �

� brachen einige koreanische Konzerne zusammen� was den
Startpunkt der Turbulenzen markierte� Im Juli desselben Jahres wurde die thail�andi�
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sche W�ahrung abgewertet und im Zuge davon auch andere asiatische W�ahrungen�
teilweise weit unter ein Niveau� das als notwendig erachtet wird� um die Wettbe�
werbsf�ahigkeit im Export zu gew�ahrleisten� Eine Abwertung bei gleichzeitig steigen�
den Preisen bedeutet eine geringere reale Kaufkraft und verst�arkt den In�ationsdruck�
Als Folge ging das Wirtschaftswachstum dramatisch zur�uck� Die Marktkapitalisierung
verminderte sich innerhalb eines Jahres um bis zu ��� �gemessen in US Dollar�� Diese
ganzen Ereignisse f�uhrten zu einem spekulativen Druck auf die aufsteigenden M�arkte
in Lateinamerika und Osteuropa� womit sich die Krise weltweit auszubreiten begann�
Ausl�andische Investoren zogen schliesslich ihr Kapital ab� In Indonesien f�uhrten die
wirtschaftlichen Schwierigkeiten zus�atzlich zu innenpolitischen Spannungen und so�
zialen Unruhen�

Wenn sich auch die Auswirkungen dieser Krisen auf die europ�aischen M�arkte mit der
Zeit abschw�achten� bildeten sie f�ur l�angere Zeit einen gewissen Unsicherheitsfaktor�

Im August des Jahres �

� brachen neue Turbulenzen aus �vgl� Committee on the
Global Financial System ��
 �� Am ��� August wurde die russische W�ahrung abgewer�
tet� gleichzeitig �elen russische Staatsanleihen aus� Dies f�uhrte dazu� dass das Risiko
in anderen aufsteigenden M�arkten� vor allem Lateinamerikas� verst�arkt wahrgenom�
men wurde� Die W�ahrungen dieser L�ander gerieten unter Druck� der Marktwert von
Staatsanleihen dieser L�ander �el daher� Bis Mitte September setzte deshalb eine star�
ke Nachfrage nach

�
sicheren� Anlagem�oglichkeiten ein� So �elen die Renditen der

Staatsanleihen der f�uhrenden Industrienationen und erstklassiger privater Schuldner�

Auch die Aktienm�arkte der Industrienationen waren von diesen Geschehnissen betrof�
fen� Es kam zu einem Preisverfall und einer deutlich gestiegenen Volatilit�at� Besonders
die Titel von europ�aischen Banken waren betro�en� da die Investoren davon ausgin�
gen� dass das Engagement gerade dieser Banken in Russland besonders hoch sei �vgl�
o�V� �
� �� Schweizerische Banktitel verloren rund die H�alfte an Wert� So wurde die
Credit�Suisse First Boston� eine Tochter der Credit�Suisse Group� in ihrem Rating
herabgestuft� was f�ur die Titel der Credit�Suisse einen Kursr�uckgang zur Folge hatte�
Zuvor war der Kurs durch Fusionsger�uchte stark angeheizt worden �vgl� Maier ��
 ��

Schliesslich kamen noch die Verluste des Hegde Fund
�
Long�Term Capital Manage�

ment� hinzu� die am ���
��

� bekanntgegeben wurden� Dieser Fund kontrollierte mit
nur � Milliarden US Dollar Eigenkapital Anlagen in der H�ohe von ��� Milliarden US
Dollar� Vor allem die UBS AG war von diesen Verlusten betro�en �vgl� Maier und
Heusser�Bachmann ��� � Maier und Schmocker ��� ��

Fast so schnell wie die Krise ausgebrochen war� h�orte sie auch wieder auf� Ausschlagge�
bend war eine Zinssenkung in den USA am �
�
��

� und die Einsicht der Investoren�
dass die Reaktionen wohl �ubertrieben waren�

Die erl�auterten Entwicklungen im schweizerischen Aktienmarkt werden an vielen Stel�
len in die Diskussion empirischer Befunde ein�iessen�
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����� 	Uberpr	ufung der i�i�d��Annahme mittels BDS�Test

Der BDS�Test wird dazu verwendet� die Annahme unabh�angig und identisch verteil�
ter Renditen zu �uberpr�ufen� Untersucht werden die f�unf genannten Aktientitel erg�anzt
um den SMI� F�ur diese Titel werden jeweils ein zehnj�ahriger Zeitraum ��
�
��

��
und zwei f�unfj�ahrige Subperioden ��
�
��

	 und �

���

�� analysiert� also insge�
samt �� Untersuchungen durchgef�uhrt� Diese Perioden bilden ebenso die Grundlage
f�ur die Analysen in den weiteren Abschnitten dieses Kapitels�

Exemplarisch werden die Ergebnisse f�ur die Credit�Suisse Namenaktie demonstriert�
Die detaillierten Ergebnisse f�ur die �ubrigen Titel �nden sich in Anhang B���

F�ur die Anwendung des BDS�Tests sind die Einbettungsdimension m und der
vorgegebene Abstand � geeignet zu w�ahlen� F�ur die Einbettungsdimension wurde
m � �	 		 �	 � gew�ahlt� Dies stellt sicher� dass bei einer Anzahl von n Beobachtun�
gen zwischen circa ���� �f�unfj�ahrige Periode� und ���� �zehnj�ahrige Periode� die
Forderung n�m 
 ��� erf�ullt ist� Der Abstand � wird in Einheiten � der Standard�
abweichung gemessen und auf � � ���	 ���	 ���	��� festgelegt� Mit allen m�oglichen
Kombinationen von � und m ergeben sich �� BDS�Statistiken�

Tabelle ��� zeigt nun die Ergebnisse f�ur die Credit�Suisse Namenaktie� Aufgef�uhrt
ist die Pr�ufgr�osse des BDS�Tests f�ur verschiedene Werte von � und m und f�ur die
erw�ahnten Zeitr�aume� Diese Testgr�osse ist unter der Nullhypothese� dass die Renditen
i�i�d� sind� asymptotisch standardnormalverteilt� Die kritischen Werte f�ur eine zweisei�
tige Fragestellung betragen ����� bei einem Signi�kanzniveau von � � �� respektive
��
�� bei einem Signi�kanzniveau von � � ��� Zun�achst werden die Resultate bei
einem Signi�kanzniveau von � � �� diskutiert� In ����� aller F�alle wird hierbei f�ur
die Periode �
�
��

�� in ���� aller F�alle f�ur die Periode �
�
��

	 und in ��� aller
F�alle f�ur die Periode �

���

� die Hypothese identisch und unabh�angig verteilter
Renditen nicht abgelehnt� Bei einem Signi�kanzniveau von � � �� reduzieren sich
diese Werte auf ���� 
�� und ������ Vor allem f�ur die Jahre �
�
��

	 weist der
BDS�Test auf i�i�d��Renditen der Credit�Suisse Namenaktie hin�

Tabelle ��� zeigt im �Uberblick die H�au�gkeit der Nichtablehnung der Nullhypothese
f�ur alle untersuchten Aktien und den SMI� Insgesamt wurden ��� BDS�Statistiken
ausgewertet�

Insgesamt l�asst sich festhalten� dass der BDS�Test darauf hinweist� dass die Renditen
der untersuchten Aktien und des SMI unabh�angig und identisch verteilt sind� Diese
Hinweise sind f�ur die f�unfj�ahrigen Perioden� vor allem f�ur die Jahre �
�
��

	� st�arker
ausgepr�agt als f�ur den gesamten zehnj�ahrigen Zeitraum�
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Periode ��������� ��������� ���������

Beobachtungen n 
��� �
�� �
�	

m �
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� signi�kant bei � � ��
�� signi�kant bei � � ��

Tabelle ���� BDS�Statistiken f�ur verschiedene Werte von m und �
und verschiedene Zeitr�aume der Credit�Suisse Namenaktie�

����� Recurrence Plots

Zwischen Recurrence Plot und BDS�Test besteht eine enge Beziehung� So sind f�ur
die Plots die gleichen Parameter festzusetzen wie f�ur den BDS�Test� Die Werte f�ur m
und � wurden im folgenden auf m � � und � � ��� festgelegt� Am Beispiel des SMI
und der Credit�Suisse Namenaktie sollen die Recurrence Plots diskutiert werden� Die
Renditedaten umfassen weiter die Jahre �
�
 bis �

�� Der SMI kann als Abbild des
gesamten Marktgeschehens betrachtet werden� Zudem kann der Recurrence Plot f�ur
den SMI mit der zeitlichen Entwicklung der Renditen in Abbildung ��	 verglichen
werden� Die untersuchten Aktien zeigen im wesentlichen alle dasselbe Bild wie der
Recurrence Plot f�ur die Credit�Suisse Namenaktie� Daher stehen die Ergbenisse f�ur
die Credit�Suisse Namenaktie repr�asentativ f�ur die �ubrigen Titel�

Abbildung ��� und Abblidung ��� zeigen die Recurrence Plots f�ur den SMI und die
Credit�Suisse Namenaktie� Wegen der sehr grossen Datenmenge k�onnen aus techni�
schen Gr�unden nur Daten oberhalb der Diagonalen dargestellt werden� Die Punkte
unterhalb der Diagonalen ergeben sich aus denjenigen oberhalb der Diagonalen durch
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Signi�kanzniveau Periode

��������� ��������� ���������

� � �� ��� ���� �
�
� � �� ��� ��� 	��

Tabelle ���� H�au�gkeit der Nichtablehnung der Nullhypothese des BDS�Tests
bei verschiedenen Signi�kanzniveaus f�ur alle f�unf Aktientitel und den SMI�

Spiegelung an derselben� Zu erkennen sind helle und dunkle Fl�achen� die sich mit�
einander abwechseln� Dunkle Fl�achen zeigen Renditen mit niedriger Volatilit�at oder
allgemein ein ruhiges B�orsengeschehen an� Helle Fl�achen sprechen dagegen f�ur hohe
Volatilit�aten� Solche helle Fl�achen treten vor allem in den Jahren �

� und �

� auf�
Betrachtet man diese hellen Fl�achen f�ur den SMI genauer und vergleicht sie mit den
Renditen� l�asst sich folgendes festhalten� Die hellen Fl�achen im Recurrence Plot korre�
spondieren mit den in Abschnitt ��	�� genannten Phasen erh�ohter Volatilit�at� So tritt
der erste helle Bereich im Zeitraum Mitte �

� bis Anfang �

� auf� Dies ist genau
die Zeit der Kuwait�Krise� Eine weitere helle Fl�ache ist ungef�ahr f�ur das Jahr �

� zu
erkennen� In der Darstellung der zeitlichen Entwicklung der Renditen sind f�ur diesen
Zeitraum erh�ohte Volatilit�aten zu beobachten� wenn auch nicht besonders ausgepr�agt�
Der helle Bereich f�ur die Jahre �

� und �

� wird in der ersten Jahresh�alfte �

�
unterbrochen durch einen etwas dunkleren Abschnitt� Dieser Bereich korrespondiert
mit leicht geringeren Renditeausschl�agen f�ur diesen Zeitraum�

In der Regel wird versucht� Volatilit�atsclustering� also das Auftreten von Phasen
erh�ohter oder verminderter Volatilit�at� durch die Betrachtung der zeitlichen Entwick�
lung der Renditen� wie etwa in Abbildung ��	 zu entdecken� Mit dem Recurrence Plot
k�onnen solche Phasen ebenfalls entdeckt werden und zwar trennsch�arfer als beim erst�
genannten Vorgehen� Er wird daher f�ur diesen Zweck vorgezogen�

Neben der Untersuchung des Volatilit�atsverhaltens� dient der Recurrence Plot der gra�
phischen �Uberpr�ufung der i�i�d��Annahme� Ein Wechsel zwischen hellen und dunklen
Abschnitten spricht gegen die Annahme unabh�angig und identisch verteilter Renditen�
Solche abrupten Wechsel sind auch in Abbildung ��� und ��� zu erkennen� Daneben
treten aber auch teilweise sehr grosse Fl�achen mit einer gleichm�assigen �Uberdeckung
auf� Dies kann als Hinweis auf i�i�d� interpretiert werden�

Wechsel zwischen Bereichen hoher und niedriger Volatilit�at oder Strukturbr�uche ma�
chen schliesslich noch auf ein Problem bei der Parametersch�atzung von expliziten
Modellen aufmerksam� Bei diesen Modellen muss auf Grundlage historischer Daten
eine Parametersch�atzung vorgenommen werden� welche aber f�ur das aktuelle oder
zuk�unftige Verhalten wegen einer ver�anderten Situation nicht mehr repr�asentativ sein
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m�ussen�

����� Empirische Autokorrelationsfunktionen und Q�Sta�
tistiken

Die Sch�atzung von Autokorrelationsfunktionen und die Auswertung von Q�Statistiken
lassen Aussagen �uber die zeitliche Korrelation der Renditen zu� Werden zudem Au�
tokorrelationen und Q�Statistiken f�ur den Absolutbetrag der Renditen und f�ur qua�
drierte Renditen betrachtet� lassen sich Hinweise auf zeitliche Abh�angigkeiten der
Renditen ableiten� Beispielhaft werden im folgenden die Ergebnisse f�ur die Credit�
Suisse Namenaktie diskutiert� Die detaillierten Resultate f�ur die �ubrigen Titel �nden
sich im Anhang B���

Die Abbildungen ��� bis ��� zeigen die gesch�atzten Autokorrelationsfunktionen f�ur
die Perioden �
�
��

�� �
�
��

	 und �

���

� in Abh�angigkeit vom Time Lag�
Dieser Lag wird hier in Tagen gemessen� F�ur die Renditen rt stellt man f�ur alle drei
Zeitr�aume fest� dass die Korrelationen mit Ausnahme kleiner Time Lags zwischen ein
und zwei Tagen sehr gering sind� Ein anderes Bild ergibt sich bei der Betrachtung des
Absolutbetrages der Renditen jrtj und der quadrierten Renditen r�t � Hier variieren die
Ergebnisse je nachdem� ob der zehnj�ahrige Zeitraum betrachtet wird oder eine der
Subperioden� Wird die Autokorrelationsfunktion von jrtj und r�t f�ur die Renditen der
Jahre �
�
��

� gesch�atzt� so ergibt sich eine Funktion� die deutlich von Null verschie�
dene Werte aufweist� und zudem nur sehr langsam abf�allt� Dies bedeutet� dass auch
f�ur grosse Time Lags noch eine Korrelation in den Daten besteht� Dieses Verhalten ist
vor allem auf die Jahre �

���

� zur�uckzuf�uhren� Hier zeigen die Autokorrelations�
funktionen nahezu dasselbe Verhalten wie f�ur den gesamten zehnj�ahrigen Zeitraum�
w�ahrend die Autokorrelationen der quadrierten Renditen und der Absolutbetr�age
der Renditen der Jahre �
�
��

	 bis auf kleine Time Lags nahezu verschwinden�
Die �ubrigen untersuchten Titel weisen in der Regel ein ganz �ahnliches Verhalten auf�
ebenso die Korrelationsfunktionen f�ur den SMI� Einzig die Novartis Namenaktie zeigt
ein anderes Bild� In diesem Fall weist nur die Autokorrelationsfunktion der Abso�
lutbetr�age der Renditen f�ur die Jahre �
�
��

� und �

���

� deutlich von Null
verschiedene Korrelationen auf� die quadrierten Renditen dagegen nicht�

W�ahrend die Sch�atzung der Autokorrelationsfunktionen graphisch rasch einen Ein�
druck dar�uber zul�asst� ob eine Korrelation vorliegt� lassen die Q�Statistiken von
Box�Pierce und Box�Ljung eine Quanti�zierung dieser Zusammenh�ange zu� Diese
Ergebnisse werden nun pr�asentiert� Die Anzahl der ber�ucksichtigten Time Lags wur�
de bei allen Sch�atzungen auf m � �� festgelegt� Tabelle ��	 zeigt die Resultate f�ur
die Credit�Suisse Namenaktie� Die Q�Statistiken sind jeweils unter der Nullhypothe�
se� dass alle Korrelationen von Null verschieden sind� asymptotisch ���verteilt mit
m � �� Freiheitsgraden� Die kritischen Werte betragen 	���� bei einem Signi�kanz�
niveau von � � �� und ����� bei einem Signi�kanzniveau von � � ��� Betrachtet
man die Q�Statistiken ergibt sich folgendes Bild� Wie bei der graphischen Analyse
der Autokorrelationsfunktionen resultieren unterschiedliche Ergebnisse je nach un�
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Zeitraum Q�Statistik rt r�
t

jrtj

��������� Box�Pierce ���	����� ��		����� ���������

Box�Ljung ��������� ��������� ���������

��������� Box�Pierce 
�����
 ����		
�� ���������

Box�Ljung 
������� �
������� ���������

��������� Box�Pierce �
����
�� ��	�	���� ���������

Box�Ljung �
�	����� ������	�� ���������

� signi�kant bei � � ��

�� signi�kant bei � � ��

Tabelle ��	� Q�Statistiken von Box�Pierce und Box�Ljung f�ur die CSN� Signi�
�kanzniveaus � � �� und � � ��� Anzahl Time Lags m � ���
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tersuchtem Zeitraum und untersuchter Renditegr�osse� Nur f�ur die Periode zwischen
�
�
 und �

	 wird die Hypothese verschwindender Korrelationen f�ur die Renditen
nicht abgelehnt� F�ur alle Zeitr�aume wird f�ur die Absolutbetr�age der Renditen und f�ur
die quadrierten Renditen die Nullhypothese verworfen� Die Werte der Teststatistiken
nach Box�Pierce und Box�Ljung weisen dabei nur geringe Di�erenzen auf� was auf
ausreichend grosse Stichprobenumf�ange schliessen l�asst�

Ein �ahnliches Bild ergibt sich bei der Untersuchung aller �ubrigen Titel und des SMI�
Tabelle ��� zeigt die relative H�au�gkeit einer Nichtablehnung der Nullhypothese bei
verschiedenen Signi�kanzniveaus f�ur die Renditegr�ossen rt� r�t und jrtj� Die relativen
H�au�gkeiten wurden auf Grundlage der Ergebnisse f�ur die f�unf ausgew�ahlten Akti�
en und f�ur den SMI aller drei Zeitperioden berechnet� Die Hypothese unkorrelierter

rt r�
t

jrtj

Box�Pierce � � �� ��� �� ��
� � �� ��� �� ��

Box�Ljung � � �� ��� ���� ��
� � �� ��� ���� ��

Tabelle ���� Relative H�au�gkeiten der Nichtableh�
nung der Nullhypothese der Q�Statistiken nach Box�
Pierce und Box�Ljung�

Renditen wird nur in rund der H�alfte der F�alle nicht abgelehnt� Nur bei der No�
vartis Namenaktie und dem SMI ergibt sich eine Unkorreliertheit der Renditen f�ur
alle untersuchten Zeitr�aume� F�ur die quadrierten Renditen und den Absolutbetrag
der Renditen muss auf das Vorhandensein zeitlicher Korrelationen geschlossen wer�
den� Ausnahme bildet auch hier die Novartis Namenaktie� was sich bereits bei der
Sch�atzung der Autokorrelationsfunktion angedeutet hat� So ergibt sich bei den Ren�
diten dieser Aktie f�ur den Zeitraum �

���

� eine Nichtablehnung der Hypothese
von unkorrelierten quadrierten Renditen�

Insgesamt haben die Untersuchungen in diesem Abschnitt gezeigt� dass vor allem
bei den quadrierten Renditen und bei den absoluten Renditen zeitliche Korrelationen
bestehen� Dies muss als Hinweis auf eine zeitliche Abh�angigkeit der Renditen gedeutet
werden�

����
 Empirische Excessfunktionen

Mit der Sch�atzung der Excessfunktion soll �uberpr�uft werden� ob die Renditevertei�
lungen der vorliegenden Aktien fat�tailed sind oder nicht� Wiederum wird dies exem�
plarisch f�ur den SMI und die Credit�Suisse Namenaktie dargestellt�
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Abbildung ��
 und ���� zeigen den gesch�atzten Excess in Abh�angigkeit vom Schwellen�
wert� Als Datenbasis liegen weiter die Jahre �
�
��

� zugrunde� Beide Excessfunk�
tionen zeigen ein �ahnliches Verhalten� W�ahrend sie zun�achst noch leicht fallen� steigen
sie mit wachsendem u stark an� Daraus l�asst sich eindeutig schliessen� dass es sich
bei den vorliegenden Renditeverteilungen um fat�tailed Verteilungen handelt� Die
Excessfunktionen f�ur die �ubrigen Aktien zeigen denselben Verlauf�

����� Zusammenfassung der empirischen Resultate

F�ur f�unf Titel des schweizerischen Aktienmarktes und f�ur den SMI wurden einige der
wichtigsten Annahmen �uber Renditen empirisch �uberpr�uft�

Zun�achst werden die Ergebnisse der BDS�Tests diskutiert� Die Resultate dieses Test
lassen den Schluss zu� dass in den meisten F�allen die Hypothese von unabh�angig und
identisch verteilten Renditen nicht abgelehnt werden kann� Dieses Resultat rechtfer�
tigt die Verwendung von Modellen� welche gerade die i�i�d��Annahme f�ur Renditen
unterstellen�

Mit dem Recurrence Plot lassen sich sehr trennscharf Regionen hoher und niedriger
Volatilit�at voneinander unterscheiden� Die Trennsch�arfe ist dabei wesentlich besser
als bei einer blossen Betrachtung der Renditen in Abh�angigkeit der Zeit� Die grossen
gleichm�assig �uberdeckten Fl�achen in den Recurrence Plots der untersuchten Rendite�
daten weisen auf unabh�angig und identisch verteilte Renditen in diesen Perioden hin�

Die Sch�atzung der Autokorrelationsfunktionen und die Auswertung der Q�Statistiken
ergibt jedoch Hinweise auf eine zeitliche Abh�angigkeit der Renditen� Dies steht im
Widerspruch zu den Implikationen der BDS�Tests� Auf einen konzeptuellen Unter�
schied zwischen Autokorrelationsfunktion einerseits und Recurrence Plot andererseits
ist allerdings hinzuweisen� Bei der Sch�atzung der Autokorrelationsfunktion werden
alle Elemente einer Zeitreihe ber�ucksichtigt� die einen bestimmten zeitlichen Abstand
voneinander besitzen� Beim Recurrence Plot werden r�aumliche Abst�ande gemessen�
wobei es im Gegensatz zur Sch�atzung der Autokorrelationsfunktion darauf ankommt�
aus welchem zeitlichen Bereich einer Zeitreihe die jeweils betrachteten Daten stam�
men�

Es wird daher vermutet� dass zumindest f�ur bestimmte Zeitperioden� vor allem f�ur
die Jahre �
�
 bis �

	� die i�i�d��Hypothese haltbar ist�

Renditeverteilungen schweizerischer Aktien zeigen breite Enden� Dies hat die
Sch�atzung der Excessfunktion eindeutig ergeben� Dieses Resultat hat auch f�ur den
SMI G�ultigkeit�
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Kapitel �

�Uberblick �uber verschiedene

Finanzmarktmodelle

Dieses Kapitel gibt einen kurzen �Uberblick �uber die wichtigsten Ans�atze zur Mo�
dellierung von Finanzmarktdaten� Es handelt sich dabei lediglich um eine Auswahl
und nicht um eine vollst�andige Erfassung dieser Modelle� Aus diesen Ans�atzen wer�
den drei Modelle ausgew�ahlt� die in den nachfolgenden Kapiteln f�ur den schweize�
rischen Aktien� und Optionenmarkt untersucht werden und die als Basis f�ur para�
metrische Value�at�Risk�Sch�atzungen auf diesen M�arkten dienen� Eine ausf�uhrliche
Begr�undung f�ur die getro�ene Wahl erfolgt ebenfalls�

Finanzmarktmodelle

Modelle unter der Annahme
unabhängiger Renditen

Modelle unter der Annahme
abhängiger Renditen

Modelle mit end-
licher Varianz

Modelle mit nicht
endlicher Varianz

Zeitstetige Modelle Zeitdiskrete Modelle

Abbildung 	��� Klassi�zierung verschiedener Finanzmarktmodelle�

Als Grundschema f�ur die Einordnung der Modelle werden die Annahmen �uber die zeit�
liche Abh�angigkeit der Renditen verwendet �vergleiche hierzu auch Abbildung 	����
Bei Modellen� die eine zeitliche Unabh�angigkeit unterstellen� sind unbedingte und be�

��
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dingte Renditeverteilungen identisch� Ans�atze� die zeitliche Abh�angigkeiten f�ur die
Renditen zulassen� postulieren Modelle f�ur die bedingten Renditeverteilungen� In bei�
den Modellklassen existieren Modelle� die Renditeverteilungen mit breiteren Enden
als diejenigen der Normalverteilung ergeben� Bei den zeitunabh�angigen Modellen er�
folgt eine Einteilung in Renditeverteilungen mit endlicher Varianz und solche mit
nicht endlicher Varianz� Die zeitabh�angige Modellierung der Rendite erlaubt zus�atz�
lich eine Ber�ucksichtigung des E�ekts des Volatilit�atsclustering� In dieser Klasse wird
zwischen zeitstetigen und zeitdiskreten Modellen unterschieden �vgl� auch die Dis�
kussion in Abschnitt ������� Formuliert werden all diese Modelle auf der Basis von
Log�Renditen�

Nicht speziell diskutiert werden nichtlineare Modelle und deterministisch chaotische
Systeme�

��� Modelle unter der Annahme unabh�angiger Ren�

diten

Bei Modellen� die auf der Annahme zeitlicher Unabh�angigkeit der Renditen beruhen�
sind bedingte und unbedingte Renditeverteilung identisch� Da keine Hypothesen �uber
die Form der bedingten Renditeverteilungen gebildet werden� k�onnen E�ekte wie das
Volatilit�atsclustering nicht modelliert werden� Eine Modellierung von unbedingten
Renditeverteilungen mit breiten Enden ist dagegen m�oglich� Bei den im folgenden
diskutierten Modellen handelt es sich ausschliesslich um zeitstetige Modelle�

����� Renditeverteilungen mit endlicher Varianz

Geometrische Brownsche Bewegung und normalverteilte Renditen

Das Standardmodell zur Beschreibung der Kursdynamik von Aktien und zur Beschrei�
bung von Aktienrenditen ist die Geometrische Brownsche Bewegung� Sie impliziert
normalverteilte Renditen�

Die Geometrische Brownsche Bewegung ergibt sich aus der allgemeinen stochastischen
Di�erentialgleichung ������� indem Drift und Volatilit�at als Funktionen angenommen
werden� die zwar von der Zeit unabh�angig sind� aber linear vom Aktienkurs abh�angen�
W�ahrend der Prozess f�ur den Kurs S�t� nichtstation�ar ist� bilden die Renditen r�t�
einen station�aren Prozess� Diese Renditen sind unabh�angig und identisch normalver�
teilt�

Die Geometrische Brownsche Bewegung bildet die Grundlage f�ur die Ableitung des
Optionspreismodells nach Black und Scholes ��� � Dieses Modell erm�oglicht die Bewer�
tung von europ�aischen Call� und Put�Optionen mit Hilfe einer geschlossenen Formel�
Ebenso existieren analytische Ausdr�ucke f�ur die Bewertung von europ�aischen Optio�
nen mit Dividendenzahlungen und f�ur die Bewertung amerikanischer Optionen� F�ur



	��� Zeitunabh�angige Modellierung �	

komplexere Optionsstrukturen lassen sich die entsprechenden Gleichungen zumindest
numerisch l�osen� In all diesen Optionspreisformeln nimmt die Volatilit�at eine zentrale
Rolle ein�

Mischung von Normalverteilungen

Ein weiterer zeitunabh�angiger Ansatz zur Modellierung von Renditen� welcher es zu�
gleich erm�oglicht� Renditeverteilungen mit breiteren Enden als diejenigen der Normal�
verteilung zu erhalten� ist die Mischung zweier verschiedener Normalverteilungen �vgl�
Venkataraman ���� � Kon ��	 � Du�e und Pan �	� � S� 	�� Hamilton ��� � S� ��� ����

Dabei wird die Gesamtrendite r�t� aus zwei normalverteilten Renditen rn�t� �
N ��n	 ��n� und r��t� � N ��	 ���� zusammengesetzt�

r�t� � 
 rn�t� " ��� 
� r��t� 	 
 � ��	 � 	

wobei 
 � � mit Wahrscheinlichkeit p und 
 � � mit Wahrscheinlichkeit �� � p�
auftritt� Der Erwartungswert der gesamten Rendite wird durch denjenigen von rn�t�
bestimmt� Interpretieren l�asst sich diese Mischung von zwei normalverteilten Zufalls�
variablen folgendermassen� das normale B�orsengeschehen wird durch die Renditen
rn�t� modelliert� ausserordentliche Ereignisse� die mit Wahrscheinlichkeit ��� p� ein�
treten� werden durch die Renditen r��t� modelliert� die eine h�ohere Varianz ��� 
 ��n
aufweisen� So ergeben sich Renditeverteilungen mit breiten Enden�

Zu sch�atzen sind die Parameter �n	 �
�
n	 �

�
� und die Wahrscheinlichkeit p� Die zu�

geh�orige Log�Likelihood�Funktion besitzt bei gew�ohnlicher Maximum�Likelihood�
Sch�atzung allerdings kein globales Maximum� Deshalb werden in der Praxis diese
Gr�ossen mittels einer Quasi�Bayesian�Maximum�Likelihood�Methode gesch�atzt �vgl�
Hamilton ��� � S� ��
��

Neben der Kombination von Normalverteilungen sind auch Mischungen von Vertei�
lungen unterschiedlicher Familien vorstellbar� zum Beispiel die Mischung einer Nor�
malverteilung mit einer Student t�Verteilung� die im folgenden Abschnitt dargestellt
wird�

Student t	Verteilung

Eine Modellierung von Renditen durch die Familie der Student t�Verteilungen ergibt
ebenfalls breitere Enden als eine Normalverteilung �vgl� Blattberg und Gonedes ��	 ��
Die Dichte der Student t�Verteilung mit k Freiheitsgraden ist de�niert als

f�r� � )

�
k " �

�

�
�p
�k

)

�
k

�

���
�k � ������

�
� "

r

k � �

���k�����
	

wobei )��� die Gammafunktion bezeichnet �vgl� Bronstein und Semendjajew ��� �
S� ����� F�ur k � 
 konvergiert die Student t�Verteilung bekanntlich gegen eine
Normalverteilung�
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Sprung	Di�usions	Prozess

Der Sprung�Di�usions�Prozess als Modell f�ur die Dynamik von Aktienkursen wurde
von Merton ��� eingef�uhrt� Die Grundidee dieses Ansatzes besteht darin�

�
norma�

le� Kurs�anderungen als Geometrische Brownsche Bewegung zu modellieren� Zus�atz�
lich treten zu zuf�alligen Zeiten� modelliert als Poisson�Prozess� aussergew�ohnliche
Ereignisse ein� die zu deutlichen Kursspr�ungen f�uhren k�onnen� Die Gr�osse solcher
Kurspr�unge wird wiederum durch eine Zufallsvariable beschrieben� Die Kombination
dieser beiden Prozesse f�uhrt dann zu Renditeverteilungen mit breiten Enden� F�ur die
Existenz solcher Kursspr�unge lassen sich empirische Hinweise �nden �vgl� Ball und
Torous �� � Jorion ��
 � Bruand ��� ��

Wie im Fall der Geometrischen Brownschen Bewegung kann auch f�ur den Sprung�
Di�usions�Prozess eine geschlossene Optionspreisformel f�ur den Fall europ�aischer Op�
tionen hergeleitet werden�

Verallgemeinerte hyperbolische Verteilungen

Eine Klasse von Verteilungen� die in den neunziger Jahren zur Modellierung von Ak�
tienrenditen vorgeschlagen wurde� sind die sogenannten verallgemeinerten hyperboli�
schen Verteilungen und speziell die hyperbolische Verteilung �vgl� Eberlein und Keller
��� � Prause �
� �� Auch f�ur letztere konnte eine Optionspreisformel zur Bewertung
europ�aischer Optionen hergeleitet werden �vgl� Eberlein und Jacod �	
 ��

Empirische Untersuchungen f�ur amerikanische� deutsche und schweizerische Aktien
haben ergeben� dass sich die hyperbolische Verteilung zur Modellierung empirischer
Renditeverteilungen gut eignen� da vor allem die Enden der Renditeverteilungen bes�
ser approximiert werden als zum Beispiel durch die Normalverteilung �vgl� Eberlein
und Keller ��� � Eberlein et al� ��� � K�uchler et al� ��� � Rydberg ���� � Rydberg ���	 �
Weber ���	 ��

����� Renditeverteilungen mit nicht endlicher Varianz

Eine Renditeverteilung� die fat�tailed ist� besitzt eine nicht endliche Varianz �vgl� Bry�
son ��� �� Die bisher vorgestellten Modelle zeigen mit Ausnahme der Geometrischen
Brownschen Bewegung zwar breitere Enden als eine Normalverteilung� sind aber im
strengen Sinne der De�nition einer fat�tailed Verteilung eher semi�fat�tailed� da sie
endliche Varianzen besitzen�

Stabile Pareto	Verteilung

Die Familie der Stabilen Pareto�Verteilung besitzt keine endliche Varianz und keine
endlichen h�oheren Momente� Dies bedeutet� dass Stichprobensch�atzungen f�ur Vari�
anz oder auch Kurtosis von stabil pareto�verteilten Zufallsvariablen mit wachsen�
dem Stichprobenumfang nicht konvergieren� sondern divergieren� Die Stabile Pareto�



	��� Zeitabh�angige Modelle ��

Verteilung ist damit der Klasse der fat�tailed Verteilungen zuzuordnen�

Die Bezeichnung
�
stabil� ist dadurch begr�undet� dass stabil pareto�verteilte Zufalls�

variablen stabil unter Summation sind� das heisst� dass die Summe von unabh�angi�
gen und stabil pareto�verteilten Zufallsvariablen wieder eine stabil pareto�verteilte
Zufallsvariable ist� Eine geschlossene Darstellung der Dichtefunktion ist nur in Spe�
zialf�allen m�oglich� Es handelt sich dabei um die Normalverteilung� die Cauchy� und
die Bernoulli�Verteilung �vgl� Campbell et al� ��� � S� �� ���� Dagegen l�asst sich ein
expliziter Ausdruck f�ur den nat�urlichen Logarithmus der charakteristischen Funktion
G�k� der Stabilen Pareto�Verteilung angeben �vgl� Campbell et al� ��� � S� ����

lnG�k� � lnE�eikX  � i�k � �jkj�
n

�� i� sgn�k� tan
���

�

�o
	

wobei X eine stabil pareto�verteilte Zufallsvariable darstellt� Die Parameter �� ��
� und � sind wie folgt zu interpretieren� � � R ist der Lageparameter� � � R der
Schiefeparameter� F�ur � � � ergibt sich eine symmetrische Verteilung� f�ur � 
 � eine
rechtsschiefe und f�ur � � � eine linksschiefe Verteilung� � � R� ist ein Skalierungs�
parameter� Der Exponent � � ��	 � ist vor allem f�ur das Verhalten in den Enden
verantwortlich� F�ur � � � ergibt sich die Normalverteilung� f�ur � � � werden die
Enden der Verteilung zunehmend breiter�

Gegen eine Modellierung von Aktienrenditen durch eine Stabile Pareto�Verteilung
spricht� dass empirische Befunde in der Regel mit wachsendem Stichprobenumfang
eine Konvergenz der Sch�atzungen h�oherer Momente zeigen� Da sich �uber l�angere
Zeitr�aume berechnete Renditen als Summe von Eintagesrenditen ergeben� sind diese
nach dem Zentralen Grenzwertsatz zunehmend normalverteilt� Dies wird empirisch
auch beobachtet� Die Stabilit�at unter Summation von stabil pareto�verteilten Zu�
fallsvariablen widerspricht somit den empirischen Befunden �uber die Verteilung von
Mehrperiodenrenditen�

Empirische Untersuchungen zur Modellierung von Aktienrenditen durch die Stabile
Pareto�Verteilung �nden sich beispielsweise bei Mandelbrot ��	 und Tucker ���� �

��� Modelle unter der Annahme abh�angiger Rendi�

ten

Bei zeitabh�angigen Modellen f�ur die Renditen sind unbedingte und bedingte Rendi�
teverteilung nicht mehr identisch� Deshalb sind nun bedingte Renditeverteilungen zu
modellieren�

����� Zeitstetige Modelle

Bei der Geometrischen Brownschen Bewegung sind Drift und Volatilit�at als zeit�
unabh�angig angenommen� Eine Verallgemeinerung dieses Modells kann in Richtung



�� Kapitel 	� �Uberblick

zeitabh�angigem Drift und&oder zeitabh�angiger Volatilit�at erfolgen� In der Literatur
werden allerdings eher die Modelle mit zeitabh�angiger Volatilit�at diskutiert� da die Vo�
latilit�at in den Optionspreisformeln von Black und Scholes� die auf der Geometrischen
Brownschen Bewegung beruhen� eine zentrale Rolle einnimmt� Mit der Ber�ucksichti�
gung zeitabh�angiger Volatilit�aten wird eine bessere Beschreibung von Optionsmarkt�
preisen durch die in einem Optionspreismodell bestimmten Preise erwartet�

Mit einer zeitabh�angigen Volatilit�at kann zus�atzlich der E�ekt des Volatilit�ats�
clustering ber�ucksichtigt werden�

Zeitabh�angiger Drift

Modelle mit zeitabh�angigem Drift wurden beispielsweise von Lo und Wang �vgl�
Campbell et al� ��� � S� 	�� ��� untersucht� Diese Autoren haben mehrere Alternativen
zur Geometrischen Brownschen Bewegung als Modelle f�ur die Aktienkursdynamik vor�
geschlagen� Der Ornstein�Uhlenbeck�Prozess mit Trend stellt eine solche Alternative
dar� F�ur den logarithmierten Aktienkurs H�t� � lnS�t� schreibt sich dieser Prozess
in der Form

d�H�t�� � t� � �� �H�t�� � t� dt" � dW �t�

mit dW �t� � i�i�d� N ��	 dt� und � � �� FallsH�t� vom Trend � t abweicht� erfolgt eine
Anpassung an diesen Trend mit Anpassungsrate �� Der Ornstein�Uhlenbeck�Prozess
�ohne Trend� ist der einzige Prozess mit unabh�angig und identisch normalverteilten
Inkrementen dW �t�� der station�ar ist �vgl� Gardiner ��� � S� ���� Durch Ber�ucksichti�
gung eines Trends wird er nicht station�ar�

Als Optionspreisformeln ergeben sich die Black�Scholes�Formeln mit modi�zierter
Volatilit�at� die f�ur die vorgestellte Kursdynamik zu h�oheren Optionspreisen f�uhren
als die Black�Scholes�Formel�

Der Ornstein�Uhlenbeck�Prozess mit Trend zeigt nicht verschwindende Autokorrela�
tionen f�ur Renditen� Lo und Wang haben verschiedene Modelle untersucht� die zu ver�
schiedenen funktionalen Zusammenh�angen f�ur die Autokorrelationsfunktionen f�uhren�

Zeitabh�angige Volatilit�at

Das bekannteste zeitstetige Modell mit einer zeitabh�angigen Volatilit�at ist dasjenige
von Hull und White ��	 � Sie postulieren f�ur den Aktienkurs eine Dynamik der Form

dS�t� � �S�t� dt " S�t���t� dW��t�

mit dW��t� � i�i�d� N ��	 dt� und Driftparameter � und f�ur die Volatilit�at ��t� einen
stochastischen Prozess in der Form eines Mean�Reverting�Prozesses �vgl� Shimko
���� � S� ���

d���t� � a �b � ���t�� dt" �����t� � dW��t�

mit dW��t� � i�i�d� N ��	 dt�� Die Prozesse dW��t� und dW��t� weisen dabei eine Kor�
relation � auf� F�ur die spezielle Wahl � � ��� geht der Prozess f�ur den Kurs in den



	��� Zeitabh�angige Modelle ��

Square�Root�Prozess �uber� der von Cox� Ingersoll und Ross �	� als Modell f�ur die
Zinssatzdynamik vorgeschlagen wurde�

Die Parametersch�atzung f�ur den stochastischen Prozess� der zur Modellierung von
���t� unterstellt wird� gestaltet sich schwierig� da dessen Realisierungen nicht be�
obachtet werden k�onnen� Sind Aktienkurs und stochastische Volatilit�at unkorreliert
�� � ��� kann eine geschlossene Optionspreisformel f�ur die Bewertung europ�aischer
Optionen abgeleitet werden�

Sind Aktienkurs und stochastische Volatilit�at korreliert �� �� ��� ergibt sich kein einfa�
ches Resultat f�ur den Optionspreis europ�aischer Optionen� F�ur den Spezialfall� � ���
geben Hull und White ��� eine Potenzreihenentwicklung f�ur den Optionspreis an� He�
ston ��� leitet ebenfalls f�ur � � ��� eine geschlossene Optionspreisformel ab�

Wird statt dem oben beschriebenen stochastischen Ansatz zur Modellierung von ��t�
ein rein deterministischer Ansatz zur Modellierung verwendet� so �andern sich die
Black�Scholes�Formeln nur dahingehend� dass als

�
neue� Volatilit�at das Integral �uber

die Volatilit�at vom Bewertungszeitpunkt t bis zum Verfall T � das heisst
R T
t ��s� ds�

einzusetzen ist�

����� Zeitdiskrete Modelle

F�ur eine zeitabh�angige diskrete Modellierung der Volatilit�at existiert eine Vielzahl
von Modellen� Eine zeitdiskrete Modellformulierung korrespondiert dabei mit einer
nur zeitdiskreten Beobachtungsm�oglichkeit von Kursen und Renditen�

ARCH	 und GARCH	Modelle

Allen ARCH�Modellen �ARCH � Autoregressive Conditional Heteroskedasticity� und
GARCH�Modellen �GARCH � Generalized Autoregressive Conditional Heteroskeda�
sticity� liegt eine einheitliche Struktur f�ur die Modellierung der Renditen zugrunde�

rt � �t vt 	

wobei es sich bei vt um eine unabh�angig und identisch verteilte Zufallsvariable mit
Erwartungswert E�vt � � und Varianz E�v�t  � � handelt�

Die zeitabh�angige bedingte Varianz ��t ergibt sich als Funktion der Zeit t� vergangener
Renditen rt��	 � � � 	 rt�p und vergangener Varianzen ��t��	 � � � 	 ��t�q�

��t � F �t	 rt��	 � � � 	 rt�p	 ��t��	 � � � 	 �
�
t�q� �

Je nach Spezi�kation der Funktion F und der Verteilung von vt gegeben rt��	 � � � 	 rt�p
ergeben sich unterschiedliche Modelle� Oft wird f�ur die Verteilung von vt eine Nor�
malverteilung unterstellt� was aber zur Folge hat� dass die Verteilung von rt eine
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Verteilung mit breiteren Enden als diejenigen der Normalverteilung ist�

Der ARCH�p��Ansatz nach Engle ��� ist das klassische zeitabh�angige Modell f�ur die
Volatilit�at beziehungsweise Varianz�

��t � �� " �� r
�
t�� " � � �" �p r

�
t�p 	

wobei �� 
 � und ��	 � � � 	 �p � �� Der Prozess f�ur ��t besitzt somit ein Ged�achtnis
�uber p Zeitperioden�

Beim Sprung�Prozess�ARCH wird ein ARCH�Prozess mit einem Poisson�Prozess
kombiniert �vgl� Jorion ��
 �� Die Motivation f�ur solch eine Modellierung ist analog zu
derjenigen des Sprung�Di�usions�Prozesses nach Merton �vgl� Abschnitt 	������ Die
Rendite wird modelliert �uber

rt � �t vt "
nX
i��

lnYi 	

wobei vt � i�i�d� N ��	 ��� Die Zufallsvariablen Yi beschreiben die Sprungh�ohe von
zuf�allig auftretenden Kursspr�ungen� Der Logarithmus von Yi wird als normalverteilt
angenommen� das heisst lnYi � i�i�d� N ��	 ���� n beschreibt die Anzahl von Kurs�
spr�ungen und wird als poissonverteilte Zufallsvariable mit Parameter 
 t modelliert�

 ist die mittlere Anzahl Spr�unge pro Zeiteinheit� Die Varianz ��t wird als ARCH����
Prozess ��t � �� " �� r

�
t�� modelliert�

Eine Verallgemeinerung der ARCH�Prozesse stellen die GARCH�p	 q��Prozesse dar�
bei denen die Varianz ��t zus�atzlich von vergangenen Varianzen zu den Zeitpunkten
t� �	 � � � 	 t� q abh�angt�

��t � �� " �� r
�
t�� " � � �" �p r

�
t�p

" �� �
�
t�� " � � �" �q �

�
t�q

mit �� 
 �� ��	 � � � 	 �p	 ��	 � � � 	 �q � ��

Die klassische Version des GARCH�Modells ist diejenige von Bollerslev ��� mit
p � q � � und normalverteilten vt �Normal�GARCH�� Eine empirische Untersuchung
dieses Modells f�ur schweizerische Finanzm�arkte hat Wasserfallen ���� vorgenommen�
Daneben existiert eine Vielzahl von Modellspezi�kationen� die sich bez�uglich der Ver�
teilung von vt unterscheiden� Als t�GARCH nach Bollerslev ��� wird ein Modell
bezeichnet� in welchem eine Student t�Verteilung zur Modellierung von vt verwendet
wird� Weitere Modellspezi�kationen f�ur vt bestehen in einer Verwendung der ver�
allgemeinerten Fehlerverteilung �Generalized Error Distribution�� sogenannte GED�
GARCH�Modelle nach Nelson ��� � oder durch nicht parametrische Sch�atzung der
Verteilung von vt durch Engle und Gonzales�Rivera ��� �



	��� Zeitabh�angige Modelle �


Der Integrated GARCH�Prozess �IGARCH� vgl� Nelson ��� � ist ein Normal�
GARCH�p	 q��Prozess mit einer speziellen Bedingung an die Parameter�

pX
i��

�i "

qX
i��

�i � � �

Die Varianz der unbedingten Renditeverteilung ist dann nicht endlich� das heisst es
liegt eine fat�tailed Verteilung vor� Zus�atzlich ist der Prozess f�ur rt und r�t nicht sta�
tion�ar�

Der asymmetrische GARCH�Prozess �AGARCH� vgl� Alexander �� � S� ���� soll ei�
ne bessere Beschreibung von empirischen Renditeverteilungen bez�uglich ihrer Schiefe
und ihrer breiten Enden erm�oglichen� Die breiten Enden dieser Verteilungen werden
durch eine Student t�Verteilung f�ur vt modelliert� Um die Schiefe besser ber�ucksich�
tigen zu k�onnen� wird ein zus�atzlicher Parameter � eingef�uhrt� Das asymmetrische
GARCH������Modell beispielsweise ist dann gegeben durch�

��t � �� " �� �rt�� � ��� " �� �
�
t�� 	

wobei �� 
 � und ��	 ��	 � � ��

Damit die bedingte Varianz immer positiv bleibt� durften in den vorigen Modellen nur
positive Parameter auftreten� was eine Beschr�ankung der Dynamik bedeutet� Deshalb
hat Nelson ��� einen exponentiellen GARCH�Prozess �EGARCH� der Form

log��t � �" g�zt��� " � log��t��

vorgeschlagen� wobei zt � rt��t und g�zt� mit Koe�zienten w und 
 gegeben ist
durch

g�zt� � wzt " 
�jztj �
p

���� �

Weitere Verallgemeinerungen des ARCH� und GARCH�Modells sind etwa Factor
ARCH �vgl� Alexander �� � S� ����� Cross Market GARCH beziehungsweise Multiva�
riate GARCH �vgl� Campbell et al� ��� � S� �
� ���� das Komponenten Modell �vgl�
Alexander �� � S� ���� und der GARCH�M�Prozess �GARCH in Mean� vgl� Campbell
et al� ��� � S� �
�� Hamilton ��� � S� �����

Der Ein�uss der Renditen rt��	 � � � 	 rt�p auf ��t ist bei ARCH� und GARCH�Modellen
quadratisch� was dazu f�uhren kann� dass Tage mit hohen absoluten Renditen bei der
Parametersch�atzung Instabilit�aten verursachen� Methoden zur Parametersch�atzung
in ARCH� und GARCH�Modellen sind in Hamilton �vgl� Hamilton ��� � S� ��� ��
und S� ��� ��� und Gouri�eroux �vgl� Gouri�eroux ��	 � S� �	 ��� dargestellt� In vielen
Softwarepaketen zur Behandlung �okonometrischer Fragestellungen sind Routinen zur
ARCH� und GARCH�Modellierung bereits aufgenommen worden �vgl� Alexander �� �
S� ����� So stellt zum Beispiel SAS solche Routinen zur Verf�ugung�
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Ein weiteres Modell mit zeitabh�angiger Volatilit�at

Ein weiteres Modell mit zeitabh�angiger Volatilit�at ist das Modell der Regime Swit�
ching Volatility �vgl� Hamilton ��� � S� ��� ����

Beim Regime Switching Volatility Modell sind f�ur bestimmte Zeitperioden verschie�
dene

�
Varianzniveaus� zugelassen� beispielsweise zwei m�ogliche Niveaus ��a und ��b �

Die Wahrscheinlichkeit� dass die Varianz zur Zeit t"� den Wert ��t�� � ��b annimmt�
gegeben die Varianz zur Zeit t war ��t � ��a� ist P ���t�� � ��b j��t � ��a� � *ab� Es ist

daher eine ganze Matrix von solchen �Ubergangswahrscheinlichkeiten zu sch�atzen��
*aa *ab

*ba *bb

�
�

Zeitabh�angige Modellierung in RiskMetricsTM

Bei den Modellen� die von J� P� Morgan ��� in ihrem RiskMetricsTM�Paket zur
Messung von Marktrisiken vorgestellt werden� handelt es sich um bereits diskutier�
te Modelle� der Standard�RiskMetrics�Ansatz �vgl� ��� � S� �	� ist im wesentlichen
ein GARCH������Modell� das RiskMetrics�GED�Modell �vgl� ��� � S� �	� f�� ist ein
GED�GARCH�Ansatz� Der Normal�Mixture�Ansatz �vgl� ��� � S� �	� f�� ist eine ein�
fache Verallgemeinerung des Modells der Mischung zweier Normalverteilungen mit
nun zeitabh�angigen Volatilt�aten� In den Beispielen in RiskMetricsTM zu diesem Mo�
dell werden allerdings nur konstante Volatilit�aten verwendet�

��� Modellwahl

Folgende Modelle wurden f�ur die weiteren Untersuchungen ausgew�ahlt� Geometrische
Brownsche Bewegung� Sprung�Di�usions�Prozess und hyperbolische Verteilung�

Diese zeitstetig formulierten Modelle beruhen alle auf der Annahme� dass die Rendi�
ten zeitlich unabh�angig sind� Daraus folgt� dass bedingte und unbedingte Renditever�
teilungen identisch sind� Die ausgew�ahlten Modelle nehmen nicht nur unabh�angige�
sondern auch identisch verteilte Renditen an� Sie postulieren dar�uber hinaus eine
endliche Varianz der Renditeverteilung� so dass im engeren Sinne Modellverteilungen
untersucht werden� die h�ochstens semi�fat�tailed sind�

F�ur die Auswahl dieser drei Modelle lassen sich mehrere Argumente anf�uhren� So hat
die empirische Studie in Kapitel � ergeben� dass zumindest f�ur gewisse Zeitperioden
die Hypothese unabh�angig und identisch verteilter Renditen nicht verworfen werden
kann� Diese Annahme erleichtert vor allem die Anwendung dieser Modelle in der Pra�
xis� So k�onnen die Modellparameter jeweils mit der Maximum�Likelihood�Methode
aus historischen Daten gesch�atzt werden�



	�	� Modellwahl ��

Auf eine Auswahl von Modellen mit zeitabh�angiger Volatilit�at wurde verzichtet� Bei
der Risikomessung wird es vor allem auf extreme Ereignisse ankommen� also auf Ren�
diten in den Enden einer Renditeverteilung� Deshalb steht eine Modellierung vor allem
dieser Enden im Vordergrund� was mit den ausgew�ahlten Modellen sehr viel direkter
m�oglich ist als mit Modellen� die eine zeitabh�angige Volatilit�at ber�ucksichtigen� Der
Grund daf�ur ist darin zu sehen� dass bei letzteren Modellen die Verteilung der Rendi�
ten durch die Wahl eines Modells f�ur die Volatilt�at und durch die Wahl der Verteilung
von vt beein�usst wird�

Die Geometrische Brownsche Bewegung ist das Standardmodell zur Modellierung von
Finanzmarktdaten� Es setzt den Benchmark� mit dem andere Ans�atze verglichen wer�
den k�onnen� Die sich aus diesem Modell ergebende Hypothese normalverteilter Ren�
diten hat wichtige Konsequenzen f�ur die praktische Umsetzung dieses Modells� So
existieren analytische Ausdr�ucke f�ur die Sch�atzfunktionen der Modellparameter und
die Monte�Carlo�Simulation dieses Modells ist einfach zu implementieren�

Empirische Untersuchungen belegen die Existenz von Kursspr�ungen in den Daten�
Deshalb erscheint eine Erweiterung der Geometrischen Brownschen Bewegung um ei�
ne Sprungkomponente sinnvoll� Die hyperbolische Verteilung als weitere Modellalter�
native hat sich ebenfalls in empirischen Studien als gutes Modell zur Approximation
empirischer Renditeverteilungen herausgestellt� Eine empirische �Uberpr�ufung f�ur den
schweizerischen Aktienmarkt lag aber zu Beginn der vorliegenden Arbeit nicht vor�
Ebenfalls lag keine umfassende empirische Anwendung als Grundlage zur Messung
von Marktrisiken vor� Dies gilt sowohl f�ur den Sprung�Di�usions�Prozess als auch f�ur
das hyperbolische Modell� Mit der vorliegenden Arbeit wird diese L�ucke geschlossen�
Der Sprung�Di�usions�Prozess und die hyperbolische Verteilung implizieren zudem
�semi�� fat�tailed Renditeverteilungen und sollten sich aus diesem Grund zur Model�
lierung empirischer Renditeverteilungen besser eignen als eine Normalverteilung� die
durch die Geometrische Brownsche Bewegung impliziert wird�

Die wachsende Bedeutung derivativer Finanzinstrumente erfordert die Modellierung
von Optionspreisen� Ein sehr wichtiger� wenn nicht der ausschlaggebende Grund f�ur
die getro�ene Auswahl ist daher die Tatsache� dass f�ur jedes der Modelle eine geschlos�
sene analytische Optionspreisformel zur Bewertung europ�aischer Optionen existiert�
Dies bedeutet insbesondere� dass zur Bewertung von Optionen keine aufwendigen
Monte�Carlo�Simulationen durchzuf�uhren sind� Die Auswahl eines der drei obigen
Modelle erlaubt im Rahmen des jeweiligen Modells eine konsistente Modellierung
von Aktien� und Optionskursen� Die Modellans�atze k�onnen damit empirisch auf zwei
Ebenen untersucht werden� zum einen durch Vergleich von Modellverteilungen und
empirischen Verteilungen der Renditen des Basisinstrumentes� zum anderen durch
Vergleich von theoretisch berechnetem Optionspreis und dem Marktpreis der Option�

Im folgenden Kapitel werden nun die drei ausgew�ahlten Modelle detailliert vorgestellt�



�� Kapitel 	� �Uberblick



Kapitel �

Ausgew�ahlte

Finanzmarktmodelle

Dieses Kapitel beinhaltet eine ausf�uhrliche Diskussion der im vorigen Kapitel aus�
gew�ahlten Finanzmarktmodelle� Es handelt sich dabei um die Geometrische Brown�
sche Bewegung �GBB�� den Sprung�Di�usions�Prozess �SD� und das hyperbolische
Modell �HYP�� Eine umfassende empirische �Uberpr�ufung der Modelle anhand von
Renditedaten des schweizerischen Aktien� und Optionenmarktes schliesst sich im fol�
genden Kapitel an�

��� Geometrische Brownsche Bewegung

Die Geometrische Brownsche Bewegung stellt das Standardmodell zur Beschreibung
der zeitlichen Dynamik von Aktienkursen dar� Historisch geht dieses Modell auf Louis
Bachelier zur�uck �vgl� Bachelier �	 �� Er reichte im Jahr �
�� eine Dissertation ein� in
welcher versucht wurde� B�orsenkurse mit Hilfe der Brownschen Bewegung zu beschrei�
ben� Schon damals war sein Ziel� Optionen bewerten zu k�onnen� Er begr�undete dieses
Modell mit rein logischen �Uberlegungen und nicht mit empirischen Argumenten� In�
teressanterweise entstand diese Arbeit f�unf Jahre vor einer Arbeit Albert Einsteins�
in der er die Geometrische Brownsche Bewegung zur Beschreibung von Molekular�
bewegungen heranzog� Norbert Wiener hat dann �
�	 die Geometrische Brownsche
Bewegung mathematisch etabliert�

Bachelier fand Zeit seines Lebens nicht die Anerkennung� die ihm zugestanden w�are�
So wurde seine heute so wichtige Arbeit von Henri Poincar�e� damals einem f�uhren�
den franz�osischen Mathematiker� gerade noch zur Promotion zugelassen� Erst in den
f�unfziger Jahren wurde seine Arbeit wiederentdeckt und erschien �
�� in englischer
�Ubersetzung �vgl� Bachelier �	 ��

�	
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Der Durchbruch der Geometrischen Brownschen Bewegung als Modell f�ur die Akti�
enpreisdynamik gelang endlich im Jahr �
�	� In diesem Jahr ver�o�entlichten Myron
Scholes und Fisher Black einerseits und Robert Merton andererseits� jeweils Arbeiten
zur mathematischen Bewertung von Optionen �vgl� Black und Scholes ��� � Merton
��� �� Ausgangspunkt f�ur die heute ber�uhmte Black�Scholes�Formel ist die Model�
lierung der Aktienpreisdynamik mittels der Geometrischen Brownschen Bewegung�
Scholes und Merton erhielten f�ur ihre Arbeit im Jahr �

� den Nobelpreis �Black ist
�

� verstorben� der Nobelpreis wird nicht posthum verliehen��

Rund ��� Jahre nachdem die Brownsche Bewegung postuliert wurde� hat sie nichts an
Aktualit�at verloren� Daf�ur gibt es viele Gr�unde� Als wichtigster Grund ist zu nennen�
dass die Geometrische Brownsche Bewegung normalverteilte Renditen impliziert� Dies
bedeutet� dass die Parameter des Modells einfach gesch�atzt werden k�onnen und dass
viele Resultate analytisch ableitbar sind� zum Beispiel auch Ausdr�ucke f�ur bestimmte
Risikomasse� Daneben sind aber auch die Schw�achen dieses Modells zu erw�ahnen� So
besitzt die Normalverteilung keine Fat Tails und die Geometrische Brownsche Bewe�
gung beruht auf der Hypothese identisch und unabh�angig verteilter Renditen�

Die vergleichsweise einfache Struktur der Geometrischen Brownschen Bewegung er�
laubt es� anschaulich viele der Konzepte einzuf�uhren� die auch bei komplexen Model�
len Anwendung �nden� sei es das Vorgehen bei der Parametersch�atzung oder bei der
Bewertung von Optionen� Aus diesem Grund werden viele dieser Vorgehensweisen in
diesem Abschnitt erl�autert�

Zun�achst wird die Geometrische Brownsche Bewegung vorgestellt und ihre Eigen�
schaften diskutiert� Eine zentrale Rolle nimmt der Abschnitt �uber die Bewertung von
Optionen ein� Die Konzepte� die dort eingef�uhrt werden� bilden ebenso den theore�
tischen Rahmen f�ur die Optionspreisbestimmung in komplexeren Modellen� Deswei�
teren wird auf die Parametersch�atzung eingegangen� wobei ebenfalls die allgemeine
Methodik vorgestellt wird� Schliesslich wird das Simulationsmodell der Geometrischen
Brownschen Bewegung f�ur die Durchf�uhrung von Monte�Carlo�Simulationen vorge�
stellt�

Die Geometrische Brownsche Bewegung wird in den meisten B�uchern �uber moderne
Finanzmathematik diskutiert� Empfohlen seien an dieser Stelle die Publikationen von
Campbell et al� ��� � Hull ��� � Neftci ��� und Wilmott et al� ���� �

����� Die Stochastische Di�erentialgleichung und ihre Eigen�
schaften

Die Geometrische Brownsche Bewegung geht davon aus� dass sich der Preis S�t� einer
Aktie oder einer anderen Anlage zum Zeitpunkt t als zeitkontinuierlicher stocha�
stischer Prozess beschreiben l�asst� Die zeitliche Entwicklung dieses Preises� also die
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Aktienpreisdynamik� wird dann durch die stochastische Di�erentialgleichung

dS�t� � �S�t� dt " �S�t� dW �t� �����

mit dW �t� � i�i�d� N ��	 dt� bestimmt �vgl� Neftci ��� � S� ��� ���� Die Preis�anderung
dS�t� setzt sich also zusammen aus einem deterministischen Teil �S�t� dt und einem
stochastischen Teil �S�t� dW �t� mit konstanten Parametern � und �� Der determini�
stische Anteil stellt den zeitlichen Trend dar� Ohne den Zufallsprozess w�urde der Kurs
der Aktie mit der Zeit exponentiell anwachsen� Der stochastische Anteil �uberlagert
diesen Trend mit zuf�alligen Schwankungen�

Setzt man X�t� 	 �t" �W �t�� so geht die Gleichung ����� �uber in

dS�t� � S�t� dX�t� �

Dies ist das stochastische Analogon zur einfachsten deterministischen Di�erential�
gleichung

dy � y dx 	

deren L�osung bekanntlich die Exponentialfunktion ist� Es erstaunt daher nicht� dass
Gleichung ����� ebenfalls durch eine Exponentialfunktion gel�ost wird�

Um einige Eigenschaften der Geometrischen Brownschen Bewegung leicht ablesen zu
k�onnen� wird die Transformation H�t� � lnS�t� durchgef�uhrt� Die zeitliche Entwick�
lung von H�t� wird wieder durch eine stochastische Di�erentialgleichung beschrieben�
die sich aus derjenigen f�ur S�t� durch Anwendung des It�o�Lemmas �vgl� Abschnitt
����
� ergibt�

dH�t� �

�
�� �

�
��
�
dt" � dW �t� � �����

Die L�osung dieser stochastischen Di�erentialgleichung ist gegeben durch

S�t� � S��� exp

��
�� �

�
��
�
t " �W �t�

�
���	�

mit W �t� � i�i�d� N ��	 t� �vgl� Neftci ��� � S� ��� ���� Aus Gleichung ����� folgt auch�
dass die logarithmischen Kurs�anderungen dH�t� und damit die Renditen unabh�angig
und identisch verteilt sind�

Anhand dieser Gleichungen k�onnen der bedingte Erwartungswert und die bedingte
Varianz von H�t� respektive lnS�t� abgelesen werden�

E�lnS�t� j lnS��� � lnS��� "

�
�� �

�
��
�
t 	 �����

var�lnS�t� j lnS��� � �� t � �����

Bedingter Erwartungswert und bedingte Varianz sind lineare Funktionen der Zeit�
das heisst der Prozess f�ur lnS�t� ist nicht station�ar �vgl� J� P�Morgan ��� � S� ����
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Weiterhin lassen sich Aussagen �uber die Verteilung von lnS�t� machen� So ist lnS�t�
normalverteilt mit obigem Erwartungswert und Varianz� das heisst

lnS�t� � N

�
lnS��� " � t� �

�
�� t	 �� t

�
� �����

Dies impliziert f�ur die Log�Rendite r�t� � lnS�t� � lnS��� ebenfalls eine Normalver�
teilung�

r�t� � N

�
�t � �

�
�� t	 �� t

�
� �����

����� Optionspreismodell

Dieser Abschnitt behandelt die Ableitung des Optionspreismodells unter der Annah�
me� dass sich die Aktienkurse oder andere der Option zugrundeliegende Instrumente
gem�ass der Geometrischen Brownschen Bewegung entwicklen� Zu den Optionspreisfor�
meln gelangt man auf zweierlei Arten� zum einen �uber die Herleitung einer partiellen
Di�erentialgleichung� zum anderen �uber einen Martingalansatz� dem heute eher �ubli�
chen Weg in der Finanzmathematik� Beide Konzepte bilden die Grundlage f�ur die
Bewertung von Derivaten in den nachfolgend zu diskutierenden Modellen� Desweite�
ren wird erl�autert� was unter einer risikoneutralen Bewertung zu verstehen ist�

Die partielle Di�erentialgleichung von Black und Scholes

Die Herleitung einer Optionspreisformel� wie sie durch Black und Scholes vorgenom�
men wurde� beruht auf einer Reihe von Annahmen� die teilweise eine sehr starke
Vereinfachung der Realit�at darstellen� Black selbst �ausserte sich zu diesen Annahmen
folgendermassen�

�
I sometimes wonder why people still use the Black�Scholes formula�

since it is based on such simple assumptions � unrealistically simple assumptions� �zi�
tiert in G�oing ��� �� Gerade diese Annahmen f�uhren aber auf eine erstaunlich einfache
Optionspreisformel� was deren weite Verbreitung sicherlich gef�ordert hat� Nachfolgend
seien diese Annahmen kurz erl�autert �vgl� Wilmott et al� ���� � S� �� f���

�� Die Dynamik des Aktienkurses sei durch eine Geometrische Brownsche Bewe�
gung beschrieben� Dies stellt die fundamentale Annahme dar�

�� Es existiere ein risikoloser Zinssatz r� zu dem unbegrenzt �nanziert und in�
vestiert werden kann �Soll� gleich Haben�Zins�� Die Volatilit�at � sei �uber die
Laufzeit der Option konstant�

	� Es erfolgen keine Dividendenzahlungen�

�� Steuern und Transaktionskosten werden nicht ber�ucksichtigt�

�� Es existieren keine Arbitragem�oglichkeiten� das heisst alle risikolosen Portfolios
erzielen dieselbe Rendite�
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�� Das der Option zugrundeliegende Instrument kann jederzeit in beliebigen Ein�
heiten �nicht unbedingt ganzzahligen Einheiten� gehandelt werden� Leerverk�aufe
seien m�oglich�

�� Unterstellt wird eine europ�aische Option� das heisst die Aus�ubung ist nur am
Verfalltag m�oglich�

Es sind vor allem zwei dieser Annahmen� die Anlass zur Kritik geben� Die erste
Annahme� die in Frage gestellt werden kann� ist die Modellierung der Aktienpreisdy�
namik� Als Alternativen hierzu werden in dieser Arbeit weitere Modelle vorgestellt�
Die zweite dieser Annahmen betri�t die Volatilit�at� die eine zentrale Rolle in den Op�
tionspreisformeln von Black und Scholes einnimmt� Sie wird bei der Geometrischen
Brownschen Bewegung als zeitlich konstant angenommen� Daher werden in der Lite�
ratur als Alternativen zeitabh�angige Modellierungen f�ur die Volatilit�at vorgeschlagen
�vgl� Abschnitt 	����

F�ur die Ableitung der Optionspreisformeln sei der Wert der Option in Abh�angigkeit
vom Aktienkurs S�t� und der Zeit t mit V �S	 t� bezeichnet �vgl� Neftci ��� � S� �	� ��
und S� ��� ��� Wilmott et al� ���� � S� �� ���� Wird die Dynamik der Aktienkurse
durch die Geometrische Brownsche Bewegung ����� bestimmt� so kann mit Hilfe des
It�o�Lemmas die Dynamik der Optionspreise angegeben werden �vgl� ���� � S� ����

dV �S	 t�

V �S	 t�
� �V dt" �V dW �t� �����

mit

�V �
�
��

�S� �
�V
�S� " �S �V

�S " �V
�t

V �S	 t�
	 ���
�

�V �
�S �V

�S

V �S	 t�
� ������

dV �S	 t��V �S	 t� ist das Verh�altnis der �Anderung des Optionspreises dV und dem Op�
tionspreis V und somit als Rendite zu interpretieren� Es handelt sich bei der Dynamik
f�ur V �S	 t� um einen Di�usionsprozess mit etwas komplizierteren Koe�zienten als bei
der Aktienkursdynamik� Die Idee von Black und Scholes bestand nun darin� ein Port�
folio zu konstruieren� bestehend aus einer Aktie mit Anteil w�� einer Option auf diese
Aktie mit Anteil w� und einer risikolosen Anlage mit Anteil w� am Gesamtportfolio�
F�ur die Anteile wj gilt�

P�
j�� wj � ��

Auch f�ur die Dynamik des Portfoliowertes P �t� kann die Zeitentwicklungsgleichung
angegeben werden �vgl� ���� � S� �	��

dP �t�

P �t�
� �P dt" �P dW �t� ������
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mit

�P � w��" w��V "w�r � w���� r� " w���V � r� " r 	 ������

�P � w�� "w��V " w��r � ����	�

Dabei ist die Volatilit�at �r des risikolosen Zinssatzes r gleich Null� da es sich um
eine risikolose Anlage handelt� Gem�ass Gleichung ������ setzt sich die Portfoliorendi�
te zusammen aus der erwarteten Rendite im Zeitintervall �P dt und einer zuf�alligen
Komponente �P dW �t�� die als unsicher� das heisst risikobehaftet zu betrachten ist�
Durch geeignete Wahl der Anteile w� und w� l�asst sich dieses Portfolio risikolos ge�
stalten beziehungsweise der Zufall

�
ausschalten�� Man w�ahle daher w� � w�� und

w� � w�� so� dass
�P � w�� � "w�� �V � � � ������

Das risikolose Portfolio erzielt dann die Rendite �P � Diese Rendite muss gleich dem
risikolosen Zinssatz r sein� �P � r� Die Begr�undung hierf�ur liefert das No�Arbitrage�
Argument� Falls �P 
 r ist� w�urde ein Investor sich Geld zum Zinssatz r leihen und
ins Portfolio investieren� Falls �P � r� w�urde er dagegen Geld zum Zinssatz r anlegen�
Das Vorhandensein solcher Arbitragem�oglichkeiten f�uhrt dazu� dass sich die Renditen
durch Marktmechanismen angleichen� Aus Gleichungen ������ und ����	� folgt dann

�V � r

�V
�

�� r

�
� ������

Einsetzen dieser Beziehung in die Gleichungen f�ur �V und �V f�uhrt auf die parabo�
lische partielle Di�erentialgleichung von Black und Scholes �vgl� Black und Scholes
��� � Neftci ��� � S� �����

�

�
��S�

��V �S	 t�

�S�
"
�V �S	 t�

�t
" r S

�V �S	 t�

�S
� r V �S	 t� � � � ������

Es handelt sich hierbei um einen Spezialfall der aus der Physik bekannten Di�eren�
tialgleichung der W�armeausbreitung und Di�usion in einem Medium �vgl� Bronstein
und Semendjajew ��� � S� �����

Zus�atzlich sind zur L�osung der Di�erentialgleichung Rand� und Anfangsbedingungen
zu stellen� F�ur eine europ�aische Call�Option V �S	 t� � C�S	 t� ist als Bedingung f�ur
den Verfallzeitpunkt T

C�S	 T � � maxfS�T � �K	 �g
zu fordern� f�ur einen europ�aischen Put V �S	 t� � P �S	 t�

P �S	 T � � maxfK � S�T �	 �g 	

wobei K jeweils den Aus�ubungspreis bezeichnet�

Partielle Di�erentialgleichungen vom Typ der Di�erentialgleichung ������ lassen sich
mittels numerischer Verfahren approximativ l�osen �vgl� als Einf�uhrung Neftci ��� �
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S� ��� ���� Bei den gegebenen Randbedingungen existiert aber auch eine analytische
L�osung� Es ergibt sich �vgl� Black und Scholes ��� � Neftci ��� � S� ����

C�S	 t� � S N �d���Ke�r �T�t�N �d�� 	 ������

P �S	 t� � S �N �d��� ���Ke�r �T�t� �N �d��� �� 	 ������

wobei

��� N �d� �
�p
��

Z d

��
e����x

�

dx 	

��� d� �
ln �S�K� " �r " �������T � t�

�
p
T � t

	

�	� d� � d� � �
p
T � t �

Durch Angabe anderer Randbedingungen lassen sich weitere Typen von Optionen
bewerten� F�ur amerikanische Optionen� das heisst f�ur Optionen� die jederzeit vor dem
Verfall ausge�ubt werden k�onnen� existiert ebenfalls eine geschlossene L�osung �vgl� Hull
��� � S� ��
�� F�ur exotische Optionen kann zumindest eine numerische L�osung berech�
net werden �vgl� Neftci ��� � S� ��	 ���� Eine Erweiterung der Black�Scholes�Formel
f�ur europ�aische Optionen auf kontinuierliche und diskrete Dividendenzahlungen ist
ebenfalls m�oglich �vgl� Wilmott et al� ���� � S� 
� ����

Risikoneutrale Bewertung

Erstaunliches Ergebnis der Black�Scholes�Analyse ist� dass in Gleichung ������ und
in deren L�osungen keine Gr�ossen eingehen� die durch die Risikoeinstellung eines Inve�
stors beein�usst werden� Die Gr�ossen Aktienkurs� Zeit� Volatilit	at und Zinssatz h�angen
nicht von der Pr�aferenz des Anlegers ab� wohl aber die erwartete Rendite� Diese geht
aber gerade nicht in die erw�ahnten Gleichungen ein�

Daraus l�asst sich folgender Gedankengang ableiten �vgl� Hull ��� � S� �	
 ���� Die Risi�
kopr�aferenz geht nicht in die partielle Di�erentialgleichung ein und beein�usst damit
auch nicht deren L�osung� Man kann also jede beliebige Art der Risikoeinstellung f�ur
einen Investor unterstellen� Die einfachste Annahme ist� dass alle Investoren risiko�
neutral sind� Man be�ndet sich also in einer

�
risikoneutralen Welt�� Dies hat zwei

Konsequenzen� Erstens muss die erwartete Rendite einer Investition gleich dem risi�
kolosen Zinssatz sein� da ein Anleger keine Risikopr�amie fordert� Zweitens ergibt sich
der Gegenwartswert einer zuk�unftigen erwarteten Rendite durch Abzinsen derselben
mit dem risikolosen Zinssatz als Diskontierungssatz�

Martingalansatz

Ein steigendes Interesse an Optionen und deren Bewertung hat dazu gef�uhrt� dass sich
auch die Mathematik vermehrt mit der Bewertung von Derivaten befasst� In der mo�
dernen Finanzmathematik wird heute allerdings ein anderer Ansatz� der sogenannte
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Martingalansatz� gew�ahlt� um zur Black�Scholes�Formel zu gelangen �vgl� Campbell
et al� ��� � S� 	�� f�� Neftci ��� � S� 	�� ���� Dieser Ansatz hat auch f�ur alternative
Optionspreismodelle Bedeutung und wird deshalb hier eingef�uhrt�

Als Annahmen f�ur die Bewertung einer europ�aischen Option gelten die auf Seite ��
geschilderten� Insbesondere wird die Geometrische Brownsche Bewegung f�ur die Ak�
tienkursdynamik unterstellt�

Der Wert der Option V �S	 T � zum Verfallzeitpunkt T ist eine zuf�allige Gr�osse� Dies
liegt daran� dass der Aktienkurs als Zufallsvariable modelliert wird und dieser Kurs
am Verfalltag zu einem fr�uheren Zeitpunkt noch ungewiss ist� F�ur den Wert einer
Call�Option zum Zeitpunkt T gilt

C�S	 T � � maxfS�T � �K	 �g 	 ����
�

f�ur einen Put
P �S	 T � � maxfK � S�T �	 �g � ������

Es sind dies gerade die Randbedingungen der Di�erentialgleichung von Black und
Scholes�

Der Wert der Option zu einem fr�uheren Zeitpunkt t � T ergibt sich dann durch
�zeitkontinuierliche� Abzinsung des bedingten Erwartungswertes von Gleichung ����
�
beziehungsweise ������ mit dem risikolosen Zinssatz r� F�ur einen Call ist

C�S	 t� � EP �e�r�T�t� maxfS�T � �K	 �gjS�t� ������

zu bestimmen� Die �Uberlegungen f�ur einen Put verlaufen analog und werden daher
nicht weiter verfolgt� Als Wahrscheinlichkeitsmass P wird die bedingte Verteilung
von S�t� gem�ass Geometrischer Brownscher Bewegung verwendet� Danach ist S�T �
lognormalverteilt mit bedingtem Erwartungswert

EP �S�T �jS�t� � S�t� e� �T�t� � ������

Dies hat wichtige Konsequenzen f�ur den abgezinsten Preisprozess S�t� e�rt� So ist der
abgezinste bedingte Erwartungswert von S�T � unter dem Mass P gegeben durch

EP �e�r �T�t� S�T �jS�t� � S�t� e���r� �T�t� � ����	�

F�ur � 
 r ist dies ein Submartingal� f�ur � � r ein Supermartingal� Aus Gleichung
����	� folgt� dass die erwartete Rendite nicht unbedingt gleich dem risikolosen Zins�
satz ist� Dies stellt einen Widerspruch zur Annahme einer risikoneutralen Welt dar�
in welcher alle Anlagen die gleiche risikolose Verzinsung ergeben m�ussen�

Dieser Widerspruch wird durch den �Ubergang zu einem neuen Wahrscheinlichkeits�
mass P � aufgel�ost� welches sicherstellt� dass die Bedingung einer risikoneutralen Welt
erf�ullt ist� Mathematisch gesehen wird der �Ubergang von Mass P zu Mass P � durch
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das Girsanov�Theorem beschrieben �vgl� Neftci ��� � S� �
� ���� was im vorliegen�
den Fall durch eine Ersetzung von � durch den risikolosen Zinssatz r erfolgt� Die
adjustierte Aktienkursdynamik ist also gegeben durch eine Geometrische Brownsche
Bewegung� bei der der Drift �S durch r S ersetzt wird�

Das Mass P � l�asst sich durch die bedingte Verteilung von S�T � charakterisieren� Es
handelt sich um eine lognormale Verteilung mit bedingtem Erwartungswert

EP� �S�T �jS�t� � S�t� er �T�t� � ������

F�ur den diskontierten Preisprozess S�t� e�r t gilt unter diesem Mass

EP� �e�r �T�t� S�T �jS�t� � S�t� 	 ������

das heisst es handelt sich nun um ein Martingal� Das adjustierte Mass P � wird deshalb
auch als 	aquivalentes Martingalmass bezeichnet und die hier vorgestellte Bewertungs�
technik bezieht ihren Namen aus dieser Eigenschaft� Die erwartete Rendite ist somit
gleich dem risikolosen Zinssatz�

Der Wert der Call�Option ergibt sich nun als Erwartungswert bez�uglich dem Mass
P ��

C�S	 t� � EP� �e�r�T�t� maxfS�T � �K	 �gjS�t� � ������

Soll die Option zum heutigen Zeitpunkt t � � bewertet werden� ist der zugeh�orige
Aktienkurs S�t � �� bekannt und der bedingte Erwartungswert in Gleichung ������
kann durch einen unbedingten Erwartungswert ersetzt werden�

C�S	 t � �� � EP� �e�r T maxfS�T � �K	 �g 
�

Z �

��
e�r T maxfS�T � �K	 �g f�y�T �� dy�T � ������

mit

f�y�T �� �
�p

����T
exp

�
� �

���T

�
y�T � �

�
r � �

�
��
�
T

���
������

und
S�T � � S���eY �T � �

Die Zufallsvariable Y �T � ist dabei normalverteilt mit Erwartungswert �r � ������T
und Varianz ��T � Alle weiteren Berechnungen stellen Integrationen dar und m�unden
in den bereits bekannten Black�Scholes�Formeln �vgl� Neftci ��� � S� 	�� ���� Im �ubri�
gen kann gezeigt werden� dass die Herleitung der Optionspreisformel �uber eine par�
tielle Di�erentialgleichung und der Martingalansatz �aquivalent sind �vgl� Neftci ��� �
S� 	�� ����

Die Analyse von Black und Scholes �uber eine partielle Di�erentialgleichung ist sicher�
lich der �okonomisch anschaulichere Weg zur Herleitung von Optionspreisformeln� So
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sind zum Beispiel Portfolios zu bilden und Arbitrageargumente einzusetzen� Schwierig
ist allerdings der Zugang zu partiellen Di�erentialgleichungen� Der Martingalansatz
ist dagegen mathematisch eleganter� Problempunkt ist hier das Au�nden des �aqui�
valenten Martingalmasses P �� In diesem Sinne kann keiner der Ans�atze dem jeweils
anderen vorgezogen werden�

����� Parametersch	atzung

Zun�achst wird das allgemeine Vorgehen zur Parametersch�atzung in zeitkontinuier�
lichen Modellen vorgestellt� Es handelt sich dabei um das Konzept der Maximum�
Likelihood�Sch�atzung� Auf dieser Grundlage k�onnen anschliessend die Parameter ei�
nes speziellen Modells gesch�atzt werden� Die Ausf�uhrungen orientieren sich an Camp�
bell et al� �vgl� ��� � S� 	�� ���

Allgemeines Vorgehen in zeitkontinuierlichen Modellen

Als Ausgangspunkt wird eine allgemeine stochastische Di�erentialgleichung als Modell
f�ur die Dynamik des Aktienpreises S�t� betrachtet�

dS�t� � b�S�t�	 t��� dt" a�S�t�	 t� �� dW �t� ����
�

mit dW �t� � i�i�d� N ��	 dt�� Die Koe�zientenfunktionen a und b h�angen dabei unter
anderem von den zu sch�atzenden Parametern � und � ab� Diese werden zum Pa�
rametervektor � � ��	 ��� zusammengefasst� Zur Vereinfachung wird angenommen�
dass die Koe�zientenfunktionen nur vom aktuellen Kurs S�t� abh�angen� das heisst
die L�osung der Di�erentialgleichung ein Markov�Prozess ist�

Gesucht ist eine Sch�atzung �� f�ur den Parametervektor �� Dazu wird die Maximum�
Likelihood�Methode angewandt� Zu diesem Zweck liege eine Stichprobe S�	 � � � 	 Sn
beziehungsweise St� 	 � � � 	 Stn von n" � Kursen zu den Zeitpunkten t�	 � � � 	 tn vor�

Die zugeh�orige Dichtefunktion f�S�	 � � � 	 Sn� �� kann wegen der geforderten Markov�
Eigenschaft auch als Produkt der marginalen Dichte f�S�� �� von S� und den �Uber�
gangswahrscheinlichkeiten f�Sk 	 tkjSk��	 tk��� �� �k � �	 � � � 	 n� geschrieben werden�

f�S�	 � � � 	 Sn� �� � f�S�� ��
nY

k��

f�Sk	 tkjSk��	 tk��� �� � ���	��

Aus Gleichung ���	�� l�asst sich die Log�Likelihood�Funktion

lnL��� � lnff�S�	 � � � 	 Sn� ��g

� ln f��S�� �� "
nX
k��

ln f�Sk 	 tkjSk��	 tk��� �� ���	��

ableiten� Dies f�uhrt auf den Maximum�Likelihood�Sch�atzer

�� � max
�
flnL���g � ���	��
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�Uber die statistischen Eigenschaften dieses Sch�atzers l�asst sich folgendes aussagen�
Unter schwachen Regularit�atsbedingungen gilt� dass �� konsistent und asymptotisch
normalverteilt ist� das heisst f�ur n�
 gilt

p
n ��� � �� � N ��	 I������

mit Informationsmatrix

I��� � lim
n���E

�
�

n

�� lnL���

�� ���

�
�

Unter die erw�ahnten Regularit�atsbedingungen f�allt insbesondere die Forderung eines
station�aren stochastischen Prozesses�

Der obige Zusammenhang besagt unter anderem� dass f�ur n � 
 var��� 

��n I������ Die Informationsmatrix I��� l�asst sich durch

�I��� �
�

n

�� lnL���

�� ���

����
��
�

sch�atzen� Eine Maximum�Likelihood�Sch�atzung ist nur dann m�oglich� wenn die Log�
Likelihood�Funktion in geschlossener Form darstellbar ist� was im wesentlichen von
der Gestalt der Koe�zientenfunktionen abh�angt� Es l�asst sich eine Bedingung an�
geben� ob eine Maximum�Likelihood�Sch�atzung m�oglich ist oder nicht� Folgt die
Dynamik von S�t� der stochastischen Di�erentialgleichung ����
� und handelt es
sich dabei um einen Markov�Prozess� so kann f�ur die �Ubergangswahrscheinlichkeit
f�S�t�	 tjS�t��	 t�� �t 
 t�� eine zur stochastischen Di�erentialgleichung �aquivalen�
te Di�erentialgleichung aufgestellt werden� die sogenannte Fokker�Planck�Gleichung
�vgl� Honerkamp ��� � S� ����

�f�S�t�	 tjS�t��	 t��

�t
� ���a f�S�t�	 tjS�t� �	 t���

�S
"

�

�

���b� f�S�t�	 tjS�t��	 t���

�S�
���		�

mit Anfangbedingung f�S�t�	 tjS�t��	 t�� � ��S�t� � S�t���� wobei � die Dirac�
Delta�Funktion bezeichnet� Ist die Di�erentialgleichung ���		� explizit l�osbar� ist eine
Maximum�Likelihood�Sch�atzung m�oglich�

Parametersch�atzung bei der Geometrischen Brownschen Bewegung

Die Geometrische Brownsche Bewegung ergibt sich aus der stochastischen Di�erenti�
algleichung ����
�� wenn f�ur die Koe�zientenfunktionen die Spezi�kationen

a�S�t�	 t��� � �S�t�

b�S�t�	 t� �� � � S�t�

gew�ahlt werden� Zu sch�atzen sind der Drift � und die Volatilit�at � beziehungs�
weise f�ur den Prozess f�ur lnS�t�� der im folgenden betrachtet wird� der Parameter
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� 	 ��� ������ �vgl� Gleichung �������

Beim Prozess lnS�t� handelt es sich allerdings um einen nichtstation�aren stochasti�
schen Prozess� so dass die im vorigen Abschnitt erw�ahnten Regularit�atsbedingungen
nicht erf�ullt sind� Die Log�Renditen bilden dagegen einen station�aren Prozess� Zur
Sch�atzung des Parametervektors � bildet man daher zun�achst eine Stichprobe der
Log�Renditen rk 	 rtk � lnStk�lnStk�� und verwendet diese f�ur eine Maximum�
Likelihood�Sch�atzung� Die Renditen sind normalverteilt� r � N ��#t	 ��#t� mit
#t � �tn � t���n�� wodurch die Log�Likelihood�Funktion bei gegebener Stichpro�
be r�	 � � � 	 rn gegeben ist durch

lnL��jr�	 � � � 	 rn� � �n
�

ln�����#t�� �

���#t

nX
k��

�rk � �#t�� � ���	��

Die Maximum�Likelihood�Sch�atzer f�ur � und �� sind schliesslich gegeben durch

�� �
�

n#t

nX
k��

rk ���	��

��� �
�

n#t

nX
k��

�rk � ��#t�� � ���	��

Ein grosser Vorteil der Geometrischen Brownschen Bewegung ist darin zu sehen� dass
diese Sch�atzer in geschlossener Form darstellbar sind� Die Parametersch�atzung ist
somit ohne die Anwendung eines numerischen Verfahrens zur Maximierung der Log�
Likelihood�Funktion m�oglich�

����� Simulationsmodell

Bereits im vorigen Abschnitt wurde implizit zur Parametersch�atzung eine zeitdiskrete
Formulierung der stochastischen Di�erentialgleichung ����� verwendet� F�ur numeri�
sche Simulationen lassen sich zeitkontinuierliche stochastische Di�erentialgleichungen
ebenfalls nicht verwenden� Es wird eine zeitdiskrete Approximation ben�otigt� Die ein�
fachste Approximation dieser Art ist die Euler�Approximation �vgl� Abschnitt �������

Ausgangspunkt bildet die allgemeine stochastische Di�erentialgleichung ����
��
Zun�achst wird die Zeit vom Startpunkt t� bis zum Endzeitpunkt T in N �aquidistante
Abschnitte partitioniert� #t � �T � t���N � Es ergibt sich eine Folge von �aquidistanten
Zeitpunkten ti �i � �	 � � � 	 N �� Als diskrete Approximation St f�ur den kontinuierlichen
Prozess schreibt man

St��t � St � b�St	 t��� #t" a�St	 t� �� #Wt 	 ���	��

wobei #Wt � i�i�d� N ��	#t�� F�ur den Wert des Prozesses im Zeitschritt von t auf
t" #t ergibt sich

St��t � St " b�St	 t��� #t" a�St	 t� �� #Wt �
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Mit Hilfe dieser Gleichung� im folgenden auch als Simulationsmodell bezeichnet� l�asst
sich aus den bekannten Werten zum Zeitpunkt t und einer Realisierung einer nor�
malverteilten Zufallsvariablen der Wert des Prozesses zum darau�olgenden Zeitpunkt
bestimmen�

F�ur die Geometrische Brownsche Bewegung nimmt das Simulationsmodell die Gestalt

St��t � St " �St #t" � St #Wt ���	��

an� In einer Simulation sind f�ur die Parameter � und � deren Maximum�Likelihood�
Sch�atzungen einzusetzen�

��� Sprung�Di	usions�Prozess nach Merton

Von Robert Merton wurde vorgeschlagen� die Dynamik der Aktienkursentwicklung
durch ein Modell zu beschreiben� welches sich aus zwei Komponenten zusammensetzt
�vgl� Merton ��� � S� 	�
 ���� Eine erste Komponente soll

�
normale� �Anderungen im

Aktienkurs beschreiben� Ursachen f�ur diese �Anderungen k�onnen durch kurzfristige
Ungleichgewichte in Angebot und Nachfrage auf dem Aktienmarkt� durch �Anderun�
gen in den �okonomischen Erwartungen oder durch das Eintre�en neuer Informationen�
die den gesamten Markt betre�en aber nur geringe Kurskorrekturen nach sich ziehen�
verursacht sein� Insgesamt sollen die

�
normalen� Schwankungen nur zu marginalen

Kurs�anderungen f�uhren� Dieser Teil des Prozesses wird daher durch eine Geometri�
sche Brownsche Bewegung modelliert� die den Di�usionsanteil des Gesamtprozesses
charakterisiert�

Ein zweiter Teil der Dynamik soll
�
anormale� �Anderungen ber�ucksichtigen� Dabei

handelt es sich um neue� sehr wichtige Informationen� deren Eintre�en nicht mehr
nur zu marginalen� sondern zu deutlichen Kurs�anderungen f�uhrt� Solche Informatio�
nen sind in der Regel als unternehmensspezi�sch angenommen� das heisst sie betre�en
nicht den Gesamtmarkt� Dieser zweite Anteil an der Gesamtdynamik der Aktienkur�
se wird durch einen Poisson�Prozess modelliert� der daf�ur sorgt� dass zu zuf�alligen
Zeiten Ereignisse eintreten� die einen grossen Kurssprung verursachen� Dies ist dann
der Sprung�Anteil des Prozesses�

Setzt man beide Komponenten zum sogenannten Sprung�Di�usions�Prozess zusam�
men� ergeben sich ruhige Phasen� in denen keine neue Informationen eintre�en� und
sehr unruhige Phasen� die durch das Eintre�en solcher Informationen gepr�agt sind�
Die L�ange dieser Phasen ist von rein zuf�alliger Natur�

F�ur das Auftreten solcher Poisson�Spr�unge gibt es empirische Evidenz� Ball und To�
rous �� haben signi�kante Spr�unge in den Renditen von US�amerikanischen Aktien
entdeckt� Jorion ��
 fand solche Spr�unge in verschiedenen Wechselkursen� Eine Ar�
beit� die sich mit der Existenz von Poisson�Spr�ungen auf dem schweizerischen Aktien�
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und Optionenmarkt auseinandersetzt und diese auch signi�kant nachweist� ist dieje�
nige von Bruand ��� �

Im Gegensatz zur Geometrischen Brownschen Bewegung ergeben sich im Modell des
Sprung�Di�usions�Prozesses Renditeverteilungen� die breitere Enden besitzen als die�
jenige der Normalverteilung� Eine bessere Approximation empirischer Renditevertei�
lungen sollte folglich m�oglich sein�

Gegliedert ist dieser Abschnitt folgendermassen� Zun�achst wird das Modell f�ur
die Aktienkursdynamik vorgestellt� anschliessend wird die Ableitung einer Options�
preisformel f�ur europ�aische Optionen diskutiert� Es schliesst sich das Vorgehen bei
der Parametersch�atzung an� wobei auf das numerische Verfahren zur Maximierung
der Log�Likelihood�Funktion besonders eingegangen wird� Schliesslich wird ein Al�
gorithmus zur Monte�Carlo�Simulation des Modells entwickelt� Die Ausf�uhrungen
der folgenden Abschnitte zum Sprung�Di�usions�Prozess beruhen auf Kapitel 
 in
Merton ��� �

����� Die stochastische Di�erentialgleichung und ihre Eigen�
schaften

Die Geometrische Brownsche Bewegung wurde bereits ausf�uhrlich diskutiert� so dass
zun�achst eine Diskussion des Poisson�Prozesses erfolgt� bevor beide Teile zusammen�
gef�ugt werden� Das Eintre�en neuer Information soll unabh�angig und identisch ver�
teilt sein� das heisst einzelne Poisson�Ereignisse werden stochastisch unabh�angig an�
genommen� Ein Sprung um Eins in einem kleinen Zeitintervall dt wird durch eine
Zufallsvariable dq�t� mit Wahrscheinlichkeitsverteilung

P �dq�t� � �� � �� 
 dt 	

P �dq�t� � �� � 
 dt ���	
�

modelliert� Dieser Prozess ergibt sich aus einem Poisson�Prozess wie in Abschnitt
����� und ����� beschrieben� Der Poisson�Prozess determiniert� ob in einem bestimm�
ten Zeitintervall ein Sprung eintritt� Noch festzulegen ist� zu welchen Kurs�anderungen
dieser Sprung f�uhrt� Tritt im Zeitintervall dt ein Sprung ein� so f�uhrt dieses Ereig�
nis zu einer durch eine Zufallsvariable Y modellierten Kurs�anderung von S�t� auf
S�t " dt� � S�t�Y � Die Auspr�agungen von Y bei verschiedenen Spr�ungen werden als
stochastisch unabh�angig und identisch verteilt angenommen� Die Verteilung von Y
ist zun�achst nicht genauer spezi�ziert�

Zusammengefasst l�asst sich folgende stochastische Di�erentialgleichung aufstellen
�vgl� Merton ��� � S� 	�	��

dS�t�

S�t�
� ��� 
k� dt" � dW �t� " dq�t� � ������

Hierin bezeichnen � die erwartete Rendite und �� die Varianz der Rendite� falls
kein Sprung eintritt� Bei dW �t� handelt es sich um einen Wiener�Prozess� das heisst
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dW �t� � i�i�d� N ��	 dt�� dq�t� ist ein Sprung�Prozess nach Gleichung ���	
�� wobei
dieser Prozess und der Wiener�Prozess als unabh�angig voneinander angenommen wer�
den� Die Gr�osse k ist de�niert als der Erwartungswert der prozentualen �Anderung des
Kurses� falls ein Sprung eintritt� das heisst k 	 E�Y � � � Die Parameter �� 
� k und
� sind als zeitlich konstant angenommen� Gleichung ������ l�asst sich in einer Form
notieren� die die Unterscheidung zwischen Eintreten und Nichteintreten eines Sprungs
besser herausstreicht�

dS�t�

S�t�
�

������

��� 
k� dt" � dW �t� falls kein Sprung

eintritt
��� 
k� dt" � dW �t� " �Y � �� falls ein Sprung

eintritt

� ������

Der Sprung�Di�usions�Prozess geht in die Geometrische Brownsche Bewegung �uber�
falls 
 � � und damit dq�t� � ��

Die stochastische Di�erentialgleichung ������ kann explizit gel�ost werden �vgl� Merton
��� � S� 	���� F�ur den Aktienkurs ergibt sich

S�t� � S��� exp

��
�� ��

�
� 
 k

�
t" �W �t�

�
Y �n� ������

mit W �t� � N ��	 t� und

Y �n� �

�
� falls n � �Qn

j�� Yj falls n � � �

Die Yj sind i�i�d� und die Anzahl Spr�unge n ist poissonverteilt mit Parameter 
 t�
Y �n� beschreibt daher die Gesamt�anderung des Kurses aufgrund von n Spr�ungen im
Zeitintervall ��	 t �

Aus der L�osung ������ f�ur die Aktienkurse l�asst sich ein Ausdruck f�ur die Rendite r�t�
ableiten�

r�t� �
lnS�t�

lnS���
�

��
�� ��

�
� 
 k

�
t" �W �t�

�
" lnY �n� ����	�

mit

lnY �n� �

�
� falls n � �Pn

j�� lnYj falls n � � �

Ebenso lassen sich bedingter Erwartungswert und Varianz von S�t� beziehungsweise
lnS�t� angeben�

E�lnS�t�j lnS��� � lnS��� "

�
�� ��

�
� 
 k

�
t" E�n lnYj 

� lnS��� "

�
�� ��

�
� 
 k

�
t" �
 t�E�lnYj  	 ������

var�lnS�t�j lnS��� � �� t" var�n lnYj � ������
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Die Verteilung der Zufallsvariablen Y ist noch zu w�ahlen� F�ur die Annahme� dass
lnY unabh�angig und identisch normalverteilt mit Erwartungswert �J und Varianz
��J ist� lassen sich empirische Best�atigungen �nden �vgl� Bruand ��� � Jorion ��
 �
und� was besonders interessant ist� eine geschlossene Optionspreisformel angeben� Die
Indizes

�
J� zeigen an� dass es sich um Gr�ossen im Zusammenhang mit der Sprung�

Komponente handelt�

����� Optionspreismodell

Dieser Abschnitt behandelt die Ableitung einer Optionspreisformel f�ur den Sprung�
Di�usions�Prozess �vgl� Merton ��� � S� 	�� ���� Die Herleitung einer solchen Formel
wird durch das Vorhandensein der Sprung�Komponente erschwert� F�ur die Annahme
lognormalverteilter Sprungh�ohen Y wird sich aber eine geschlossene Formel angeben
lassen� Die Annahmen� die dem Optionspreismodell zugrunde liegen� sind dieselben
wie bei der Black�Scholes�Analyse� Einzig die Kursdynamik wird nicht durch eine
Geometrische Brownsche Bewegung sondern durch einen Sprung�Di�usions�Prozess
beschrieben�

Der Wert der Option sei analog wie im Abschnitt ����� mit V �S	 t� bezeichnet� Aus
der Dynamik f�ur S�t� folgt die Optionspreisdynamik

dV �S	 t�

V �S	 t�
� ��V � 
kV � dt" �V dW �t� " dqV �t� � ������

Dabei bezeichnen �V die erwartete Rendite der Option und ��
V

deren Varianz� falls
kein Sprung eintritt� dqV �t� ist ein Sprung�Prozess analog Gleichung ���	
� und kV
ist de�niert durch kV 	 E�YV � � � Die Koe�zienten �V und �V ergeben sich durch
Anwendung des It�o�Lemmas �vgl� Abschnitt ������ auf Gleichung �������

�V �
�
��

�S� �
�V
�S� " ��� 
k�S �V

�S " �V
�t " 
E�V �SY	 t� � V �S	 t� 

V �S	 t�
	 ������

�V �
�S �V

�S

V �S	 t�
� ������

Der Prozess dqV �t� ist abh�angig vom Prozess f�ur die Aktie dq�t�� Bei der Option tritt
nur dann ein Sprung auf� wenn bei der zugrundeliegenden Aktie ein solcher auftritt�
Trotz dieser Abh�angigkeit sind die Sprungh�ohen YV und Y nicht notwendigerweise
linear abh�angig� da die Funktion V �S	 t� nicht linear in S sein muss�

Analog zur Black�Scholes�Analyse wird nun ein Portfolio gebildet� bestehend aus
einer Aktie �Anteil w��� einer Option auf diese Aktie �Anteil w�� und einer risikolosen

Anlage �Anteil w��� F�ur die Anteile wj gilt�
P�

j��wj � �� Wiederum l�asst sich die
Dynamik des Portfoliowertes P �t� angeben�

dP �t�

P �t�
� ��P � 
kP � dt" �P dW �t� " dqP �t� � ����
�
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Dabei bezeichnen �P die erwartete Rendite der Option und ��
P

deren Varianz� falls
kein Sprung eintritt� dqP �t� ist ein Sprung�Prozess analog Gleichung ���	
� und
kP 	 E�YP � � ist der Erwartungswert der zuf�alligen prozentualen �Anderung des
Portfoliowertes bei Eintritt eines Sprungs� Die Koe�zienten �P und �P sind gegeben
durch

�P � w���� r� " w���V � r� " r 	 ������

�P � w�� "w��V � ������

Die prozentuale �Anderung YP �� setzt sich aus einer �Anderung in der Aktie und einer
�Anderung im Optionswert zusammen�

YP � � � w��Y � �� "w�
V �SY	 t� � V �S	 t�

V �S	 t�
� ������

In der Black�Scholes�Analyse w�urde man an dieser Stelle die Portfoliogewichte so
w�ahlen� dass �P � w���"w���V � � gilt� und damit das Portfolio risikolos wird� Durch
die Anwesenheit des Sprung�Prozesses dqP �t� wird das Portfolio hingegen selbst mit
w�� und w�� nicht risikolos� Es kann gezeigt werden� dass keine Gewichte w�� und w�� exi�
stieren� so dass das Risiko aus dem Portfolio verschwindet �vgl� Merton ��� � S� 	����
Das

�
Sprung�Risiko� bleibt bestehen�

Dass einzig die Sprung�Komponente als Unsicherheitsquelle verbleibt� erkennt man�
wenn die Gewichte analog zu Black�Scholes gew�ahlt werden und der neue Portfolio�
wert P � betrachtet wird�

dP ��t�
P ��t�

�

������

���

P
� 
k�

P
� dt falls kein Sprung

eintritt
���

P
� 
k�

P
� dt" �Y �

P
� �� falls ein Sprung

eintritt

� ����	�

Es verbleibt ein reiner Sprung�Prozess�

Aus Gleichung ������ und Gleichung ������ folgt f�ur die prozentuale �Anderung des
Portfoliowertes aufgrund eines Sprung�Ereignisses�

Y �
P
� � � w��

V �SY	 t� � V �S	 t� � �V �S�t�
�S

�SY � S�

V �S	 t�
� ������

Das No Arbitrage�Argument von Black und Scholes kann also nicht angewendet wer�
den� Ist die erwartete Rendite �V � g�S	 t� der Option als Funktion von S und t
bekannt� so kann eine Optionspreisformel abgeleitet werden� Aus Gleichung ������
folgt� dass V �S	 t� die gemischte Di�erential�Di�erenzengleichung

� �
�

�
��S�

��V �S	 t�

�S�
" ��� 
k�S

�V �S	 t�

�S
"
�V �S	 t�

�t
� g�S	 t�V �S	 t�

"
E�V �SY	 t� � V �S	 t� 
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erf�ullen muss� Solche Gleichungen sind analytisch schwer zu l�osen� in der Regel aber
mit Hilfe eines numerischen Verfahrens� Viel schwerwiegender ist aber die Tatsache�
dass die Kenntnis der erwarteten Rendite � der Aktie und der erwarteten Rendite
g�S	 t� der Option verlangt ist� Beide Gr�ossen spielen dagegen bei der Black�Scholes�
L�osung keine Rolle�

Die gemischte Di�erential�Di�erenzengleichung kann umgangen werden� wenn die
G�ultigkeit des Capital Asset Pricing Models �CAPM� und dessen Annahmen unter�
stellt werden �vgl� Campbell et al� ��� � S� ��� ���� Nach dem CAPM erwartet ein
Anleger bei einer Investition eine Rendite� die sich aus einem risikolosen Teil und
einem Teil zusammensetzt� der ihn f�ur das systematische Risiko entsch�adigt� Unter
systematischem Risiko werden Unsicherheiten in marktspezi�schen� wirtschaftlichen�
politischen sowie marktpsychologischen Faktoren verstanden� Das unsystematische
Risiko liegt in �rmenspezi�schen Faktoren begr�undet� Solche Risiken lassen sich durch
Diversi�kation ausschalten� das heisst der Investor kann daf�ur keine Entsch�adigung
verlangen� Im CAPM ist die erwartete Rendite einer Anlage rA gegeben durch

rA � r " ��rMarkt � r� �

Mit r wird die Rendite einer risikolosen Anlage� mit rMarkt diejenige des gesamten
�Aktien�� Marktes bezeichnet� Der sogennannte ��Faktor ergibt sich aus der Markt�
rendite rMarkt und der Rendite rA der Anlage� in die investiert wird�

� �
cov�rMarkt	 rA�

��Markt

�

Dieser Faktor kann �uber eine lineare Regression aus historischen Zeitreihendaten
gesch�atzt werden�

Wie in Abschnitt ����� gesehen� erfolgt die Modellierung der Aktienkursdynamik im
Sprung�Di�usions�Prozess �uber zwei Komponenten� Eine erste Komponente besteht
aus der Geometrischen Brownschen Bewegung und wandelt neue Informationen in
marginale Kurs�anderungen um� Die zweite Komponente f�uhrt zu gr�osseren Kurs�
spr�ungen aufgrund bedeutender neuer Informationen� Es wird nun folgende wichtige
Annahme getro�en� bei diesen letztgenannten Informationen handele es sich aussch�
liesslich um �rmenspezi�sche Information� Dies hat zur Konsequenz� dass sie praktisch
keinen Ein�uss auf den Gesamtmarkt hat� Damit stellt die

�
Sprung�Komponente� un�

systematisches Risiko dar� das heisst dieser Anteil ist unkorreliert mit dem Gesamt�
markt� In einer weiteren Annahme wird davon ausgegangen� dass diese �Uberlegung
f�ur alle Aktien eines Marktes G�ultigkeit hat�

Beim Portfolio mit Wert P �� bei dem die Gewichte w�� und w�� nach Black und Scho�
les eingef�uhrt wurden �vgl� Gleichung ����	��� ist die einzige unsichere Gr�osse bezie�
hungsweise Risikoquelle die Sprung�Komponente� Aber nach den obigen �Uberlegun�
gen handelt es sich dabei um unsystematisches Risiko� das heisst es gilt � � �� Gilt
das CAPM� folgt daraus� dass die erwartete Rendite aller Anlagen mit verschwinden�
dem Beta gleich dem risikolosen Zinssatz sein muss� ��

P
� r� Aus Gleichung ������
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folgt somit
w�� ��� r� " w�� ��V � r� � � �

und
�V � r

�V
�

�� r

�
�

Einsetzen in ������ liefert schliesslich die Gleichung

� �
�

�
��S�

��V �S	 t�

�S�
" �r � 
k�S

�V �S	 t�

�S
"
�V �S	 t�

�t
� r V �S	 t�

"
E�V �SY	 t� � V �S	 t� � ������

Alle Gr�ossen� die erwartete Renditen darstellen �ausser dem risikolosen Zinssatz�� sind
aus dieser Gleichung verschwunden� F�ur 
 � � ergibt sich zudem die Di�erentialglei�
chung nach Black und Scholes�

F�ur eine konkrete Option k�onnen nun die Randbedingungen vorgegeben werden� zum
Beispiel f�ur einen europ�aischen Call V �S	 t� � C�S	 t��

C�S	 T � � maxfS�T � �K	 �g �

Eine L�osung der Di�erentialgleichung ������ verlangt dar�uber hinaus die Kenntnis der
Verteilung von Y � De�niert man mit Xn eine Zufallsvariable� die dieselbe Verteilung
hat wie das Produkt von n unabh�angig und identisch verteilten Zufallsvariablen Y
�X� 	 �� und bezeichnet man mit VBS �S	 t	K	 ��	 r� die Black�Scholes�L�osung� so ist
die L�osung von ������ gegeben durch�

V �S	 t� �
�X
n��

exp��
�T � t���
�T � t��n

n$

�E�VBS�SXn exp��
k�T � t��	 T	K	 ��	 r� 	 ������

was einer gewichteten Summe von Black�Scholes�L�osungen entspricht�

Im Spezialfall einer Lognormalverteilung von Y � das heisst lnY � N ��J 	 �
�
J� ergibt

sich� dass Xn ebenfalls lognormalverteilt respektive lnXn normalverteilt ist mit Va�
rianz n��J � Zus�atzlich de�niert man zur Vereinfachung der Notation weitere Gr�ossen�

�n 	 ��B "
n�J
T � t

	

rn 	 r � 
 k "
n ln�� " k�

T � t
	


� 	 
 �� " k� �

F�ur k � E�Y �� gilt k � expf�J "�����Jg��� Hier wurde �B 	 � gesetzt� um besser
zwischen der Volatilit�at der Geometrischen Brownschen Bewegung und derjenigen des
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Sprunganteils unterscheiden zu k�onnen� Als Optionspreis ergibt sich letztendlich

V �S	 t� �
�X
n��

exp��
��T � t���
��T � t��n

n$
VBS�S	 T	K	 ��n	 rn� � ������

Diese Optionspreisformel wird im folgenden verwendet� F�ur deren numerischen Aus�
wertung muss die Fakult�at von n berechnet werden� was bei gr�osseren n �ungef�ahr
n � ��� auf Schwierigkeiten st�osst� Die Fakult�at liesse sich in diesem Fall zwar durch
die Stirling�Formel approximieren �vgl� Bronstein und Semendjajew ��� � S� ��	��
hier kann aber ein Umweg angewendet werden� der eine exakte Berechnung f�ur n 
 �
erlaubt�

exp��
��T � t���
��T � t��n

n$
� exp

�
�
��T � t� " n ln��
��T � t�� �

nX
i��

ln i

�
�

Weiter muss f�ur die Berechnung der unendlichen Reihe an geeigneter Stelle abgebro�
chen werden� dass heisst die verbleibenden unber�ucksichtigten Glieder d�urfen nur noch
verschwindende Beitr�age liefern� Mit n � ��	 � � � 	 ��� wird ein konservativer Ansatz
gew�ahlt�

����� Parametersch	atzung

Die Parametersch�atzung beim Sprung�Di�usions�Prozess erfolgt analog wie bei der
Geometrischen Brownschen Bewegung nach dem Maximum�Likelihood�Prinzip�

Zun�achst wird� ausgehend von der stochastischen Di�erentialgleichung ������� mit
Hilfe des It�o�Lemmas die Dynamik des logarithmierten Preisprozesses H�t� 	 lnS�t�
bestimmt�

dH�t� � d lnS�t� �
�

S
f��� 
k�S dt" S�BdW �t�g � �

�

�

S�
��B S

�dt

" fln�S " ��� lnSg dq�t�� �z �
� lnY �n�

�

�
�� 
k � �

�
��B

�
dt" �BdW �t� " lnY �n� ������

mit

lnY �n� �

�
� falls n � �Pn

j�� lnYj falls n � � �

Die Yj sind i�i�d�� n ist poissonverteilt mit Parameter 
 t� F�ur die Verteilung von lnYj
wird angenommen� dass es sich um eine Normalverteilung handelt� das heisst lnYj �
N ��J 	 �

�
J �� Daraus folgt f�ur die Verteilung von lnY �n�� lnY �n� � N �n�J 	 n ��J��

Anhand der Gleichung ������ kann die Verteilung der Log�Renditen r�t� � lnS�t� �
lnS��� abgelesen werden� � bezeichne die Dichte der Normalverteilung� dann ist die



���� Sprung�Di�usions�Prozess �	

Dichte f�r�t�� der Renditen r�t� bestimmt durch

f�rt� �
�X
n��

exp��
t��
t�n
n$

��
��

�� 
k � �

�
��B

�
t" n�J 	 �

�
Bt " n��J

�
� ����
�

Der Term exp��
t��
t�n�n$ stellt die Wahrscheinlichkeit dar� dass im Zeitintervall
��	 t genau n Poisson�Ereignisse eingetreten sind� Zur Vereinfachung der Notation
de�niert man noch �B 	 ���
k� �

��
�
B�� Zu sch�atzen ist also der Parametervektor � �

��B 	 ��B	 �J 	 �
�
J 	 
��� Die Log�Likelihood�Funktion berechnet sich bei einer gegebenen

Stichprobe von Log�Renditen r�	 � � � 	 rn mit #t � �tn � t���n zu

lnL��jr�	 � � � 	 rm� �
mX
i��

�
ln

�X
n��

�
#t�n

n$

�p
��B#t" n��J

exp

�
��

�

�ri � �B#t� n�J ��

��B#t" n��J

��
� m
#t� m

�
ln���� � ������

Wieder muss die Summe �uber n an einer geeigneten Stelle abgebrochen werden� F�ur
den Fehler� den man dabei begeht� existiert eine Absch�atzung �vgl� Jorion ��
 �� Das
Aufsummieren der ersten elf Summanden erzielt aber eine hinreichende Genauigkeit�

Die Maximierungsaufgabe
�� � max

�
flnL���g

ist analytisch nicht l�osbar� Deshalb muss auf ein numerisches Verfahren zur�uckgegrif�
fen werden� F�ur die Bestimmung von Extrema in mehreren Dimensionen existieren
verschiedene Verfahren �vgl� Press et al� �
� � S� 	�� ���� Hier wird auf das soge�
nannte Newton�Raphson�Verfahren zur�uckgegri�en� Es handelt sich dabei um die
verallgemeinerte Version des Newton�Verfahrens zur Bestimmung von Nullstellen in
einer Dimension� F�ur die Wahl dieser Methode sind mehrere Gr�unde anzuf�uhren� Als
erstes ist sie einfach und vor allem numerisch stabil� Zudem werden in allen Ma�
ximierungsalgorithmen �partielle� Ableitungen ben�otigt� In vielen Verfahren werden
diese Ableitungen ebenfalls numerisch berechnet� F�ur die vorliegende Log�Likelihood�
Funktion k�onnen die Ableitungen allerdings noch analytisch bestimmt werden� was
deren Verwendung nahelegt� Im folgenden wird kurz auf das implementierte Newton�
Raphson�Verfahren eingegangen�

Eine Maximierung von lnL��� � lnL��B 	 �
�
B	 �J 	 �

�
J 	 
� verlangt die Bestimmung der

Nullstellen der Ableitungsfunktion von lnL���� Diese Funktion sei mit F��� bezeich�
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net und de�niert als

F��� 	

�B�
� ln L
��B

���
� ln L
��

�CA 	

�B� F�
���
F�

�CA �

Sie bildet vom R� in den R� ab� Die Idee des Newton�Raphson�Verfahrens besteht
darin� die Funktion F in eine Taylor�Reihe zu entwickeln�

Fi�� " ��� � Fi��� "
�X

j��

�Fi
��j

��j "O������� ������

oder
F�� " ��� � F��� " J�� " O������� �

Mit Jij � �Fi
�	j

wird die Jacobi�Matrix bezeichnet� Da F selbst schon eine Ableitung

von lnL darstellt� sind in Gleichung ������ alle zweiten partiellen Ableitungen von
lnL zu berechnen� was analytisch m�oglich ist� Terme der Ordnung O������� und
h�oher werden vernachl�assigt� Im n�achsten Schritt wird die Nullstelle von F�� " ���
bestimmt�

F�� " ��� � � �� J�� � �F��� �

Dabei handelt es sich um ein System von linearen Gleichungen f�ur die Korrekturen
��� die die Funktionen Fi n�aher an Null heranf�uhren� Solch ein lineares Gleichungs�
system kann �uber eine LR�Zerlegung und anschliessendes R�uckw�artseinsetzen gel�ost
werden �vgl� Bronstein und Semendjajew ��� � S� �	� f�� Press et al� �
� � S� 	� ����
Es ergibt sich so ein neuer Vektor �� �neu � �alt " ��� Dieses Vorgehen kann iterativ
solange durchgef�uhrt werden� bis die gew�unschte Genauigkeit erzielt wird�

Bei der numerischen L�osung von Extremwertaufgaben kann nie ganz sichergestellt
werden� dass das Verfahren ein globales und nicht ein lokales Extremum liefert� Durch
die Wahl verschiedener Startvektoren f�ur � kann diese Gefahr aber verringert werden�
Ebensowenig kann eine Konvergenz bei der numerischen L�osung von Extremwertauf�
gaben garantiert werden�

����� Simulationsmodell

F�ur eine Monte�Carlo�Simulation des Sprung�Di�usions�Prozesses wird wieder eine
Euler�Approximation der stochastischen Di�erentialgleichung ������ verwendet� Die
Zeitdiskretisierung #t ergibt sich aus dem Startzeitpunkt t�� dem Endzeitpunkt der
Simulation T und der Anzahl Zeitschritte N � #t � �T � t���N �

Zun�achst wird der Sprunganteil� das heisst der Poisson�Prozess dq�t� betrachtet� Sei
mit #qt dessen zeitdiskrete Formulierung bezeichnet� Um den Poisson�Prozess zu
simulieren� zieht man zun�achst eine in ��	 � gleichverteilte Zufallszahl ��� �� liegt
mit Wahrscheinlichkeit 
#t im Intervall ��	 
#t � Ist �� � 
#t wird ein Sprung aus�
gef�uhrt� andernfalls wird kein Sprung ausgef�uhrt �vgl� Honerkamp ��� � S� �����
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F�ur den Di�usionsanteil wird eine Euler�Approximation wie im Fall der Geometri�
schen Brownschen Bewegung verwendet� Die Euler�Approximation f�ur den gesamten
Sprung�Di�usions�Prozess lautet dann

St��t � St " St �

������

�
�B " �

��
�
B

�
#t" �B #Wt falls Sprung � Ereignis

nicht eintritt�
�B " �

��
�
B

�
#t" �B #Wt falls Sprung � Ereignis

"�Y � �� eintritt

	 ������

wobei #Wt � i�i�d� N ��	#t�� Zun�achst wird also bestimmt� ob ein Poisson�Ereignis
eintritt� anschliessend wird �uber Gleichung ������ ein neuer Kurs berechnet� In Glei�
chung ������ wurde � � 
k durch �B " �����B ersetzt� So treten in diesem Simulati�
onsmodell nur Gr�ossen auf� die auch gesch�atzt werden k�onnen� F�ur die Zufallsvariable
Y wird wieder eine Lognormalverteilung verwendet� das heisst lnY � N ��J 	 ��J��

Im Regelfall wird in empirischen Studien die Parametersch�atzung auf Tagesbasis vor�
genommen� das heisst #t � �� Die gesch�atzten Gr�ossen d�urfen aber nicht auf an�
dere Zeithorizonte skaliert werden� was die Gr�osse des Zeitschrittes in der Monte�
Carlo�Simulation auf die Zeitdiskretisierung der Parametersch�atzung �xiert� Bei der
Sch�atzung der Parameter kann allerdings der Fall eintreten� dass f�ur 
 ein Wert gr�osser
als Eins gesch�atzt wird� Dies stellt insofern ein Problem dar� weil dann 
#t beim dis�
kretisierten Poisson�Prozess #qt mit #t � � keine Wahrscheinlichkeit mehr darstellt�
Das bedeutet� dass die Zeitskala zu grob gew�ahlt wurde� um die Dynamik des Pro�
zesses korrekt zu beschreiben� Konsequenz w�are� die Zeitskala zu verringern� Da aber
in der Regel nur Tagesdaten zur Parametersch�atzung zur Verf�ugung stehen� ist dieses
Vorgehen praktisch nicht durchf�uhrbar� Dagegen spricht auch die Annahme� dass f�ur
Intraday�Kurse ganz andere Preisprozesse wie f�ur Tagesdaten verantwortlich sind�

Deshalb wird folgendes Vorgehen vorgeschlagen� Falls 
#t � �� wird obiges Verfahren
angewendet� Ist 
#t � �� wird zun�achst eine Realisierung einer poissonverteilten
Zufallsvariablen Z mit Erwartungswert E�Z � 
#t gezogen� Dazu stellt Numerical
Recipes eine Routine bereit� die auf der Verwerfungsmethode beruht �vgl� Press et
al� �
� � S� �
	 �� und Anhang A�	�� Dies ergibt die Anzahl Poisson�Ereignisse im
Zeitintervall �t	 t" #t � Damit l�asst sich das modi�zierte Simulationsmodell

St��t � St"St�

������

�
�B " �

��
�
B

�
#t" �B #Wt falls Sprung � Ereignis

nicht eintritt�
�B " �

��
�
B

�
#t" �B #Wt falls z Sprung � Ereignisse

"
Pz

i���Yi � �� eintreten

����	�

aufstellen� Nat�urlich liesse sich letzteres Simulationsmodell auch f�ur den Fall 
#t � �
einsetzen� Da aber das Aufrufen der externen Routine zur Erzeugung einer Realisie�
rung einer poissonverteilten Zufallsvariablen sehr zeitintensiv ist� wird eine Trennung
in die F�alle 
#t � � und 
#t � � empfohlen�
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��� Die hyperbolische Verteilung als Modell f�ur Ak�

tienrenditen

����� Einleitung

Die hyperbolische Verteilung wird zur Modellierung einer Vielzahl von empirischen
Verteilungen aus den unterschiedlichsten naturwissenschaftlichen Disziplinen� so zum
Beispiel der Geologie� Biologie� Astronomie oder der Str�omungsmechanik in der Phy�
sik herangezogen� So konnte festgestellt werden� dass die Verteilung der Teilchengr�osse
von Sandk�ornern� wie sie in Sandd�unen auftreten� sehr gut durch eine hyperbolische
Verteilung approximiert werden kann� �Ahnliche Ergebnisse wurden f�ur Sandablage�
rungen in Fl�ussen gefunden �vgl� Barndor��Nielsen �� �� Ein sehr interessanter Anwen�
dungsfall der hyperbolischen Verteilung ist in der statistischen Mechanik zu �nden�
So wird in der newtonschen statistischen Mechanik die Maxwellsche Geschwindig�
keitsverteilung eines idealen Teilchengases im wesentlichen aus der Normalverteilung
abgeleitet� Werden dieselben Berechnungen f�ur die Einsteinsche relativistische Physik
angestellt� so ergibt sich als Geschwindigkeitsverteilung der Teilchen eine hyperboli�
sche Verteilung �vgl� Barndor��Nielsen und Bl+sild �� � Barndor��Nielsen �� ��

Mitte der neunziger Jahre wurde dann festgestellt� dass auch empirische Renditever�
teilungen von Aktien durch hyperbolische Verteilungen approximiert werden k�onnen�
Insbesondere die breiten Enden empirischer Renditeverteilungen lassen sich besser be�
schreiben als dies zum Beispiel mit der Normalverteilung m�oglich ist� Entsprechende
Untersuchungen wurden f�ur deutsche und d�anische Aktien angestellt �vgl� Eberlein
und Keller ��� � Eberlein et al� ��� � K�uchler et al� ��� � Rydberg ���� � Rydberg ���	 ��
Ebenso konnte auf Grundlage der hyperbolischen Verteilung ein Modell zur Bewer�
tung von Optionen abgeleitet werden� was diese Verteilung umso interessanter werden
l�asst �vgl� Eberlein und Keller ��� � Eberlein und Jacod �	
 �� Deshalb erscheint eine
Untersuchung f�ur den schweizerischen Aktienmarkt vielversprechend�

In diesem Abschnitt soll nun eine kurze Einf�uhrung in die hyperbolische Verteilung
gegeben werden� Ihre wichtigsten Eigenschaften und ihre Einordnung in eine gr�ossere
Klasse von Verteilungen� der sogenannten verallgemeinerten hyperbolischen Vertei�
lung� werden diskutiert� Der stochastische Prozess� der im Zeitablauf hyperbolisch
verteilte Renditen generiert� wird vorgestellt� Ebenso werden die Grundz�uge des Op�
tionspreismodells skizziert� Als weiterer wichtiger Punkt im Hinblick auf eine empi�
rische Untersuchung wird schliesslich das Vorgehen bei der Sch�atzung der Parameter
der hyperbolischen Verteilung dargestellt�
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����� Die hyperbolische Verteilung

Die Dichtefunktion der eindimensionalen hyperbolischen Verteilung ist de�niert als
�vgl� Barndor��Nielsen und Bl+sild �� �

hyp�x��	 �	 �	 �� 	
p
�� � ��

���K���
p
�� � ���

exp
�
��
p
�� " �x� ��� " ��x � ��

�
	

������
wobei x � R� � � R� � � �� � 
 � und �� 
 ��� Hierin bezeichnet K� die verallgemei�
nerte Besselfunktion 	� Art mit Index �� Die Bedeutung der Parameter �� �� � und �
ist die folgende� � und � sind Parameter� welche die Form der Verteilung angeben� Je
gr�osser � ist� desto leptokurtischer ist die Verteilung� Der Parameter � ist ein Mass
f�ur die Asymmetrie� wobei sich der symmetrische Fall f�ur � � � ergibt� � gibt die
Lage der Verteilung an und � ist schliesslich ein Skalierungsparameter�

Die Bezeichnung hyperbolische Verteilung ergibt sich aus der Tatsache� dass der
nat�urliche Logarithmus der Dichtefunktion eine Hyperbel �in mehreren Dimensionen
ein Hyperboloid� darstellt� Der nat�urliche Logarithmus der Dichte einer Normalvertei�
lung stellt dagegen eine Parabel �in mehreren Dimensionen ein Paraboloid� dar� Diese
Eigenschaft deutet darauf hin� dass sich die hyperbolische Verteilung zur Beschrei�
bung der Fat Tails einer Renditeverteilung besser eignet als die Normalverteilung� Zur
Verdeutlichung ist in Abbildung ��� die Dichtefunktion� in Abbildung ��� der Loga�
rithmus der Dichtefunktion der hyperbolischen Verteilung mit Parametern � � �	����
� � ���� � � ����� und � � ��� aufgetragen� Gleichzeitig ist eine Normalverteilung
mit gleichem Erwartungswert und gleicher Varianz �� � ���� �� � ��������� abgebil�
det�
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Um ein besseres Verst�andnis f�ur die hyperbolische Verteilung zu gewinnen� werden
in den folgenden zwei Abbildungen Dichten der hyperbolischen Verteilung mit ver�
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schiedenen Paramterwerten miteinander verglichen� In Abbildung ��	 ist zun�achst
eine Erh�ohung des Parameters � dargestellt� Ein h�oheres � f�uhrt ceteris paribus zu
einer linkssteilen� asymmetrischen Verteilung� In Abbildung ��� sind die Auswirkun�
gen einer Erh�ohung des Parameters � zu erkennen� Werden alle anderen Parameter
konstant gehalten� so f�uhrt ein gr�osseres � zu einer leptokurtischeren Verteilung�
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bzw� � � ����

De�niert man zwei neue Parameter

� 	
�

� " �
p
�� � ��

�����
und ������

� 	 � ��� 	 ������

erh�alt man eine Parametrisierung der hyperbolischen Verteilung hyp�x��	 �	 �	 ��� die
den Vorteil besitzt� dass � und � invariant unter Skalentransformationen und Trans�
lationen sind� Die Parameter m�ussen nun die Bedingungen � � j�j � � � � erf�ullen
�vgl� Barndor��Nielsen und Bl+sild �� ��

F�ur den wichtigen Spezialfall einer symmetrischen und zentrierten Verteilung� das
heisst einer Verteilung mit Parametern � � � � �� der f�ur die Ableitung des Options�
preismodells ben�otigt wird� ergibt sich mit � 	 �� � �

hyp�x� �	 �� �
�

� � K����
exp

	
��
r

� "
�x
�

��

������

�vgl� Eberlein und Keller ��� ��

Die hyperbolische Verteilung stellt einen Spezialfall einer gr�osseren Klasse von Ver�
teilungen dar� der sogenannten verallgemeinerten hyperbolischen Verteilung� deren
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Dichtefunktion de�niert ist als �vgl� Barndor��Nielsen und Bl+sild �� �

h�x�
	 �	 �	 �	 �� �
������p

��K�����

K�������g
�x� ����
�
�g
�x� ��

������ exp���x � ��� 	 ������

wobei x � R� g
�x� �
p
�� " x� und �� � �� � ��� Die Parameter m�ussen nun

folgenden Bedingungen gen�ugen�


 � R	 � � R	 � � �	 � � �	 � � R

und

� � � � 
 � �� 
 �� falls 
 
 � 	

� 
 � � 
 � �� 
 �� falls 
 � � 	

� 
 � � � � �� � �� falls 
 � � �

K� ist eine verallgemeinerte Besselfunktion dritter Art mit Index 
 und f�ur 
 � �
ergibt sich die hyperbolische Verteilung� F�ur andere Werte von 
 ergeben sich weitere
Verteilungen� die ebenfalls im Zusammenhang mit der Modellierung von Aktienren�
diten diskutiert werden �vgl� Prause �
� �� So erh�alt man zum Beispiel f�ur 
 � ��

�
die Dichte der normalen inversen gaussschen Verteilung �vgl� Barndor��Nielsen �� �
Rydberg ���	 und Chhikara und Folks ��� ��

����� Eigenschaften der hyperbolischen Verteilung und ver�
wandte Verteilungen

Zu den wichtigen Eigenschaften einer Verteilung geh�oren deren Momente� Im Fall der
hyperbolischen Verteilung k�onnen diese Momente nicht als einfache Funktionen der
Parameter dargestellt werden� Mit Hilfe des Di�erentialoperators

T� 	 ������ d

d�
����
�

lassen sich die Momente der Verteilung zumindest kompakt darstellen �vgl� K�uchler
et al� ��� ��

Erwartungswert � E�x� � � T� a��� " � 	

Varianz � var�x� � �� T �
� a��� " T� a��� 	

Schiefe � ���x� �
�� T �

� a��� " 	 � T �
� a����

�� T �
� a��� " T� a���

���� 	
Kurtosis � ���x� �

�� T �
� a��� " � �� T �

� a��� " 	T �
� a����

�� T �
� a��� " T� a���

�� 	
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wobei � 	 �
p
�� � �� und a��� 	 � ln � " lnK����� Dabei handelt es sich um kom�

plizierte Kombinationen von Besselfunktionen� Im Spezialfall der symmetrischen und
zentrierten Dichtefunktion ergibt sich f�ur die Varianz �vgl� Eberlein und Keller ��� �

var�x� � ��
�

�

K����

K����
� ������

Nutzt man das asymptotische Verhalten der Besselfunktion f�ur grosse und kleine
Argumente aus �vgl� Abschnitt ��	���� lassen sich f�ur Schiefe und Kurtosis N�aherungen
ableiten �vgl� Barndor��Nielsen et al� �� �� Approximativ gilt dann�

�� �
�

�p
�

�
�f� " O��������g falls ���� �	 � � �

	 ����� ��f� " O��������g falls ���� �	 � �
 ������

und

�� �
�

	f� " O��������g falls ���� �	 � � �
	 ���f� " O��������g falls ���� �	 � �
 � ������

Das asymptotische Verhalten der Kurtosis deutet darauf hin� dass die hyperbolische
Verteilung in einem bestimmten Grenz�ubergang zur Normalverteilung f�uhrt�

Eine Vielzahl von bekannten Verteilungen ergeben sich als Spezialf�alle der hyperbo�
lischen Verteilung� Zur Ableitung dieser Spezialf�alle eignet sich die Parametrisierung
hyp�x��	 �	 �	 ��� Die Normalverteilung l�asst sich durch den Grenz�ubergang � � � ge�
winnen� setzt man � � �� ergibt sich die Laplace�Verteilung� Beim Limes j�j � �
erh�alt man die Exponentialverteilung� Beim Grenz�ubergang � � �� ergibt sich
schliesslich die verallgemeinerte inverse gausssche Verteilung �vgl� Barndor��Nielsen
und Bl+sild �� � Barndor��Nielsen �� � Eberlein und Keller ��� ��

Die Enden einer jeden verallgemeinerten hyperbolischen Verteilung� also auch diejeni�
gen der hyperbolischen Verteilung� verhalten sich wie a xb exp��c jxj� mit geeigneten
Parametern a	 b und c �vgl� Barndor��Nielsen und Bl+sild �� �� Ein Vergleich mit
der Normalverteilung� deren Enden sich wie exp��x�� verhalten� zeigt� dass die hy�
perbolische Verteilung langsamer abf�allt als die Normalverteilung� Die hyperbolische
Verteilung sollte also die Fat Tails einer Renditeverteilung besser beschreiben�

����� Stochastischer Prozess

Kann die Verteilung der Renditen durch eine hyperbolische Verteilung gut beschrie�
ben werden� dann liegt es nahe� f�ur die zeitliche Entwicklung der Kurse S�t� einen
stochastischen Prozess anzunehmen� welcher gerade hyperbolisch verteilte Renditen
generiert� Ein solcher Prozess ist gegeben durch �vgl� Barndor��Nielsen �� � Eberlein
und Keller ��� � Rydberg ���	 ��

S�t� � S��� exp�X�t�� � ����	�

X�t� ist hierbei eine hyperbolisch verteilte Zufallsvariable und S��� bezeichnet den
Preis zum Zeitpunkt �� Der Prozess X�t�	 t � � ist ein sogenannter L�evy Prozess�
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das heisst ein Prozess mit station�aren und unabh�angigen Inkrementen� und wird im
folgenden auch als hyperbolische L�evy Bewegung bezeichnet �vgl� Resnick �
� �� Diese
Bewegung ist dadurch gekennzeichnet� dass es sich um einen rein diskontinuierlichen
Prozess handelt� das heisst der Prozess �andert seinen Wert nur durch diskrete Spr�unge�
Dies sei im Zusammenhang mit den beiden bisher diskutierten Modellen verdeutlicht�
Die Geometrische Brownsche Bewegung ist nicht nur in der Zeit kontinuierlich� son�
dern auch die Kurs�anderungen sind stetig� Beim Sprung�Di�usions�Prozess wird die
kontinuierliche Kurs�anderung um diskrete Spr�unge erg�anzt� wobei diese Spr�unge zu
beliebigen Zeiten auftreten k�onnen� Beim Prozess X�t� �vgl� Gleichung ����	�� tritt
zu jedem Zeitpunkt ein Sprung ein� wobei der Logarithmus der Sprungh�ohe hyper�
bolisch verteilt ist� Diese Tatsache f�uhrt bei der Bewertung von Derivaten zu einigen
Schwierigkeiten� wie man sp�ater noch sehen wird�

Der bedingte Erwartungswert und die bedingte Varianz des logarithmierten Kurs�
prozesses lnS�t� sind durch

E�lnS�t�j lnS��� � lnS��� " t E�X�t� � lnS��� " t ��T�a��� " �� 	

var�lnS�t�j lnS��� � t var�X�t� � t ���T �
� a��� " T�a����

gegeben�

F�ur die Monte�Carlo�Simulation wird ein zeitdiskretes Modell betrachtet� So ergibt
sich der Kurs zum Zeitpunkt t" #t aus demjenigen zum Zeitpunkt t �uber

St��t � St exp�Xt� � ������

Die Zeitdiskretisierung #t ergibt sich wiederum aus dem Startzeitpunkt t�� dem End�
zeitpunkt der Simulation T und der Anzahl Zeitschritte N � #t � �T � t���N �

Bei der Simulation des Prozesses ������ m�ussen hyperbolisch verteilte Zufallszahlen
generiert werden� Dazu wird die Verwerfungsmethode verwendet �vgl� Honerkamp
��� � S� �� f� und Anhang A�	��

����� Optionspreismodell

Zur Ableitung einer Optionspreisformel im Modell hyperbolisch verteilter Aktien�
renditen wird ein Martingalansatz gew�ahlt� Da der Prozess ����	� rein diskontinuier�
lich ist �vgl� Abschnitt ��	���� liegt die Schwierigkeit darin� ein �aquivalentes Martin�
galmass zu �nden� Die Ableitung ist mathematisch und technisch sehr schwierig� so
dass im folgenden nur deren Grundz�uge erl�autert werden� F�ur Details wird auf die
Literatur verwiesen �vgl� Eberlein �	� � Eberlein und Jacod �	
 � Eberlein und Keller
��� � Eberlein et al� ��� und Barndor��Nielsen �� �� Im folgenden stehen daher nur
diejenigen Gleichungen im Mittelpunkt� die zur konkreten Bewertung von Optionen
ausgewertet werden m�ussen�
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Der Wert C�S	 T � einer europ�aischen Call�Option zum Verfallzeitpunkt T ist gegeben
durch�

C�S	 T � � maxfS�T � �K	 �g � ������

Der Wert der Option zu einem fr�uheren Zeitpunkt t � T ist der mit dem risikolosen
Zinssatz r abgezinste Erwartungswert des Optionswertes zum Zeitpunkt T �

C�S	 t� � exp��r� �EP� �C�S	 T � ������

mit � 	 T � t� Der Erwartungswert von C�S	 T � wird dabei bez�uglich dem �aquivalen�
ten Martingalmass P � gebildet�

Im Fall der hyperbolischen L�evy Bewegung konzentriert man sich zur Vereinfachung
auf die symmetrische und zentrierte hyperbolische Verteilung� das heisst auf die Ver�
teilung mit Parametern � � � � �� wobei die Dichte in der Form

hyp�x� �	 �� �
�

� � K����
exp

	
��
r

� "
�x
�

��


parametrisiert sei� Inwieweit es gerechtfertigt ist� die Verteilung der Renditen durch
die symmetrische und zentrierte hyperbolische Verteilung zu beschreiben� wird zu
�uberpr�ufen sein�

Da es sich bei der hyperbolischen L�evy Bewegung um einen reinen Sprung�Prozess
handelt� besteht die Schwierigkeit darin� ein �aquivalentes Martingalmass zu �nden�
Es existiert eine Vielzahl von solchen Massen� so dass aus dieser Menge ein Mass
auszuw�ahlen ist� Um zu einer geschlossenen Optionsbewertungsformel zu gelangen�
haben Eberlein und Keller ��� eine sogenannte Escher�Transformation angewendet�
welche aus der Vielzahl m�oglicher Masse ein bestimmtes Mass ausw�ahlt� Das aus dieser
Transformation resultierende Mass P 	� wird als Escher�	aquivalentes Martingalmass
bezeichnet� P 	� ist gegeben durch

dP 	� � exp���X�t� � t lnM ����� dP 	 ������

wobei �� L�osung der Gleichung

r � lnM �� " �� " lnM ��� � � ������

ist� In dieser Gleichung bezeichnen r den konstanten �Tages�� Zinssatz und M �u� die
Moment�erzeugende Funktion

M �u� �
�

K����

K��
p
�� � ��u��p

�� � ��u�
����
�

der hyperbolischen Verteilung mit juj � ����
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Der Wert einer europ�aischen Call�Option zum Zeitpunkt t ergibt sich wiederum als
abgezinster Erwartungswert des Optionspreises zum Verfallzeitpunkt T �

C�S	 t� � exp��r� �EP�� �C�S	 T � � ������

Hier wird nun der Erwartungswert bez�uglich dem Escher��aquivalenten Martingalmass
gebildet�

Als Ausdruck f�ur den Preis einer europ�aischen Call�Option ergibt sich schliesslich�

C�S	 t� � S�t�

Z ��

c

f��
� �x� �� " �� dx� exp��r� �K

Z ��

c

f��
� �x� ��� dx 	 ������

wobei c � ln�K�S�t��� Diese Integrationsgrenze r�uhrt von der Maximumsfunktion
maxfS�t� �K	 �g her� Die Dichte f��
� �x� ��� ist �uber

f��
� �x� ��� �
exp���x� f��
� �x�R��

�� exp���y� f��
� �y� dy
������

mit der Dichte f��
� �x� verkn�upft und letztere ergibt sich als Fourierintegral der cha�
rakteristischen Funktion

f��
� �x� �
�

�

Z ��

�

cos�ux�

	
�

K����

K��
p
�� " ��u��p

�� " ��u�


�
du � ����	�

F�ur die konkrete Berechnung eines Optionspreises sind folgende Schritte auszuf�uhren�
Zun�achst muss �� als L�osung von Gleichung ������ bestimmt werden� Dies entspricht
der Bestimmung einer Nullstelle einer Funktion� Im n�achsten Schritt wird das Fourier�
integral ����	� mit Hilfe von Fast�Fourier�Transformations�Algorithmen berechnet
�vgl� Press et al� �
� � S� ��� ���� Dazu stellt Numerical Recipes entsprechende Routi�
nen bereit� die in vom Autor erstellte Programme eingebunden wurden� Anschliessend
muss die Dichte f��
� �x� �� bestimmt werden� Die bei der Berechnung dieser Dichte und
schliesslich� als letztem Schritt� bei der Berechnung des Optionspreises C�S	 t� auftre�
tenden Integrale werden mittels numerischer Integration ausgewertet �vgl� Press et
al� �
� � S� ��
 ���� Der numerische Aufwand zur Berechnung des Optionpreises im
hyperbolischen Modell ist also recht hoch und daher sehr zeitintensiv�

����
 Parametersch	atzung

Die Sch�atzung des Parametervektors � 	 ��	 �	 �	 ��� erfolgt nach dem Maximum�
Likelihood�Prinzip� Die Log�Likelihood�Funktion der hyperbolischen Verteilung f�ur
eine gegebene Stichprobe von Renditen ri �i � �	 � � � 	 n� ist gegeben durch

lnL��jr�	 � � � 	 rn� �
nX
i��

lnhyp�rij��
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� n ln

p
�� � ��

��� K���
p
�� � ���

"
nX
i��

n
��
p
�� " �ri � ��� " ��ri � ��

o
� ������

Die Maximum�Likelihood�Sch�atzung �� des Parametervektors � ergibt sich durch
L�osung des Gleichungssystems

� lnL��jr�	 � � � 	 rn�

��
� �� ������

Diese Gleichungen k�onnen nur auf numerischem Weg gel�ost werden� Hierf�ur wird ein
von Bl+sild und S,rensen ��� entwickeltes Programm verwendet� Es beruht auf einer
Modi�kation des Gradientenverfahrens durch Broyden �vgl� Press et al� �
� � S� ��	 ����

����� Verallgemeinerte Besselfunktionen �� Art

Die numerische Behandlung der verallgemeinerten Besselfunktion ist f�ur die Anwen�
dung der Klasse der hyperbolischen Verteilungen von Bedeutung� Da es sich bei dieser
Funktion um eine komplexwertige und numerisch schwierig zu berechnende Funktion
handelt� wird auf sie im folgenden kurz eingegangen�

Die verallgemeinerte Besselfunktion 	� Art K���� mit Index 
 kann auf verschiedene
Arten parametrisiert werden� so zum Beispiel

K���� �

Z ��

�

exp��� cosh�x�� cosh�
x� dx �Re � 
 �� ������

oder

K���� �
�

�

Z ��

�

x��� exp

�
��

�
� �x " x���

�
dx � ������

Aus den Beziehungen

K���� � K�����

K������ �
�


�
K���� "K������ ������

��K
�

���� � K������ " K������

f�ur die verallgemeinerte Besselfunktion l�asst sich f�ur die Ableitung K
�

���� von K����
nach � der Ausdruck

K
�

���� � �
�



�
K���� " K������

�
����
�

ableiten�
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F�ur � � � und 
 
 � gilt die approximative Darstellung

K���� 
 )�
� ���� ��� 	 ���
��

die sich besonders zur numerischen Auswertung der verallgemeinerten Besselfunktion
eignet� Ebenso existiert eine approximative Darstellung f�ur grosse ��

K���� 

r
�

�
����� e�


�
� "

�
� � �

��
"

��
� � ����
� � 
�

�$ �����

"
��
� � ����
� � 
���
� � ���

	$ �����
" � � �

�
� ���
��

In allen F�allen� bei denen keine zeitintensiven Computerberechnungen ausgef�uhrt wer�
den m�ussen� wird daher f�ur den Fall kleiner � �� � � � ����� die Besselfunktion nach
Gleichung ���
�� berechnet� Im Fall � 
 � � ���� wird mittels numerischer Integra�
tion die Darstellung ������ ausgewertet� Da es sich um ein uneigentliches Integral
handelt� muss die obere Grenze� bis zu welcher numerisch integriert wird� so gew�ahlt
werden� dass der Integrand f�ur gr�ossere Integrationsbereiche keinen Beitrag mehr lie�
fert� Bei allen zeitaufwendigen Berechnungen wird auf eine Routine zur�uckgegri�en�
die von Bl+sild und S,rensen ��� bereitgestellt wird� Diese Routine beruht auf einer
approximativen Darstellung von K� und K� �uber ein Polynom niedrigen Grades mit
festgelegten Koe�zienten und l�asst daher eine wesentlich schnellere Auswertung zu
als eine numerische Integration� Verallgemeinerte Besselfunktionen mit 
 
 � k�onnen
daraus �uber die Iterationsformel ������ bestimmt werden �vgl� Abramowitz und Ste�
gun �� und Press et al� �
� � S� ��
 ����
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Kapitel �

Empirische �Uberpr�ufung der

ausgew�ahlten Modelle

Die in Kapitel � diskutierten Modelle implizieren f�ur die Renditen einer Aktie ganz
bestimmte Verteilungen� Die Geometrische Brownsche Bewegung f�uhrt auf normalver�
teilte Renditen� der Sprung�Di�usions�Prozess impliziert als Renditeverteilung eine
Mischung von Normalverteilungen und das hyperbolische Modell f�uhrt auf hyperbo�
lisch verteilte Renditen� Aus diesem Grund kann man untersuchen� wie gut empiri�
sche Renditeverteilungen durch eine Familie von Verteilungen approximiert werden
k�onnen� Eine �Uberpr�ufung der Modelle auf Stufe der Renditeverteilung ist auch des�
halb sinnvoll� da Risikomasse als Kenngr�ossen von Renditeverteilungen de�niert sind�

Bei der Validierung der vorgestellten Modelle wird wie folgt vorgegangen� Zun�achst
werden anhand historischer Renditen die Parameter der Modelle gesch�atzt �vgl� Ab�
schnitte ����	� ����	 und ��	���� In einem zweiten Schritt werden die theoretischen
Verteilungen mit den so gesch�atzten Parametern berechnet� Schliesslich werden die
theoretischen Verteilungen mit der empirischen Verteilung der Renditen verglichen�
Statistische Tests dienen dabei zur �Uberpr�ufung� ob eine theoretische Verteilung mit
einer empirischen Verteilung vertr�aglich ist�

Die im vorangehenden Kapitel dargestellten Modelle werden anhand von Daten des
schweizerischen Aktien� und Optionenmarktes �uberpr�uft� Dazu werden zun�achst die
eingesetzten Testverfahren dargestellt� anschliessend erfolgt die Darstellung der Ana�
lysen und die Diskussion der Ergebnisse� Die Untersuchungen werden dabei getrennt
f�ur den Aktienmarkt einerseits und f�ur den Optionenmarkt andererseits durchgef�uhrt�

Zur Untersuchung dieser Modelle wurde vom Autor die entsprechende Software ent�
wickelt� Im Programm

�
est�� sind Routinen implementiert� die Parametersch�atzungen

f�ur alle drei Modelle zulassen� Ebenso sind statistische Testverfahren programmiert�
mit denen die Hypothesen �uberpr�uft werden k�onnen� ob die Renditen nach einem


�
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der Modelle verteilt sind� Das Programm
�
option� erlaubt schliesslich die Bewertung

europ�aischer Call�Optionen in jedem der ausgew�ahlten Modelle�


�� Statistische Tests zur Validierung der Modelle

Die statistischen Testverfahren werden in diesem Abschnitt vorgestellt� Es handelt
sich dabei um den Kolmogorov�Smirnov�Test �KS�Test�� den ���Anpassungstest�
den Likelihood�Quotienten�Test �LQ�Test� und als graphisches Instrument um den
Quantil�Quantil�Plot �QQ�Plot��

����� Kolmogorov�Smirnov�Test

Der Kolmogorov�Smirnov�Test dient in dieser Arbeit zur �Uberpr�ufung der Nullhypo�
these normalverteilter Renditen� das heisst zur �Uberpr�ufung der sich aus der Geome�
trischen Brownschen Bewegung ergebenden Renditeverteilung� Vorteil dieses Tests ist
die einfache Anwendung� der Nachteil besteht darin� dass die Menge der Verteilungen�
die damit �uberpr�ufbar ist� eingeschr�ankt ist�

Die Grundidee des Kolmogorov�Smirnov�Tests besteht darin� den maximalen ver�
tikalen Abstand zwischen hypothetischer Verteilungsfunktion F �r� und empirischer
Verteilungsfunktion �F �r� zu ermitteln� Die empirische Verteilungsfunktion ergibt sich
aus der Stichprobe der Renditen ri �i � �	 � � � 	 n� �uber

�F �r� �
�

n
�(rijri � r� �

Der maximale vertikale Abstand Dn zwischen F �r� und �F �r� wird �uber

Dn � max
r
jF �r�� �F �r�j

bestimmt� Die Nullhypothese H� einer Normalverteilung der Daten wird zum Signi�
�kanzniveau � verworfen� falls gilt

p
nDn � dn���� �

Die kritischen Werte dn���� ergeben sich als �� � ����Quantile der Verteilung der
Testgr�osse Dn� Diese kritischen Werte lassen sich f�ur Normalverteilungen �und andere
Verteilungen� in Tabellen nachschlagen oder �uber N�aherungsformeln bestimmen� Die
so ermittelten Werte gelten aber nur dann� wenn die Parameter der hypothetischen
Verteilung� bei der Normalverteilung also � und ��� bekannt sind� M�ussen die Pa�
rameter zus�atzlich aus der Stichprobe gesch�atzt werden� �andern sich die kritischen
Werte� welche dann nicht mehr einfach bestimmt werden k�onnen� F�ur den Fall einer
Normalverteilung sind solche kritischen Werte bei Hartung zu �nden �vgl� Hartung
��� � S� ����� F�ur andere Verteilungen stehen sie nicht zur Verf�ugung� was erkl�art� dass
der Kolmogorov�Smirnov�Test in dieser Arbeit auf die �Uberpr�ufung der Hypothese
normalverteilter Daten beschr�ankt bleibt�
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����� �

�Anpassungstest

Der ���Anpassungstest dient wie der Kolmogorov�Smirnov�Test zur �Uberpr�ufung
der Nullhypothese H�� dass die Daten von einer bestimmten theoretischen Verteilung
erzeugt wurden �vgl� Hartung ��� � S� ��� ����

Die Nullhypothese H� unterstellt� dass die Renditen gem�ass einer theoretischen Ver�
teilung F �r� verteilt sind� Zur Konstruktion einer geeigneten Testgr�osse� und zu deren
konkreten Berechnung� wird in mehreren Schritten vorgegangen� Als erstes wird der
Wertebereich der Untersuchungsvariablen in k Klassen unterteilt� Im n�achsten Schritt
wird die Anzahl Beobachtungen Oi �i � �	 � � � 	 k� pro Klasse bestimmt� das heisst an
dieser Stelle kommt die empirische Renditeverteilung ins Spiel� Anschliessend ist das
entsprechende Pendant der theoretischen Verteilung numerisch aus der Verteilungs�
annahme zu bestimmen� Zu berechnen ist die Wahrscheinlichkeit pi� mit der eine
Beobachtung unter H� in der i�ten Klasse liegt� Daraus ergibt sich die unter H� er�
wartete Anzahl Beobachtungen in der i�ten Klasse mit Ei � n pi � Im letzten Schritt
wird die Testgr�osse

T �
kX
i��

�

Ei
�Oi � Ei�

�

bestimmt� T ist unter H� asymptotisch ���verteilt mit k� � Freiheitsgraden� Zu be�
achten ist� dass diese Approximation hinreichend genau ist� falls nicht mehr als ���
der Ei kleiner als f�unf und alle Werte von Ei � � sind� Sind diese Bedingungen nicht
erf�ullt� sind Klassen entsprechend zusammenzulegen�

Die Nullhypothese H� wird zum Signi�kanzniveau � verworfen� falls

T 
 ��k������

gilt� ��k������ ist dabei das �������Quantil der ���Verteilung mit k�� Freiheitsgra�
den� M�ussen aus der Stichprobe zus�atzlich g Parameter gesch�atzt werden� so reduziert
sich die Anzahl Freiheitsgrade um die Anzahl gesch�atzter Parameter� H� ist dann bei

T 
 ��k���g����

zu verwerfen�

Die Quantile ��k���g���� lassen sich zwar in Tabellen nachschlagen� f�ur die Anwen�
dung in einer numerischen Routine ist deren Berechnung �uber eine N�aherungsformel
jedoch praktikabler� Verwendet wird dazu die Approximation nach Wilson und Hil�
ferty �vgl� Hartung ��� � S� �
���

��k���g���� 
 �k � �� g�

�
�� �


�k � �� g�
" u���

s
�


�k � �� g

��
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wobei mit u��� das �������Quantil der Standardnormalverteilung bezeichnet wird�
F�ur zwei h�au�g verwendete Signi�kanzniveaus � � �� und � � �� sind diese Quan�
tile gegeben durch u���� � ��	��	 und u���� � �����
�

Der ���Anpassungstest wird f�ur alle drei Modelle und die sich daraus ergebenden
Renditeverteilungen durchgef�uhrt�

����� Likelihood�Quotienten�Test

W�ahrend bei den obigen Tests jeweils eine hypothetische mit einer empirischen Vertei�
lung verglichen wird� stellt der Likelihood�Quotienten�Test zwei hypothetische Ver�
teilungen einander gegen�uber� Dies bedeutet� dass dieser Test nur Aussagen dar�uber
machen kann� welche von zwei Verteilungen eher geeignet ist� die Daten zu beschrei�
ben� Weiterhin ist zu beachten� dass die Alternativhypothese in einer bestimmten
Parametrisierung die Nullhypothese enthalten muss� Deshalb wird der Likelihood�
Quotienten�Test auf den Fall einer Normalverteilung als Nullhypothese und die Ver�
teilung des Sprung�Di�usions�Prozesses als Alternativhypothese angewendet� da letz�
tere die Normalverteilung f�ur 
 � � als Spezialfall umfasst�

Die Testgr�osse %
 wird als Quotient aus den Likelihood�Funktionen LGBB��� und
LSD��� gebildet� Als Werte f�ur die entsprechenden Parametervektoren � werden die
jeweiligen Maximum�Likelihood�Sch�atzungen eingesetzt� So ergibt sich

%
 �
LGBB����

LSD����
� �����

Die Gr�osse �� ln %
 ist ���verteilt mit p�q Freiheitsgraden� p ist die Anzahl Parameter
im Sprung�Di�usions�Modell� das heisst p � �� und q ist die Parameterzahl im Modell
der Geometrischen Brownschen Bewegung� das heisst q � �� Die Nullhypothese H�

wird zum Signi�kanzniveau � verworfen� falls

�� ln %
 
 ��p�q���� �

Wird die Nullhypothese verworfen� so bedeutet dies nur� dass sich die Renditevertei�
lung� die sich aus dem Sprung�Di�usions�Prozess ergibt� besser zur Beschreibung der
Renditen eignet als die Normalverteilung�

����� Quantil�Quantil�Plot

Mit einem QQ�Plot kann auf graphische Weise einfach �uberpr�uft werden� ob Daten
einer Beobachtungsreihe Realisierungen einer bestimmten Verteilung darstellen� Der
Ansatz dieser Plots besteht darin� empirische Quantile gegen die entsprechenden theo�
retischen Quantile aufzutragen� Der QQ�Plot wird in dieser Arbeit zur �Uberpr�ufung
der Normalverteilungshypothese eingesetzt�
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Bei einer Normalverteilung N ��	 ��� sind die theoretischen Quantile durch � u� " �
gegeben� wobei u� das ���Quantil der Standardnormalverteilung darstellt� F�ur die
Parameter � und � sind dabei die gesch�atzten Werte einzusetzen� Die empirischen
Quantile ergeben sich aus der geordneten Stichprobe der Renditen r� � r� � � � � � rn�
So ist das ���Quantil durch rb�nc�� bestimmt� b�c ist dabei die Gauss�Klammer� Bei
Zutre�en der Verteilungshypothese ergibt sich ungef�ahr eine Ursprungsgerade mit
Steigung Eins�


�� Empirische Untersuchung f�ur den schweizeri�

schen Aktienmarkt

Die empirische Untersuchung in diesem Abschnitt geht anhand von Daten des schwei�
zerischen Aktienmarktes der Frage nach� wie gut sich empirische Renditeverteilungen
durch die in Kapitel � vorgestellten Modelle approximieren lassen�

Bei den untersuchten Titeln handelt es sich weiter um die bei der Analyse der An�
nahmen �uber Finanzmarktdaten vorgestellten Aktien� ABB Inhaber� Credit�Suisse
Namen� Nestl�e Namen� Novartis Namen und Roche Genussschein� Daneben wird
auch der SMI als Aktienindex analysiert� Als Zeitraum wird wiederum die Periode
�
�
 bis �

� unterstellt� Zur Berechnung der Renditen und zur Parametersch�atzung
werden die Return Indizes� also die dividendenkorrigierten Kurse herangezogen �vgl�
Abschnitt ��	���� Die Zeitperiode �
�
 bis �

� wird zus�atzlich in einzelne Subpe�
rioden unterschiedlicher L�ange eingeteilt� So werden der zehnj�ahrige Zeitraum� zwei
f�unfj�ahrige� f�unf zweij�ahrige und als Vertreter einj�ahriger Subperioden die Jahre �

�
und �

� untersucht� Es ist selbstverst�andlich� dass die Ergebnisse einer Gesamtperi�
ode nicht unabh�angig von den Ergebnissen einer Subperiode sind�

F�ur die Einteilung des Untersuchungszeitraums in Unterperioden sind drei Gr�unde
anzuf�uhren� Erstens hat die Analyse der Annahmen �uber Finanzmarktdaten ge�
zeigt� dass sich Aktienrenditen zu verschiedenen Zeiten unterschiedlich verhalten
�vgl� Abschnitt ��	�� Werden zweitens Risikomasse auf Grundlage historischer Daten
gesch�atzt� so bestimmt der Stichprobenumfang� wie stark die Vergangenheit ber�uck�
sichtigt wird� Bei sehr grossen Stichproben werden l�anger zur�uckliegende Ereignisse
im Vergleich zu aktuelleren Daten st�arker einbezogen� Es ist aber unrealistisch� Si�
tuationen von vor zehn Jahren als m�ogliche Szenarien f�ur das kurzfristige zuk�unftige
Kursverhalten zu verwenden� Und schliesslich drittens � hier wird den Ausf�uhrungen
�uber die aufsichtsbeh�ordlichen Rahmenbedingungen zur Risikomessung vorgegri�en �
m�ussen bei Anwendung des Value�at�Risk�Konzeptes zur Messung von Marktrisiken
die Sch�atzungen auf einen Zeitraum von mindestens einem Jahr abgest�utzt werden�
Dies erkl�art die Auswahl einj�ahriger Perioden� Durch die Einteilung in verschiedene
Untersuchungsperioden werden pro Titel zehn Perioden unterschiedlicher L�ange un�
tersucht�

Neben der Untersuchung von Tagesrenditen� die im Vordergrund stehen wird� wer�
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den auch Zehntagesrenditen analysiert� Hierbei geht es um die Frage� wie gut diese
Renditen durch die Normalverteilung approximiert werden k�onnen� Werden zur Ana�
lyse Log�Renditen verwendet� so ergeben sich Zehntagesrenditen als Summe von zehn
Eintagesrenditen� Sind die Tagesrenditen identisch aber beliebig verteilt und zudem
unabh�angig� so l�asst sich der Zentrale Grenzwertsatz als Argument daf�ur heranzie�
hen� dass die Zehntagesrenditen eher normalverteilt sind� Die Wahl von Eintages�
oder Zehntagesrenditen wird bei der Sch�atzung von Risikomasszahlen von grosser
Bedeutung sein�

Die Untersuchungen werden in drei Schritten durchgef�uhrt� Zun�achst wird auf der
Grundlage einer Stichprobe von n " � Tagesschlusskursen Pt eine Stichprobe von
n Tagesrenditen berechnet� Bei der Bestimmung der Zehntagesrenditen werden sich
�uberlappende Zeitr�aume verwendet� Die Zehntagesrenditen sind dann zwar nicht mehr
unkorreliert� die Stichprobenumf�ange w�urden aber sonst sehr klein werden �vgl� Hu�
schens ��� �� Im zweiten Schritt werden die Parameter der Geometrischen Brownschen
Bewegung� des Sprung�Di�usions�Prozesses und des hyperbolischen Modells mit Hilfe
der Maximum�Likelihood�Methode gesch�atzt� Diese Parameter werden zur Bestim�
mung der theoretischen Verteilungen verwendet� um so in einem dritten Schritt die
verschiedenen Tests durchzuf�uhren�

Exemplarisch wird die Credit�Suisse Namenaktie herausgegri�en� um den Gang der
Untersuchung und die Ergebnisse vorzustellen� Die Resultate f�ur die �ubrigen Aktien
und f�ur den SMI sind in Anhang C�� zu �nden� Die Diskussion der Ergebnisse bezieht
sich hingegen auf alle Titel�

����� Untersuchung von Tagesrenditen

Die detaillierten Ergebnisse der Untersuchungen f�ur die drei Modelle sind in Tabelle
��� zusammengefasst� Die Tabelle ist aufgeteilt in zwei Teile� wobei sich jeder dieser
Teile wieder in drei Kategorien gliedert� Der obere Teil enth�alt die ein�� f�unf� und
zehnj�ahrigen Perioden� der untere Teil die zweij�ahrigen Perioden� Die Dreiteilung
orientiert sich an den drei Modellen� Zun�achst werden die Ergebnisse f�ur die Geome�
trische Brownsche Bewegung� anschliessend f�ur den Sprung�Di�usions�Prozess und
schliesslich f�ur das hyperbolische Modell gezeigt� Alle statistischen Tests werden zu
den Signi�kanzniveaus � � �� und � � �� durchgef�uhrt�

F�ur die Geometrische Brownsche Bewegung werden die Parameter � und �� gesch�atzt�
Einen ersten �Uberblick �uber die G�ultigkeit der Hypothese normalverteilter Renditen
gibt der Quantil�Quantil�Plot in Abbildung ���� Aufgetragen sind die empirischen
Quantile gegen die Quantile einer Normalverteilung N ���	 ���� f�ur die Renditen der
Credit�Suisse Namenaktie im Zeitraum �
�
 bis �

�� In allen Bereichen� vor allem
aber f�ur sehr kleine und sehr grosse Quantile� weichen die Punkte deutlich von einer
Ursprungsgeraden ab� Dies ist ein erster Hinweis gegen die Normalverteilungshypo�
these�
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Suisse Namenaktie f�ur den Zeitraum �
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Die Ergebnisse des ���Tests� des Kolmogorov�Smirnov�Tests �KS�Test� und des
Likelihood�Quotienten�Tests �LQ�Test� lassen sich aus Tabelle ��� ablesen� In jedem
Fall wird f�ur die Credit�Suisse Namenaktie die Hypothese normalverteilter Renditen
abgelehnt� Zus�atzlich sind die entsprechenden Sch�atzungen f�ur Schiefe und Kurtosis
angegeben� Die Sch�atzungen f�ur die Schiefe zeigen in der Regel negative Werte� was
auf linksschiefe Verteilungen schliessen l�asst� Die Kurtosis wird im allgemeinen deut�
lich h�oher gesch�atzt als der Wert Drei� der die Normalverteilung charakterisiert� Dies
deutet auf leptokurtisches Verhalten hin� Dieses Resultat gilt auch auf die �ubrigen
Titel�

F�ur den Sprung�Di�usions�Prozess sind Parametersch�atzungen ��B� ��B � ��J � ��J und �

f�ur �B � �B� �J � �J und 
 angegeben� sowie die Resultate des ���Tests� F�ur zwei Sub�
perioden konnten mit dem Newton�Raphson�Verfahren numerisch keine Parameter
gesch�atzt werden �mit

�
n�v�� gekennzeichnet�� Die ���Tests ergeben eine Nichtableh�

nung der Hypothese� dass die Renditen gem�ass der durch den Sprung�Di�usions�
Prozess implizierten Verteilung verteilt sind� f�ur ein Signi�kanzniveau von � � ��
�� � ��� in � ��� der zehn untersuchten Perioden� Die Resultate der Likelihood�
Quotienten�Tests sprechen in allen F�allen gegen normalverteilte Renditen und damit
im Sinne dieses Tests eher f�ur das Sprung�Di�usions�Modell�

F�ur das Modell hyperbolisch verteilter Renditen sind schliesslich die Parame�
tersch�atzungen ��� ��� �� und �� f�ur �� �� � und � sowie die Resultate der ���Tests
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der Tabelle zu entnehmen� Die Hypothese hyperbolisch verteilter Renditen wird f�ur
ein Signi�kanzniveau von � � �� �� � ��� in � ��� der zehn untersuchten Perioden
nicht abgelehnt�

Die Verteilungshypothesen werden f�ur die Stichprobe der Rendite� welche die gesam�
ten zehn Jahre zwischen �
�
 und �

� umfasst� statistisch signi�kant verworfen�
Zumindest graphisch kann gezeigt werden� dass auch f�ur diesen Zeitraum das hyper�
bolische Modell und der Sprung�Di�usions�Prozess zu einer besseren Beschreibung
empirischer Renditeverteilungen f�uhren als die Geometrische Brownsche Bewegung�
Abbildung ��� zeigt diese graphische Analyse� Die theoretischen Dichten wurden mit
Hilfe der gesch�atzten Parameter berechnet� die empirische Dichte wurde unter Ver�
wendung eines Kerndichtesch�atzers gesch�atzt �vgl� Abschnitt ��	��
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Die f�ur die anderen Titel durchgef�uhrten empirischen Analysen zeigen� dass die obi�
gen Ergebnisse f�ur die Credit�Suisse Namenaktie sich auf die restlichen Titel und
den SMI �ubertragen lassen� Nimmt man den ���Test� welcher f�ur alle drei Modelle
durchgef�uhrt wurde� als Grundlage� so k�onnen bei der Beurteilung aller f�unf Aktien
und des SMI f�ur alle ausgew�ahlten Perioden folgende Aussagen gemacht werden� Die
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Normalverteilungshypothese wird zum Signi�kanzniveau � � �� �� � ��� nur in
��� ����� der F�alle nicht abgelehnt� In allen anderen F�allen kann diese Hypothese
verworfen werden� Bei den Perioden� in denen die Normalverteilungshypothese f�ur
Renditen nicht abgelehnt wird� handelt es sich in der Regel um die Jahre �

� und
�

� und um die zweij�ahrigen Perioden �

	��

� und �

���

��

Eine gleich hohe Nichtablehnungsh�au�gkeit der Nullhypothese ergibt sich f�ur das
Sprung�Di�usions�Modell und das hyperbolische Modell� Bei einem Signi�kanzni�
veau von � � �� �� � ��� erfolgt eine Nichtablehnung in ���	� ������� aller F�alle�
Damit werden diese beiden Hypothesen deutlich h�au�ger nicht abgelehnt als dieje�
nige normalverteilter Renditen� Die Parameter im hyperbolischen Modell konnten in
insgesamt f�unf F�allen� im Sprung�Di�usions�Modell in acht F�allen numerisch nicht
gesch�atzt werden�

Betrachtet man ausschliesslich die Daten des gesamten Beobachtungszeitraums �
�

bis �

�� so wird die Hypothese hyperbolisch verteilter Renditen nur f�ur die Novartis
Namenaktie� diejenige von gem�ass Sprung�Di�usions�Prozess verteilter Renditen nur
f�ur die Novartis Namenaktie und den SMI nicht abgelehnt�

In Einzelf�allen k�onnen die Parameter des Sprung�Di�usions�Prozesses im Sinne der
Modellannahmen interpretiert werden �vgl� Abschnitt ����� Als Beispiel seien die
gesch�atzten Parameter der Renditen der ABB Inhaberaktie f�ur das Jahr �

� be�
trachtet� F�ur die H�au�gkeit des Eintre�ens sehr wichtiger und �rmenspezi�scher In�
formation ergibt sich mit �
 � ����
� ein hoher Wert� Zudem zeigt ��J � � an� dass
es sich um Informationen handelt� die sich negativ auf die Rendite auswirken� Diese
Parametersch�atzungen k�onnten durch die eintretende Asienkrise im Jahr �

�� die
mehr oder weniger stark alle Unternehmen betro�en hat� und durch ein f�ur die ABB
spezi�sches Ereignis beein�usst sein� So ergibt sich vom ��� auf den �������

� ei�
ne negative Rendite von ���� w�ahrend der Gesamtmarkt nur um rund �� nachgab�
Grund f�ur diesen Kurseinbruch war das Vorlegen schlechter Ertragszahlen und unsi�
cherer Ertragsprognosen durch die ABB �vgl� o�V� �
� ��

F�ur die Ableitung einer Optionspreisformel im hyperbolischen Modell war in Ab�
schnitt ��	�� die Einschr�ankung � � � � � getro�en worden� Inwieweit diese Annahme
auch tats�achlich eine Einschr�ankung darstellt� kann anhand der gesch�atzten Parame�
terwerte untersucht werden� F�ur den Lageparameter � ist diese Annahme sehr gut
erf�ullt� es ergeben sich fast immer Werte nahe an Null� Der Symmetrieparameter ist
nicht isoliert zu betrachten� sondern im Zusammenhang mit den �ubrigen Parametern
des Modells� Vor allem im Vergleich mit den Sch�atzungen f�ur � sind die gesch�atzten
Werte f�ur � sehr klein� so dass von recht symmetrischen Verteilungen ausgegangen
werden kann� Diese best�atigt auch zum Beispiel die Darstellung der Dichte in Abbil�
dung ����

Zusammengefasst l�asst sich als sehr wichtiges Resultat festhalten� dass sich sowohl der
Sprung�Di�usions�Prozess als auch das hyperbolische Modell besser als die Normal�
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verteilung eignen� um die Verteilung von Aktienrenditen auf t�aglicher Basis auf dem
schweizerischen Aktienmarkt zu beschreiben� Dieses Resultat wird f�ur die folgenden
Analysen eine wichtige Rolle spielen�

����� Untersuchung von Zehntagesrenditen

Zur Untersuchung� ob Zehntagesrenditen eher normalverteilt sind als Tagesrenditen�
werden ���Tests durchgef�uhrt� Die Resultate f�ur die betrachteten f�unf Aktien und
den SMI f�ur die jeweils zehn untersuchten Perioden ergeben folgendes Bild �vgl� An�
hang C���� F�ur ein Signi�kanzniveau von � � �� �� � ��� wird die Hypothese
normalverteilter Renditen in ��� ����� der F�alle nicht abgelehnt� Damit ergibt sich
eine wesentlich h�ohere Nichtablehnungsquote als bei den Tagesrenditen� Es ist daher
zu vermuten� dass f�ur zunehmende Periodenl�angen die Geometrische Brownsche Be�
wegung ein immer besseres Modell f�ur die Beschreibung von Aktienrenditen ist und
komplexere Modelle eventuell nicht eingef�uhrt werden m�ussen�


�� Empirische Untersuchung f�ur den schweizeri�

schen Optionenmarkt

Aus der Geometrischen Brownschen Bewegung� dem Sprung�Di�usions�Prozess und
dem hyperbolischen Modell ergeben sich jeweils Optionspreisformeln� die f�ur den Fall
eines europ�aischen Calls abgeleitet wurden� W�ahrend im vorigen Abschnitt die Mo�
delle auf Stufe der Aktienkursdynamik durch Vergleich der theoretischen� durch die
einzelnen Modelle implizierten Renditeverteilungen mit einer empirischen Renditever�
teilung untersucht wurden� sollen nun die Optionsmodelle analysiert werden� Es ist
naheliegend� die Validierung dieser Modelle durch einen Vergleich zwischen mit Hilfe
einer Optionspreisformel berechneten Preisen und Marktpreisen vorzunehmen�

Damit sind allerdings einige Schwierigkeiten verbunden� Zun�achst ber�ucksichtigen die
hergeleiteten Optionspreisformeln die Zahlung von Dividenden nicht� zudem wurden
Optionen europ�aischer Art unterstellt� w�ahrend die standardisierten Optionen� die an
der SOFFEX und seit dem ���
��

� an der Eurex gehandelt werden� vom amerika�
nischen Typ sind� Das bedeutet� dass eine Aus�ubung jederzeit w�ahrend der Laufzeit
m�oglich ist� Indexoptionen� also beispielsweise Optionen auf den SMI� sind dagegen
europ�aisch ausgestaltet� Bei amerikanischen Optionen spielt die Dividendenzahlung
die entscheidende Rolle bei der Frage� ob eine Aus�ubung zu einem bestimmten Zeit�
punkt erfolgen soll oder nicht� da die Dividende nur demjenigen zusteht� der die Aktie
physisch besitzt�

Problemtisch ist ausserdem die Festlegung des Zeitraums� �uber den die Parameter
der Modelle zu sch�atzen sind� L�angere Zeitr�aume sorgen f�ur gr�ossere Stabilit�at der
numerischen Verfahren zur Parametersch�atzung� Um den aktuellen Marktsituationen
besser Rechnung tragen zu k�onnen� sind jedoch k�urzere Zeitr�aume anzuraten�
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Zur Parametersch�atzung stehen Tagesschlusskurse der zugrundeliegenden Aktie zur
Verf�ugung� Wird auf Grundlage dieser gesch�atzten Parameter und eines Aktien�
schlusskurses ein theoretischer Optionspreis berechnet� so muss dieser Preis konse�
quenterweise mit einem Marktpreis der Option zum Zeitpunkt des Handelsschlusses
der Aktie verglichen werden� Die Handelszeiten an der Optionen� und der Aktienb�orse
m�ussen allerdings nicht synchronisiert sein� Deshalb sollten f�ur die Optionsmarktprei�
se Intraday�Daten zur Verf�ugung stehen� aus denen der Marktpreis zu dem Zeitpunkt
abgelesen werden kann� der mit dem Zeitpunkt des theoretisch berechneten Options�
preises korrespondiert� Solche Daten werden von den B�orsen in Form sogenannter
Tick�Daten zur Verf�ugung gestellt� sind jedoch nur f�ur einen begrenzten Zeitraum
verf�ugbar� Zudem sind diese Daten sehr umfangreich� da jedes einzelne Gesch�aft bis
auf die Zehntelsekunde genau erfasst wird�

Die angesprochenen Schwierigkeiten werden in den folgenden Abschnitten sukzessive
diskutiert� So wird zun�achst auf die Ber�ucksichtigung von Dividenden und die Be�
wertung amerikanischer Optionen eingegangen� Insbesondere wird ein pragmatisches
Vorgehen vorgestellt� welches es erlaubt� die abgeleiteten Optionspreisformeln f�ur eu�
rop�aische Calls ohne Modi�kationen f�ur amerikanische Call�Optionen einzusetzen�
Anschliessend werden die verwendeten Datenquellen erl�autert� bevor im darau�ol�
genden Abschnitt die Vorgehensweise beschrieben wird� mit der die Modellpreise der
Optionen bestimmt wurden� Es f�ugt sich ein kurzer �Uberblick �uber das sehr unru�
hige B�orsenjahr �

� an� Im Hauptteil wird schliesslich eine detaillierte empirische
Untersuchung anhand von Daten des Jahres �

� vorgestellt�

����� Ber	ucksichtigung von Dividendenzahlungen und Bewer�

tung amerikanischer Optionen

Zun�achst soll die Auswirkung einer Dividendenzahlung auf den Wert einer eu�
rop�aischen Call�Option untersucht werden� bevor der kompliziertere Fall einer ame�
rikanischen Option analysiert wird� Betrachtet man die Optionspreisformeln der vor�
gestellten Modelle� so geht in jede dieser Gleichungen der Kurs S�t� der zugrunde�
liegenden Aktie zum Bewertungszeitpunkt t ein� Nimmt man an� dass zwischen dem
Bewertungszeitpunkt t und dem Verfallzeitpunkt T noch eine oder mehrere Dividen�
denaussch�uttungen erfolgen� so sollte dies den Wert der Option mindern� da der In�
haber der Call�Option von dieser Zahlung nicht pro�tiert� F�ur einen Optionsinhaber
stellen daher Dividendenzahlungen Opportunit�atskosten dar� Diese Kosten k�onnen
ber�ucksichtigt werden� indem der Kurs S�t�� der zur Berechnung des Optionspreises
verwendet wird� um diese Kosten vermindert wird�

Betrachtet man N zuk�unftige Dividendenzahlungen zu diskreten und bekannten Zeit�
punkten t�i � T und bekannter H�ohe D�

i �i � �	 � � � 	 N �� kann der Kurs S�t� �uber

S��t� � S�t� �
NX
i��

D�
i expf�r�t�i � t�g �t � minft�i g�
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korrigiert werden �vgl� Hull ��� � S� ��
 f��� Nach der letzten Dividendenzahlung
w�ahrend der Laufzeit �t 
 minft�i g� muss keine Korrektur mehr vorgenommen wer�
den� Zur Berechnung eines Optionspreises wird dann statt dem Kurs S�t� der korri�
gierte Kurs S��t� eingesetzt�

Selbstverst�andlich sind Zeitpunkt und H�ohe der Dividendenzahlung im Voraus nicht
genau bekannt� Der Zeitpunkt der Dividendenzahlung wird in der Regel wenige Tage
nach der Generalversammlung der entsprechenden Unternehmung festgelegt� deren
Termine im voraus bekannt sind� Die H�ohe der Dividende kann allenfalls �uber ein
Dividendenmodell �zum Beispiel nach Gordon oder Lintner� vgl� Gehrig und Zim�
mermann ��� � S� 

 �� und S� �		 ��� oder �uber die bisherige Dividendenpolitik der
Unternehmung abgesch�atzt werden� Bei einer a�posteriori�Analyse sind diese Gr�ossen
hingegen exakt bekannt�

Der Ein�uss einer Dividendenzahlung auf den Wert einer amerikanischen Call�Option
ist viel direkter als dies bei einer europ�aischen Call�Option der Fall ist� So kann ein
Investor entscheiden� die Option auszu�uben und die Dividendenzahlung einzunehmen�
Eine entsprechende Optionspreisformel sollte dies ber�ucksichtigen�

Eine Aus�ubung bei einer amerikanischen Option ist zu jedem Zeitpunkt t� � T
m�oglich� Die Informationen� die zum Bewertungszeitpunkt t � T verf�ugbar sind� seien
mit I�t� bezeichnet� Sie umfassen die historischen Kurse S�%t� �%t � t� und die bereits
erfolgten Dividendenzahlungen� Bei gegebenen Informationen I�t� ist zum Zeitpunkt
t bekannt� ob eine Option bereits ausge�ubt wurde� das heisst t� � t� oder nicht aus�
ge�ubt wurde� das heisst t � t�� Eine amerikanische Call�Option kann nun prinzipiell
unter Verwendung des Martingalansatzes mit einem �aquivalenten Martingalmass P �

bewertet werden �vgl� Neftci ��� � S� 		��� Der Bewertungszeitpunkt sei mit t bezeich�
net�

�� Wird die Option erst bei Verfall T ausge�ubt� ergibt sich ihr Wert aus

C�S	 t�T � � EP� �expf�r�T � t�g maxfS�T � �K	 �gjI�t� � �����

�� F�ur eine fr�uhere Aus�ubung t� � T ist der Optionswert durch

C��S	 t� � max
t���t�T

fEP� �expf�r�T � t�gC�S	 t� t��jI�t� g ���	�

gegeben� Dabei ist -t�T die Menge aller m�oglichen Aus�ubungszeiten zwischen
dem Bewertungszeitpunkt t und dem Verfall T �

Man wird daher alle m�oglichen Preise C�S	 t� t�� �uber Gleichung ����� berechnen und
das Maximum des abgezinsten bedingten Erwartungswertes dieser Preise aufsuchen�
So wird der zum Bewertungszeitpunkt t optimale Aus�ubungszeitpunkt t� festgelegt�

Sind alle Dividenden w�ahrend der Laufzeit bereits ausgesch�uttet �oder werden �uber�
haupt keine Dividenden ausgesch�uttet�� reduzieren sich die verf�ugbaren Informatio�
nen auf die Kenntnis der Kursentwicklung� Der Wert der Option ist unter diesen
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Umst�anden erst am Verfalltag am h�ochsten� Aus einer amerikanischen Option wird
eine europ�aische Option�

Unterstellt man als Kursdynamik die Geometrische Brownsche Bewegung� so sind
analytische Optionspreisformeln f�ur amerikanische Optionen bekannt� w�ahrend dies
zum Beispiel f�ur das hyperbolische Modell nicht zutri�t� Daher wird f�ur die Bewer�
tung amerikanischer Call�Optionen folgendes pragmatisches Vorgehen vorgeschlagen�
das sich aus den vorhergehenden Erl�auterungen ergibt und nur eine m�ogliche Divi�
dendenzahlung ber�ucksichtigt�

�� Korrektur der Kurse um die Dividende

S��t� � S�t� �D�
� expf�r�t�� � t�g �

�� Falls D�
� � K �� � expf�r�t�� � t�g�� �ndet keine vorzeitige Aus�ubung statt

und die amerikanische Option wird mit Hilfe von S��t� als europ�aische Op�
tion bewertet �vgl� Hull ��� � S� ����� Andernfalls wird bei den empirischen
Analysen in den folgenden Abschnitten auf eine Bewertung verzichtet� Obige
Ungleichung geht von der vereinfachten Situation aus� dass die Entscheidung
zwischen Aus�ubung am Dividendenzahltag und Aus�ubung am Verfalltag getrof�
fen werden muss� Wird die Option nicht ausge�ubt� kann der Aus�ubungspreis K
noch bis zum Verfall zum Zinssatz r angelegt werden� Sind die R�uck��usse aus
dieser Investition gr�osser als die H�ohe der Dividende� wird man sicher erst am
Verfall aus�uben�

	� Wurde die Dividende vor dem Zeitpunkt der Bewertung ausgesch�uttet� erfolgt
eine Bewertung als europ�aische Option ohne korrigierte Kurse�

����� Datengrundlage

Eine Vielzahl von unterschiedlichen Daten werden f�ur den Vergleich von Options�
preisen� berechnet mit Hilfe eines Optionspreismodells� und von Marktpreisen dieser
Option ben�otigt� F�ur die Berechnung der theoretischen Preise m�ussen Kursdaten der
zugrundeliegenden Aktien� risikolose Zinss�atze sowie Zeitpunkt und H�ohe von Divi�
dendenzahlungen zur Verf�ugung stehen� Marktpreise von Optionen m�ussen f�ur einen
Vergleich ebenfalls verf�ugbar sein�

Datastream liefert f�ur die zugrundeliegenden Aktienwerte Kursdaten und Return
Indizes� jeweils als Tagesschlusskurse� Als risikolose Zinss�atze werden historische
Zeitreihen von LIBOR�S�atzen auf den Schweizer Franken� die in verschiedenen Lauf�
zeitb�andern von ��	�� und �� Monaten zur Verf�ugung stehen� herangezogen� Diese
Zinss�atze werden von Reuters bereitgestellt� Zeitpunkt und H�ohe der Dividendenzah�
lungen der Unternehmungen k�onnen zum Beispiel aus den o�ziellen Meldungen der
SOFFEX bezogen werden�
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Das umfangreichste Datenmaterial ist f�ur die Marktpreise der Optionen vorhanden�
Es handelt sich dabei um Tick�Daten� wobei Handelszeiten� gehandelte Volumina
und bezahlter Preis f�ur alle get�atigten Gesch�afte erfasst sind� Diese Daten werden f�ur
den schweizerischen Markt bis zum ���
��

� von der SOFFEX in Z�urich� von diesem
Zeitpunkt an aufgrund des Zusammenschlusses von SOFFEX und Deutscher B�orse
AG zur Terminb�orse Eurex� von der Deutschen B�orse AG in Frankfurt geliefert� Es
handelt sich bei diesen Optionen um standardisierte Produkte� das heisst um Pro�
dukte mit standardisierten Verfalldaten �jeweils der dritte Freitag eines Monats� und
verschiedenen� standardisierten Laufzeiten und Serien von Aus�ubungspreisen�

Untersucht werden die Marktpreise von Call�Optionen des Jahres �

� auf die in Ab�
schnitt ��� untersuchten Aktien und den SMI mit Verfalldaten von Januar �

� bis
Dezember �


� das heisst mit maximalen Laufzeiten von ����	���
��� und �� Mona�
ten�

Bei den Call�Optionen auf Aktien ist die Aus�ubung amerikanisch� bei Call�Optionen
auf Indizes� hier auf den SMI� ist die Aus�ubung europ�aisch� �Uber die detaillierte
Ausgestaltung dieser Produkte geben die Brosch�uren der Eurex ��
 Auskunft�

����� Vorgehen bei der Berechnung der theoretischen Modell�
preise und Filtern der Marktpreise

Die Bestimmung von Modellpreisen erfolgt f�ur amerikanische Optionen nach dem
in Abschnitt ��	�� vorgestellten Verfahren� F�ur die europ�aischen Optionen auf den
SMI werden die Optionspreisformeln der Geometrischen Brownschen Bewegung� des
Sprung�Di�usions�Prozesses und des hyperbolischen Modells direkt angewendet�

Die Parametersch�atzungen erfolgen wie in Abschnitt ��� auf Grundlage der Return
Indizes� Der historische Zeitraum auf Grundlage dessen die Parametersch�atzung er�
folgt� ist sorgf�altig abzuw�agen� K�urzere Zeitr�aume widerspiegeln die aktuelle Marktsi�
tuation in der Regel besser� gr�ossere Datenmengen f�uhren zu stabileren numerischen
Verfahren zur Parametersch�atzung� Der Basler Ausschuss f�ur Bankenaufsicht verlangt
bei der Anwendung des Value�at�Risk�Konzeptes zur Risikomessung die Abst�utzung
auf mindestens ein Jahr� Deshalb werden f�ur die Sch�atzungen die letzten ��� Kurse
�circa ein Jahr� inklusive des Kurses am Bewertungstag verwendet� Auf diese Weise
werden f�ur jeden Tag des Jahres �

� f�ur die f�unf Aktientitel und den SMI f�ur alle drei
Modelle die jeweiligen Parameter gesch�atzt �rund ���� Sch�atzungen�� F�ur Einzelf�alle
sind im Optionspreismodell des Sprung�Di�usions�Prozesses und des hyperbolischen
Modells keine Sch�atzungen vorhanden� F�ur diese Tage werden als N�aherung die Pa�
rameter des Vortages eingesetzt� F�ur die in die Optionspreisformeln einzusetzenden
Kurswerte werden die

�
normalen� Kurse und nicht die Return Indizes verwendet� Da

es sich bei diesen Daten um Tagesschlusskurse handelt� ergibt sich ein theoretischer
Optionspreis zum Zeitpunkt des Handelsschlusses der Aktienb�orse�

Die Tage bis zum Verfall werden in Handelstagen gemessen� das heisst ohne Wochen�
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enden und Feiertage� Bei der Korrektur der Kursdaten um Dividendenzahlungen wird
die Dividende zus�atzlich um die Verrechnungssteuer von 	�� korrigiert�

Welcher risikolose Zinssatz verwendet wird� h�angt davon ab� wie lange die Restlauf�
zeit der Option am Bewertungstag ist� F�ur Laufzeiten bis zu einem Monat wird der
��Monats�LIBOR verwendet� f�ur Laufzeiten von einem bis zu zwei Monaten der ��
Monats�LIBOR� f�ur Laufzeiten von zwei bis zu drei Monaten der 	�Monats�LIBOR�
f�ur Laufzeiten von drei bis zu sechs Monaten der ��Monats�LIBOR und schliesslich
der ���Monats�LIBOR f�ur Laufzeiten von �uber sechs Monaten�

Die auf diese Art und Weise berechneten theoretischen Optionspreise stellen Preise
am Ende eines Handelstages der Aktienb�orse dar� Zur Validierung der Modelle m�ussen
die theoretischen Preise mit Marktpreisen desselben Zeitpunktes verglichen werden�
Da die Handelszeiten von Aktien� und Optionenb�orse in der Regel nicht synchroni�
siert sind � erst seit dem 	���
� fallen Handelsschluss von Aktien und Optionen an
der schweizerischen B�orse zusammen � und zudem f�ur die Marktpreise der Optionen
sehr viele Daten zur Verf�ugung stehen� m�ussen letztere geeignet ge�ltert werden� Aus�
gangspunkt daf�ur stellt der Zeitpunkt des Handelsschlusses an der Aktienb�orse dar�
Der theoretische Optionspreis wird nur dann mit einem Marktpreis verglichen� falls in
der letzten Stunde vor dem Schluss der Aktienb�orse die Option an der Optionenb�orse
gehandelt wurde� Ist dies der Fall� wird der letzte in dieser Stunde gehandelte Op�
tionskurs herangezogen� In allen anderen F�allen wird auf einen Vergleich zwischen
Markt� und Modellpreis verzichtet�

Insgesamt stehen f�ur die f�unf Aktien und den SMI f�ur das Jahr �

� ������� Markt�
preise bereit� Daraus werden mit dem geschilderten Verfahren ������ Preise ausge�l�
tert�

����� Ein erster 	Uberblick 	uber das Jahr �

�

Dieser Abschnitt dient dazu� einen �Uberblick �uber die Situation auf dem schweizeri�
schen Markt im Jahr �

� zu gewinnen� Diese Situation ist dann bei der Interpretation
der empirischen Resultate zu ber�ucksichtigen�

Abbildung ��	 zeigt den Kursverlauf des SMI im Jahr �

�� Abbildung ��� die zu�
geh�origen Renditen� Ab August ist ein massiver Kursr�uckgang zu beobachten� ver�
bunden mit einer deutlich erh�ohten Volatilit�at� Erst gegen Ende des Jahres ist eine
leichte Erholung der Kurse zu erkennen �vgl� auch Abschnitt ��	����

Ein erster grober Vergleich zwischen Marktpreisen und Modellpreisen von Call�
Optionen zeigt f�ur den Zeitraum August bis Oktober um bis zu ���� h�ohere Markt�
preise als theoretisch berechnete Preise� Vor allem f�ur kleine Aus�ubungspreise der
Call�Optionen� das heisst f�ur Optionen� die aus dem Geld liegen� tritt dieses Ph�ano�
men auf� Hierf�ur m�ussen die Ursachen analysiert werden�
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F�ur den erw�ahnten Zeitraum sind� wie gesagt� stark ansteigende Volatilit�aten zu beob�
achten� Dies beein�usst den Wert einer Option positiv� da bei gr�osserer Schwankungs�
freudigkeit des Aktienkurses die Wahrscheinlichkeit steigt� dass eine Option bei Verfall
im Geld liegt� Wird nun dieses Ansteigen der Volatilit�at in den Modellpreisen schnell
genug ber�ucksichtigt� Dazu betrachtet man zum Beispiel den zeitlichen Verlauf der
Varianz ��� gesch�atzt �uber einen Zeitraum von jeweils einem Jahr� Die Standardab�
weichung � geht in die Black�Scholes�Optionspreisformel als Mass f�ur die Volatilit�at
ein� In Abbildung ��� ist die Entwicklung der gesch�atzten Varianz im Jahr �

� dar�
gestellt� Daraus ist zu erkennen� dass mit einer ansteigenden Volatilit�at� sichtbar an
gr�osseren Ausschl�agen in den Renditen� auch die Sch�atzungen der Varianz ansteigen�
Die ansteigende Volatilit�aten werden also sehr rasch im Volatilit�atsmass umgesetzt�
Anders w�are die Situation bei sinkender Volatilit�at zu beurteilen� In diesem Fall wer�
den starke Schwankungen in den Kursen aufgrund der historischen Zeitspanne� �uber
die die Varianz gesch�atzt wird� pr�asent bleiben und auf die Sch�atzung von �� Ein�uss
aus�uben� Die steigende Volatilit�at wird schnell genug im Volatilit�atsmass ber�ucksich�
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tigt und scheint daher nicht die Ursache von zu tiefen Modellpreisen zu sein� Zudem
ist ein zweiter dieser Entwicklung entgegenlaufender Faktor zu ber�ucksichtigen� Sin�
kende Kurse am Aktienmarkt sollten bei Call�Optionen zu sinkenden Optionspreisen
f�uhren�

Ein ganz anderer Grund k�onnte f�ur die hohen Marktpreise bei Call�Optionen insbe�
sondere bei solchen� die aus dem Geld liegen� verantwortlich sein� Es k�onnte spekula�
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tives Verhalten der Marktteilnehmer vorliegen� So lassen auch entsprechende B�orsen�
nachrichten aus dem Jahr �

� darauf schliessen� dass am Markt zwar von einer deut�
lichen� aber eher kurzfristig ausgerichteten Kurskorrektur ausgegangen wurde� Deckt
man sich dann mit aus dem Geld liegenden Optionen auch zu �uberh�ohten Preisen ein�
lassen sich bei tats�achlichem Ansteigen der Kurse hohe Gewinne realisieren� Solche
marktpsychologische Faktoren lassen sich in Modellen nur schwer ber�ucksichtigen�

Diese �Uberlegungen haben zur Konsequenz� dass f�ur detaillierte Untersuchungen zwei
Zeitr�aume des Jahres �

� unterschieden werden� zum einen die Monate Januar bis
einschliesslich Juli� zum anderen die verbleibenden Monate August bis Dezember�

����� Detaillierte empirische Analysen

Die detaillierten Resultate des empirischen Vergleichs zwischen Markt� und Modell�
preisen werden exemplarisch anhand der europ�aischen Call�Optionen auf den SMI
und den amerikanischen Call�Optionen auf die Credit�Suisse Namenaktie pr�asen�
tiert� Die Resultate f�ur die verbleibenden Titel �nden sich im Anhang D� wobei f�ur
die Optionen auf ABB Inhaber und Roche Genussschein Anmerkungen zu machen
sind�

F�ur die ABB Inhaberaktie wurde am ������


 ein Aktiensplit durchgef�uhrt und eine
neue Einheitsaktie eingef�uhrt� Dies f�uhrte zu einer Anpassung aller Optionskontrakte�
da sich die zugrundeliegende Aktie und die Aus�ubungspreise �anderten� Zudem wurde
am gleichen Tag eine hohe ausserordentliche Dividende ausgesch�uttet� was die Be�
wertung mit dem vorgeschlagenen Verfahren erschwert �vgl� Abschnitt ��	���� Daher
werden f�ur die ABB�Optionen nur solche mit Verfall bis inklusive Juni �


 ber�uck�
sichtigt�

Bei den Genussscheinen von Roche k�onnen f�ur den Sprung�Di�usions�Prozess nur f�ur
die ersten �� Handelstage des Jahres �

� Parameter gesch�atzt werden� An allen an�
deren Tagen konvergiert das numerische Verfahren entweder gar nicht oder f�uhrt auf
�
 � �� das heisst der Sprung�Di�usions�Prozess geht in die Geometrische Brownsche
Bewegung �uber� Dies wird durch die Ergebnisse der Untersuchung der Aktienrendi�
ten f�ur die Jahre �

� und �

� best�atigt� Daher werden f�ur Optionen auf den Roche
Genussschein nur die Optionspreismodelle der Geometrischen Brownschen Bewegung
und des hyperbolischen Modells untersucht�

Zun�achst wird analysiert� wie sich die theoretischen Optionspreise der drei Model�
le voneinander unterscheiden� Willk�urlich ausgew�ahlt wird f�ur diesen Vergleich die
Credit�Suisse Namenaktie mit Parametersch�atzungen f�ur den �������

�� Tabelle ���
fasst f�ur die Geometrische Brownsche Bewegung� den Sprung�Di�usions�Prozess und
f�ur das hyperbolische Modell die Parametersch�atzungen zusammen� Der Kurswert
der Credit�Suisse Namenaktie an diesem Tag betrug CHF S � ������� Als risikoloser
Zinssatz wird r � �� �p�a�� eingesetzt� Dies entspricht f�ur den �������

� in etwa dem
��Monats�Libor� der in dieser Arbeit f�ur Restlaufzeiten bis zu einem Monat verwen�
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Modell Parameter Sch
atzung

GBB �� ���������
��� ��������

SD ��B ��������
���
B

�����
	�
��J ���������
���
J

������	�
�� ��������

HYP �� �	�������
�� ��	�e���
�� ���	�����
�� ��������

Tabelle ���� Parametersch�atzungen f�ur die ein�
zelnen Modelle am ������
��

det wird� Als Referenzmodell wird die auf Grundlage der Geometrischen Brownschen
Bewegung abgeleitete Black�Scholes�Formel betrachtet� das heisst die beiden ande�
ren Modelle werden jeweils mit dem Preisen aus der Black�Scholes�Formel verglichen�
Abbildung ��� zeigt die Di�erenz zwischen Black�Scholes�Optionspreis und Options�
preis beim Sprung�Di�usions�Prozess� Abbildung ��� die Di�erenz zwischen Black�
Scholes�Optionspreis und hyperbolischem Optionspreis f�ur Restlaufzeiten � von �� 	
und � Tag bis zum Verfall und f�ur verschiedene Aus�ubungsverh�altnisse S�K�

In beiden Darstellungen ist der sogennannte Smile�E�ekt zu erkennen� Dies bedeutet�
dass die Black�Scholes�Formel im Vergleich zu den beiden anderen Optionsmodellen
Optionen �uberbewertet� die am Geld liegen �S�K 
 ������ dagegen Optionen unterbe�
wertet� die im oder aus dem Geld liegen �S�K � ��
� und S�K 
 ������ Dieser E�ekt
wird auch in empirischen Untersuchungen festgestellt� bei denen Black�Scholes�Preise
mit Marktpreisen verglichen werden �vgl� zum Beispiel Hull ��� � S� ����� Die Beob�
achtung dieses Ph�anomens im intermodellaren Vergleich k�onnte f�ur die Analyse der
Marktpreise bedeuten� dass die Optionsmodelle des Sprung�Di�usions�Prozesses und
des hyperbolischen Modells Marktpreise besser beschreiben als das Black�Scholes�
Optionsmodell�

W�ahrend der Smile in Abbildung ��� sehr symmetrisch ist� ist in Abbildung ���� also
beim Vergleich von Black�Scholes�Preis mit dem Preis im Sprung�Di�usions�Modell�
eine Asymmetrie zu erkennen� Die Di�erenzen zwischen den Preisen bei S�K 
 ����
sind gr�osser als diejenigen bei S�K 
 ��
�� Wird statt �J � � ein gleich grosser po�
sitiver Wert eingesetzt� dreht sich die Situation ceteris paribus genau um�

Im folgenden werden nun die Abweichungen zwischen Marktpreisen und den jewei�
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ligen Modellpreisen untersucht� Als Mass f�ur die Abweichung zwischen Markt� und
Modellpreisen werden die mittlere absolute relative Abweichung �MARA�

MARA �
�

M

MX
i��

jMarktpreisi �Modellpreisij
Marktpreisi

und die mittlere relative Abweichung �MRA�

MRA �
�

M

MX
i��

Marktpreisi �Modellpreisi
Marktpreisi

�

M ist die Anzahl von Marktpreisen� die f�ur einen Vergleich mit in einem Options�
preismodell berechneten Preisen zur Verf�ugung steht� W�ahrend sich die absolute rela�
tive Abweichung f�ur einen ersten groben Vergleich eignet� wird bei einer detaillierten
Analyse f�ur verschiedene Restlaufzeiten und Aus�ubungsverh�altnisse die relative Ab�
weichung verwendet� um Unter� oder �Uberbewertungen durch die Modellpreise fest�
zustellen�

Tabelle ��	 gibt Auskunft �uber die mittleren absoluten relativen Abweichungen bei
Call�Optionen auf den SMI und auf die Credit�Suisse Namenaktie f�ur das gesamte
Jahr �

� und f�ur die Subperioden Januar bis Juli beziehungsweise August bis Dezem�
ber� Die Ergebnisse erscheinen zun�achst ern�uchternd� So sind die Abweichungen �uber
das ganze Jahr betrachtet nicht nur recht gross� auch wenn sie haupts�achlich durch die
zweite Jahresh�alfte verursacht werden� sondern auch die Unterschiede zwischen den
einzelnen Modellen sind sehr gering� Erstaunlicherweise schneidet das Black�Scholes�
Modell am besten ab�
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Tabelle ��	� Mittlere absolute relative Abweichung zwischen Modell� und Markt�
preisen f�ur Optionen auf den SMI und die Credit�Suisse Namenaktie�

Tabelle ��� zeigt nun detaillierte Ergebnisse f�ur die mittlere relative Abweichung bei
den Call�Optionen auf die Credit�Suisse Namenaktie� gegliedert nach verschiedenen
Restlaufzeiten und Aus�ubungsverh�altnissen� Der betrachtete Zeitraum reicht von Ja�
nuar bis Juli �

�� Fett gedruckt ist jeweils die relative Abweichung desjenigen Mo�
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dells� welches die geringste Abweichung aufweist� Negative Vorzeichen bedeuten �Uber�
bewertung durch ein Modell� positive Vorzeichen zeigen eine Unterbewertung an�

F�ur Restlaufzeiten zum Beispiel zwischen ein und zehn Tagen kann der Smile beobach�
tet werden� Unterbewertung f�ur ���� � S�K � ��
� und S�K 
 ����� �Uberbewertung
f�ur ��
� � S�K � ����� Diese Struktur l�asst sich aber nicht durchg�angig feststellen�
Eindeutig zu beobachten ist� dass die relativen Abweichungen mit wachsendem S�K
betragsm�assig deutlich abnehmen� Werden zum Beispiel f�ur ���� � S�K � ��
� Ab�
weichungen bis zu 	�� erreicht� sinken diese Abweichungen bei gr�osseren Aus�ubungs�
verh�altnissen in einstellige Prozentbereiche� Z�ahlt man ab� wie oft ein bestimmtes
Modell betragsm�assig die geringste relative Abweichung aufweist� ergibt sich folgen�
des Bild� Black�Scholes in circa ���� Sprung�Di�usions�Modell in circa ��� und
hyperbolisches Modell in circa 		� aller F�alle� Das Sprung�Di�usions�Modell geht
aus diesem Vergleich als das beste aller drei Modelle hervor� wobei anzumerken ist�
dass die Unterschiede zwischen den einzelnen Modellpreisen sehr gering sind�

Tabelle ��� zeigt die zu Tabelle ��� analogen Untersuchungen f�ur den Zeitraum Au�
gust bis Dezember �

�� In fast allen F�allen wird eine Unterbewertung durch die
Modelle festgestellt� F�ur kleine Aus�ubungsverh�altnisse und dort speziell f�ur k�urzere
Restlaufzeiten betragen die relativen Abweichungen sogar bis zu ����� Mit wach�
sendem S�K wird die �Ubereinstimmung zwischen Modell� und Marktpreisen wieder
besser� Dies belegt die Hypothese f�ur eine Spekulation der H�andler auf eine kurzfri�
stige Kurskorrektur am Aktienmarkt� Von den drei Modellen schneiden zudem die
Black�Scholes�Optionspreise am besten ab�

Tabelle ��� und Tabelle ��� zeigen dieselben Untersuchungen f�ur die Call�Optionen
auf den SMI� Es lassen sich im wesentlichen die gleichen Aussagen wie f�ur die Op�
tionen auf die Credit�Suisse Namenaktie machen� betragsm�assig abnehmende relati�
ve Abweichungen mit wachsendem S�K� geringe Di�erenzen zwischen den Modellen
und f�ur den Zeitraum August bis Dezember deutliche Unterbewertungen f�ur kleine
Aus�ubungsverh�altnisse� Wird die Anzahl F�alle gez�ahlt� in denen ein bestimmtes Mo�
dell die beste �Ubereinstimmung liefert� so liegen f�ur beide Zeitr�aume Black�Scholes�
Modell und Sprung�Di�usions�Modell gleich auf� aber deutlich vor dem hyperboli�
schen Modell�

Fasst man die Ergebnisse f�ur alle Titel und den SMI zusammen� ergibt sich ein nicht
ganz einheitliches Bild� Folgende Aussagen lassen sich aber dennoch machen�

�� Mit wachsendem Aus�ubungsverh�altnis werden die Abweichungen zwischen
Markt� und Modellpreisen geringer� In der Regel gilt f�ur S�K � ��
� eine
gute �Ubereinstimmung�

�� F�ur die Periode August bis Dezember �

� �ndet eine� vor allem f�ur kleine
Aus�ubungsverh�altnisse deutliche Unterbewertung durch die vorgestellten Mo�
delle statt� Der Grund daf�ur liegt m�oglicherweise in spekulativem Verhalten der
Marktteilnehmer�
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Tabelle ���� Mittlere relative Abweichungen zwischen Modell� und
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	� Insgesamt betrachtet f�uhrt die Optionspreisformel von Black� und Scholes zu
den geringsten Abweichungen� gefolgt vom Sprung�Di�usions�Modell und etwas
deutlicher vor dem hyperbolischen Modell� Dieses Ergebnis ist f�ur die zweite
Jahresh�alfte st�arker ausgepr�agt�

�� Die Di�erenzen zwischen den einzelnen Modellpreisen sind im allgemeinen ge�
ring� Ausnahme bilden die Optionen auf den Roche Genussschein� bei dem
die Marktsituation durch die Black�Scholes�Formel besser beschrieben wird als
durch die entsprechende Formel im hyperbolischen Modell�

�� Es ist nicht ganz einfach� eine Tendenz zu erkennen� wann welches Modell
m�oglicherweise die bessere Approximation darstellt� mit steigenden Aus�ubungs�
verh�altnissen schneidet das Sprung�Di�usionsmodell etwas besser ab� bei klei�
nen Restlaufzeiten f�uhrt das hyperbolische Modell zu kleineren Abweichungen�

Aus diesen Ergebnissen kann folgendes Fazit gezogen werden� Alle Modelle f�uhren zu
etwa gleichen Optionspreisen� Das deutliche bessere Approximationsverhalten durch
den Sprung�Di�usions�Prozess und das hyperbolische Modell auf Stufe der Aktien�
renditen �ubertr�agt sich nicht auf die Optionsmodelle� Zudem erfordern Berechnungen
im hyperbolischen Modell lange Computerrechenzeiten�


�� Zusammenfassung

In diesem Kapitel und dem Kapitel � wurde ein wichtiger Teil der vorliegenden Studie
erarbeitet� Es wurden die Modelle erl�autert und anhand von Marktdaten getestet� auf
denen in einem sp�ateren Teil die parametrischen Value�at�Risk�Sch�atzungen basie�
ren werden�

Bei diesen Modellen handelt es sich um die Geometrische Brownsche Bewegung� den
Sprung�Di�usions�Prozess und das hyperbolische Modell� Alle Modelle wurden dis�
kutiert� ihre Eigenschaften erl�autert und die Verfahren zur Parametersch�atzung vor�
gestellt� Wichtiger Bestandteil war die Darstellung der Herleitung analytischer Opti�
onspreisformeln f�ur europ�aische Call�Optionen� Desweiteren wurden die statistischen
Verfahren zur �Uberpr�ufung der einzelnen Modelle erl�autert�

In detaillierten Untersuchungen wurden die Modelle f�ur den schweizerischen Aktien�
und Optionenmarkt �uberpr�uft� F�ur den Aktienmarkt ergab sich� dass empirische Ver�
teilungen von Aktienrenditen auf t�aglicher Basis durch Verteilungen wie sie sich aus
dem Sprung�Di�usions�Prozess und dem hyperbolischen Modell ergeben� deutlich
besser approximiert werden als durch eine Normalverteilung� welche durch die Geo�
metrische Brownsche Bewegung impliziert wird� Diese Eigenschaft �ubertr�agt sich al�
lerdings nicht auf den Optionsmarkt� Dort sind die Di�erenzen zwischen den einzelnen
Modellpreisen sehr gering� Bei einem Vergleich mit Marktpreisen schneiden die Black�
Scholes�Optionspreise und diejenigen des Sprung�Di�usions�Prozesses etwas besser
ab als die Optionspreise im hyperbolischen Modell� Festzuhalten ist auch� dass mit
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wachsenden Aus�ubungsverh�altnissen in allen Modellen eine bessere Approximation
erzielt wird�
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Kapitel �

Das Value�at�Risk�Konzept

zur Messung von

Marktrisiken

Das vorliegende Kapitel ist dem Value�at�Risk�Konzept zur Messung von Markt�
risiken und verwandten Konzepten zur Risikomessung gewidmet� Zun�achst wird de�
�niert� was unter Risiko eigentlich zu verstehen ist und wie dieses Risiko mit dem
Value�at�Risk�Konzept quanti�ziert werden kann� Der Begri� des Modellrisikos wird
dar�uber hinaus eine wichtige Rolle spielen� Da die Bankaufsichtsbeh�orden den Avlue�
at�Risk als Risikomass vorschreiben� werden die entsprechenden Vorschriften darge�
stellt�

Risikomasse werden auf der Grundlage von Renditeverteilungen bestimmt� Da ver�
schiedene Methoden existieren� wie man zu solchen Verteilungen gelangen kann� wer�
den diese ebenfalls vorgestellt�

Alternativ zum Value�at�Risk wird die Klasse der Lower�Partial�Moments �LPM� als
Risikomasse vorgestellt und diskutiert� ebenso wird der Zusammenhang dieser Masse
mit dem Value�at�Risk aufgezeigt� Diese beiden Risikomasse sind allerdings nicht als
eigenst�andig zu betrachten� sondern sie ergeben sich aus einer sehr viel allgemeineren
Klasse von Risikomassen� auf die ebenfalls eingegangen wird�

Die Ausf�uhrungen dieses Kapitels beschr�anken sich auf das Wesentliche� Zum einen
existiert in der Zwischenzeit umfangreiche Literatur zu den einzelnen Themengebie�
ten� zum anderen stehen im Rahmen dieser Arbeit die nachfolgenden empirischen
Studien im Vordergrund�

��
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��� Der Risikobegri	


���� Was ist Risiko�

Unter �Okonomen besteht durchaus keine Einigung dar�uber� was unter Risiko zu ver�
stehen ist� oder wie es gemessen werden kann� F�ur einen �Uberblick �uber verschiedene
De�nitionen des Begri�s

�
Risiko� sei auf Brachinger ��� und Brachinger und Weber

��� verwiesen�

In dieser Arbeit wird Risiko verstanden als ein mit dem Ergreifen einer Handlungsal�
ternative m�ogliches Ergebnis� das durch zwei Eigenschaften gekennzeichnet ist �vgl�
Brachinger ��� ��

�� das Ergebnis wird als negativ verstanden in dem Sinn� dass ein Schaden oder
Verlust auftritt� und

�� das Eintreten dieses Ergebnisses zu einem in der Zukunft liegenden Zeitpunkt
ist unsicher�

Damit von einem Schaden oder Verlust gesprochen werden kann� muss ein bestimm�
tes Referenzniveau vorgegeben werden� zum Beispiel eine erwartete Mindestverzin�
sung einer Anlage oder eine Auszahlung in einer gewissen H�ohe� M�ogliche unsichere
Abweichungen von diesem Referenzniveau nach unten stellen dann ein Risiko dar�


���� Abgrenzung der Marktrisiken von anderen �nanziellen
Risiken

In dieser Arbeit werden Marktrisiken untersucht� Marktrisiken entstehen durch
Marktpreis�anderungen� was bedeutet� dass alle Instrumente� die auf M�arkten gehan�
delt werden� solchen Risiken ausgesetzt sind �vgl� Coopers . Lybrand �	� � S� ��� f��
Johanning ��� � S� ��� Read �
� � S� � f�� Schierenbeck ���� � S� � f��� Insbesondere sind
dies Zins�anderungsrisiken� Wechselkursrisiken sowie Kursrisiken von Aktien� Edelme�
tallen� Rohsto�en etc� und von den zugeh�origen Derivaten�

Die Bedeutung von Marktrisiken hat in den letzten Jahren zugenommen� nicht zuletzt
deshalb� weil Bankaufsichtsbeh�orden den von ihnen beaufsichtigten Banken strenge
Vorschriften bez�uglich der Messung von Marktpreisrisiken auferlegt haben �vgl� Basle
Committee on Banking Supervision �
 �� In der Schweiz m�ussen die Banken zu diesem
Zweck alle bilanziellen und ausserbilanziellen Positionen zu Marktpreisen bewerten�
Fremdw�ahrungen sind dabei mit aktuellen Kursen umzurechnen �vgl� Eidgen�ossische
Bankenkommission ��� � S� ���

Die Gr�unde� die dazu gef�uhrt haben� Methoden zur Quanti�zierung von Marktrisiken
zu entwickeln� sind vielf�altig� Ein wichtiger Grund ist sicherlich in der wachsenden
Bedeutung von Derivatem�arkten zu sehen �vgl� Jorion ��� � S� �� f��� Innovationen
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auf den Finanzm�arkten� wie zum Beispiel die Securitisation� also etwa die Verbrie�
fung von Hypothekarkreditforderungen� die dann am Kapitalmarkt emittiert werden��
sind ebenfalls zu erw�ahnen�

Einige spektakul�are Verluste von Unternehmen im Zusammenhang mit Marktpreis�
ver�anderungen haben� vor allem durch ihre psychologische Wirkung� ebenfalls dazu
beigetragen� die Problematik von Marktrisiken in den Vordergrund zu r�ucken� Einige
der wichtigsten dieser F�alle sind in Tabelle ��� �uberblickartig dargestellt� Wie daraus
ersichtlich wird� waren nicht nur Bankinstitute davon betro�en� F�ur eine ausf�uhrliche
Schilderung der Hintergr�unde der einzelnen F�alle sei auf Jorion verwiesen �vgl� Jorion
��� � S� �	 ����

Unternehmen Art der Unternehmung Jahr Markt Verlust

Barings 
uber 
�� Jahre alte �� Japanischer ��� Mrd� �
britische Bank Aktienmarkt

�Futures�

Metallge� ���� ����gr
osste �� 
Ol �Futures� ��� Mrd� �
sellschaft Industriegruppe in

Deutschland mit
������ Besch
aftigten

Orange Fondsgesellschaft� �� Zinsen� ��	 Mrd� �
County Verwaltung von mittelfristige

Mitteln 
o�entlicher Staatspapiere
Haushalte

Daiwa ���� �
��gr
osste �� US�Treasury ��� Mrd� �
japanische Bank Bonds

Tabelle ���� Einige spektakul�are Verluste im Zusammenhang mit Marktrisiken�

Ein aktuelleres Beispiel aus der Schweiz betri�t die Verluste der aus der Schweizeri�
schen Bankgesellschaft und dem Schweizerischen Bankverein hervorgegangenen UBS
AG durch ihre Investitionen im amerikanischen Hedge Fund Long Term Capital Ma�
nagement in der H�ohe von einer Milliarde USD� Bei der UBS AG waren vor allem
organisatorische M�angel und das Fehlen von Kontrollinstrumenten f�ur die Verluste
verantwortlich �vgl� o� V� ��
 �� Solche Faktoren waren auch f�ur die in obiger Tabelle
erw�ahnten Beispiele mitverantwortlich�

Gerade in den Jahren �

	 bis �

� haben verschiedene internationale Organisatio�
nen wie die Group of Thirty oder der Basler Ausschuss f�ur Bankenaufsicht aber auch
Unternehmen wie die Investmentbank J� P� Morgan Anstrengungen f�ur einen ver�
besserten Umgang mit Marktrisiken unternommen� Read gibt hierf�ur einen kurzen

�Der Schweizerische Bankverein war das erste Bankinstitut in der Schweiz� das im Mai ���� solch
eine Securitisation von Hypotheken vorgenommen hat �vgl� o� V� ������
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historischen �Uberblick �vgl� Read �
� � S�� f���

Oft wird als Grund f�ur die Konzentration auf Marktpreisrisiken die angeblich zuneh�
mende Volatilit�at von Finanzm�arkten angef�uhrt� Sicherlich sind vor allem im Jahr
�

� die M�arkte volatiler geworden� es muss sich aber nicht um ein dauerhaftes Ph�ano�
men handeln� Phasen hoher Volatilit�at waren auch schon fr�uher zu beobachten und
sind wieder durch Phasen niedriger Volatilit�at abgel�ost worden� Betrachtet man bei�
spielsweise den schweizerischen Aktienmarkt im oben erw�ahnten Zeitraum der Jahre
�

	 bis �

�� so kann nur f�ur das Jahr �

� eine leicht erh�ohte Volatilit�at festge�
stellt werden� Man siehe hierzu die Renditeentwicklung des SMI auf Seite 	
 und den
Recurrence Plot des SMI auf Seite ��� Ansonsten war dies eine Phase eher ruhigen
B�orsengeschehens�

In dieser Arbeit werden ausschliesslich Marktrisiken betrachtet� wobei eine Ein�
schr�ankung auf Aktienkursrisiken und Aktienoptionspreisrisiken vorgenommen wird�
Der Aktienmarkt ist nach wie vor der bedeutendste Marktplatz f�ur Finanzinstrumente
und daher auch sehr liquide� Ebenso spielen Aktienoptionen von allen existierenden
Optionen die wichtigste Rolle� Und was f�ur eine empirische Untersuchung von essen�
tieller Bedeutung ist� das verf�ugbare Datenmaterial ist umfangreich� sowohl was den
Aktienmarkt als auch was den Markt gehandelter Optionen angeht�

Marktrisiken sind sorgf�altig von anderen �nanziellen Risiken abzugrenzen� Unter all�
gemeinen �nanziellen Risiken sind neben Marktrisiken sogenannte Bonit	ats� oder Kre�
ditrisiken� operative Risiken oder Betriebsrisiken sowie juristische Risiken zu subsu�
mieren� Unter Bonit�ats� oder Kreditrisiko versteht man das Risiko� dass ein Kredit�
nehmer seinen Zahlungsverp�ichtungen nicht mehr nachkommen kann� Bei den ope�
rativen Risiken oder Betriebsrisiken handelt es sich um menschliches oder technisches
Versagen� mangelnde Kontrollsysteme etc�� Juristische Risiken bestehen schliesslich
dann� wenn abgeschlossene Vertr�age rechtlich nicht durchsetzbar sind �vgl� Read �
� �
S� � f�� B�uhler und Schmidt ��� � S� � f���


���� Modell�� Parameter� und Sch	atzrisiken

Zur Quanti�zierung� das heisst zur Angabe der H�ohe des Risikos sind geeignete Mass�
zahlen oder Risikomasse zu bestimmen� Bei der Messung von Marktrisiken sind diese
Masszahlen statistische Kenngr�ossen einer Verteilung von Gewinnen und Verlusten
oder einer Renditeverteilung der jeweils betrachteten Anlage�

Zu diesen Kenngr�ossen� die Masszahlen des Risikos darstellen� kann man prinzipiell
auf zwei Arten gelangen� Gemeinsam ist diesen Ans�atzen� dass eine Stichprobe von hi�
storischen Daten vorliegt� Der erste Ansatz� im folgenden auch als epxlizite Modellbil�
dung bezeichnet� besteht darin� zun�achst eine explizite Wahl einer Verteilungsfamilie
als Modell f�ur Renditeverteilungen beziehungsweise eines expliziten Modells f�ur die
den Marktver�anderungen zugrundeliegenden Prozesse zu tre�en �vgl� auch Kapitel
	�� Es sind dann die entsprechenden Modellparameter auf Grundlage der Stichprobe
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historischer Daten zu sch�atzen und schliesslich ist eine Sch�atzung des Risikomasses
vorzunehmen� Ein zweiter Ansatz� im folgenden auch als implzite Modellbildung be�
zeichnet� tri�t keine Annahmen �uber die Art der Verteilung der Renditen� Es werden
direkt auf Grundlage der Stichprobe historischer Daten Risikomasszahlen als statisti�
sche Kenngr�ossen gesch�atzt� Ob eine implizite oder explizite Modellbildung erfolgt�
gemeinsam ist diesen Ans�atzen die vereinfachende Abbildung der Realit�at unter Ver�
wendung von Annahmen� Wenn auch bei einer impliziten Modellbildung kein Modell
f�ur die Verteilung der Renditen vorgegeben wird� so ist dieser Ansatz trotzdem nicht
frei von Annahmen� Im allgemeinen wird hierbei unterstellt� dass die Stichprobenele�
mente unabh�angig und identisch verteilt sind� Diese Annahmen und damit das Modell
k�onnen

�
besser� oder

�
schlechter� sein� das heisst die Realit�at besser oder schlechter

approximieren� Somit tritt bereits bei der Wahl eines bestimmten Modells ein gewis�
ses Risiko ein� das sogenannte Modellrisiko �vgl� Brachinger ��� � Read �
� � S� ���

In der Literatur besteht weitgehend Einigkeit dar�uber� dass solche Modellrisiken be�
stehen� Dabei entspricht der oben formulierte Risikobegri� dem allgemeinen Verst�and�
nis von Modellrisiko� obgleich dies nur eine sehr vage Formulierung und Umschreibung
darstellt� In der Literatur wird zudem eher auf die Ursachen von Modellrisiken und
auf deren Typologisierung eingegangen als auf eine m�oglichst exakte De�nition und
eine m�ogliche Quanti�zierung von Modellrisiken�

Bei der Typologisierung von Modellrisiken werden allerdings einzelne Risikoarten mit�
einander vermischt� die mit Modellrisiken nichts gemeinsam haben� Eine solche� durch�
aus repr�asentative Typologisierung stellt diejenige von Crouhy et al� �	� dar� Danach
lassen sich folgende Ursachen von Modellrisiken unterscheiden� Erstens bestehen Mo�
dellrisiken aufgrund einer m�oglicherweise falschen Modellwahl� das heisst durch die
Wahl von Modellen� welche die charakteristischen Eigenschaften von Finanzm�arkten
nur unzureichend ber�ucksichtigen� Dies stellt Modellrisiko dar wie es bereits oben
formuliert und verstanden wurde� Zweitens soll nach dieser Typologie Modellrisiko
dann vorliegen� wenn Modelle falsch implementiert werden� zum Beispiel durch Pro�
grammierfehler oder durch eine zu geringe Anzahl Simulationsl�aufe bei Monte�Carlo�
Simulationen� Dies hat allerdings nichts mit Modellrisiko zu tun� sondern ist vielmehr
operationelles Risiko� Als dritte Ursache von Modellrisiken wird eine falsche Kalibrie�
rung eines Modells angesehen� das heisst es geht um die Fragestellung der Sch�atzung
von Modellparametern� Dies kann ebenfalls nicht unter den Begri� des Modellrisikos
subsumiert werden� sondern ist ein reines Sch�atzproblem und das Problem der G�ute
einer Sch�atzung� Fragen der Datenqualit�at haben f�unftens ebenso mit eigentlichem
Modellrisiko wenig gemeinsam� Schliesslich wird als letzte Ursache f�ur Modellrisiko
eine falsche Anwendung eines Modells erw�ahnt� Als Beispiel wird angef�uhrt� dass die
Anwendung der Black�Scholes�Formel f�ur europ�aische Optionen auf amerikanische
Optionen zu Fehlern f�uhrt� Dies stellt zwar Modellrisiko dar� da das Modell die Rea�
lit�at nicht korrekt beschreibt� aber Modellrisiko muss so verstanden werden� dass ein
Risiko mit einem verwendeten Modell verbunden ist� obwohl die zugrundeliegenden
Annahmen sorgf�altig �uberpr�uft und kritisch hinterfragt wurden�
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Es stellt sich also heraus� dass in der Literatur nur eine sehr ungenaue Formulierung
des Modellrisikobegri�s verwendet wird� wobei zus�atzlich noch mehrere Risikoarten
miteinander vermischt werden� So werden unter Modellrisiko Risikoarten subsumiert�
die gar kein Modellrisiko darstellen� Ebenso bleibt in der Regel v�ollig unklar� wie ein
Modellrisiko quanti�ziert werden kann�

Deshalb wird im folgenden der Begri� des Modellrisikos konkretisiert und von ande�
ren Risikoarten abgegrenzt� Diese Konkretisierung wird im Rahmen der Messung von
Marktrisiken vorgenommen�

Der Begri� des Modellrisikos l�asst sich durch folgende �Uberlegungen genauer fassen�
Zur Modellierung der wahren Renditeverteilung wird zun�achst eine bestimmte Familie
von Verteilungen ausgew�ahlt� Innerhalb dieser Verteilungsfamilie approximieren ein�
zelne Mitglieder dieser Familie die wahre Verteilung unterschiedlich gut� Es ist daher
die beste Approximation aus der gew�ahlten Verteilungsfamilie zu bestimmen� Diese
beste Approximation ist aber wie die wahre Verteilung unbekannt� Bekannt ist dage�
gen eine Sch�atzung f�ur die beste Approximation� Unter dem Modellrisiko wird daher
die Di�erenz zwischen dem Wert RM eines Risikomasses f�ur die wahre Verteilung
und dem Wert RM� desselben Risikomasses f�ur die beste Approximation aus einer
bestimmten Familie von Verteilungen verstanden� Diese Abweichung RM�RM� und
damit das Modellrisiko bleiben aber letztlich unbekannt�

Eine Risikomasszahl ist� wie gesagt� Kenngr�osse einer Renditeverteilung� Welche
Gr�osse dabei das Risiko am besten quanti�ziert� ist jedoch nicht bekannt� Eine nat�urli�
che Wahl existiert nicht� �Ahnlich wie beim oben diskutierten Modellrisiko kann diese
Wahl gut oder schlecht sein� das heisst ein Verteilungsparameter kann das Risiko�
das in einer Verteilung enthalten ist� erfassen oder auch nicht erfassen� F�ur diese Un�
sicherheit in der Wahl des

�
richtigen� Risikomasses hat Brachinger ��� den Begri�

Parameterrisiko gepr�agt�

Schliesslich ist die Kenngr�osse� die das Risiko quanti�zieren soll� zu bestimmen� Da die
wahre Verteilung und die beste Approximation aus einer Verteilungsfamilie unbekannt
sind� ist diese Kenngr�osse auf Basis einer Sch�atzung f�ur die beste Approximation zu
sch�atzen� Unter Sch	atzrisiko wird dann die Di�erenz zwischen dem Wert des Risi�
komasses RM� f�ur die beste Approximation einer Verteilungsfamilie und dem WertdRM desselben Risikomasses f�ur die gesch�atzte beste Approximation verstanden �vgl�
Brachinger ��� ��

Modellrisiko und Sch�atzrisiko lassen sich durch Addition zu einem Gesamtrisiko
RM � dRM zusammenfassen� wobei auch diese Gr�osse unbekannt ist� Idealerweise
sollte die H�ohe des Gesamtrisikos nicht von der H�ohe des Parameterrisikos abh�angig
sein� Wird beispielsweise von einem Risikomass zu einem neuen Risikomass �uberge�
gangen� welches das Marktrisiko genauer erfasst� aber gleichzeitig das Modell und die
Sch�atzmethodik unver�andert belassen� so darf sich das Gesamtrisiko aus Modell� und
Sch�atzrisiko nicht ver�andern�
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Es zeigt sich also� dass Risiko nicht nur ein vielschichtiger Begri� ist� sondern dass
bei den Schritten zur konkreten Angabe einer Risikomasszahl verschiedene Unsicher�
heiten oder Risikoquellen auftreten�

Im Mittelpunkt dieser Arbeit standen bisher einzelne Modelle zur Beschreibung von
Prozessen auf den Aktien� und Optionenm�arkten sowie die daraus resultierenden Ren�
diteverteilungen �vgl� insbesondere Kapitel � und ��� Im Vordergrund stand also das
Modellrisiko� Dies wird auch im weiteren der Fall sein� wenn auf Basis der diskutier�
ten Modelle Risikokennzi�ern gesch�atzt werden� Die Gr�unde f�ur diese Konzentration
liegen auf der Hand� Die Reduzierung des Modellrisikos stellt den ersten und da�
her fundamentalen Schritt in Richtung einer

�
guten� Risikomasszahl dar� Die besten

Konzepte zur Verringerung des Parameterrisikos m�ussen versagen� wenn das Risi�
ko auf Grundlage

�
falscher� Modellverteilungen quanti�ziert wird� Selbstverst�andlich

gilt diese �Uberlegung auch in umgekehrter Richtung� die nat�urliche Reihenfolge be�
steht allerdings darin� zun�achst Modellrisiken� dann Parameterrisiken zu minimieren�
Kritisch zu beurteilen sind daher Studien zum Value�at�Risk�Konzept als Risikomas�
szahl� die auf der Annahme normalverteilter Renditen beruhen �vgl� etwa B�uhler et
al� ��	 � Johanning ��� � S� �� f��� Die empirischen Analysen in dieser Arbeit haben ge�
zeigt� dass eine Normalverteilung nur eine unzureichende Approximation empirischer
Renditeverteilungen darstellt�

Der Parameter� der das Modellrisiko beschreibt� ist zwar bekannt� aber der Wert die�
ses Parameters ist unbekannt� Um dennoch Aussagen �uber die H�ohe des Modellrisikos
ableiten zu k�onnen� werden in Kapitel � indirekte Kriterien eingef�uhrt� mit denen das
Modellrisiko abgesch�atzt werden soll� Aus dem Wert eines solchen Kriteriums l�asst
sich allerdings nicht direkt auf die H�ohe des Modellrisikos schliessen� Erst aus dem
Vergleich verschiedener Kriterien und aus dem Vergleich dieser Kriterien bei unter�
schiedlichen Modellen werden sich Aussagen �uber die H�ohe des Modellrisikos machen
lassen� allerdings nur �uber Modellrisiken der untersuchten Modelle relativ zueinan�
der� Es werden sich also nur indirekte Hinweise auf die Gr�osse des Modellrisikos eines
bestimmten Modells ergeben�

Wenn auch Modellrisiken im Vordergrund stehen� sollen Parameterrisiken nicht ganz
vernachl�assigt werden� Hat man sich etwa f�ur den Value�at�Risk als Risikogr�osse
entschieden� so m�ussen bei diesem Konzept noch weitere Spezi�kationen vorgenom�
men werden� die �uber die Eignung dieses Konzeptes zur Risikomessung mitentschei�
den� Selbst innerhalb eines Konzeptes lassen sich Parameterrisiken reduzieren� Auf
Sch�atzrisiken schliesslich wird nur am Rande eingegangen�
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��� Der Value�at�Risk als Risikomass


���� Einleitung

Der Value�at�Risk stellt derzeit das Standardrisikomass zur Messung von Markt�
risiken dar� Dies liegt vor allem daran� dass die Bankaufsichtsbeh�orden dieses Konzept
aufgegri�en und es in den entsprechenden Richtlinien aufgenommen haben�

So hat der Basler Ausschuss f�ur Bankenaufsicht im April �

� Richtlinien erlassen�
die es den Banken erlauben� als Alternative zu dem bis zu diesem Zeitpunkt gelten�
den Standardverfahren sogenannte interne Modelle zur Messung von Marktrisiken zu
verwenden� und damit Aktiva mit Eigenkapital zu unterlegen �vgl� Basle Comittee on
Banking Supervision �
 � Read �
� ��

Beim Standardverfahren werden die zu Marktpreisen bewerteten Aktiva� die einem
Marktrisiko ausgesetzt sind� sehr vereinfacht ausgedr�uckt dadurch mit Eigenmitteln
unterlegt� dass je nach Art der Aktivposition ein bestimmter Prozentsatz von der
H�ohe dieser Position durch Bereitstellung von Eigenkapital abzusichern ist�

Als interne Modelle k�onnen Banken Modelle� wie die in Kapitel � beschriebenen� und
die daraus resultierenden Renditeverteilungen verwenden� um den Value�at�Risk zu
sch�atzen� Diese Gr�osse wird f�ur die einzelnen Aktivpositionen berechnet und dient als
Grundlage f�ur die H�ohe der Eigenkapitalunterlegung�

In der Schweiz wurden die Vorschl�age des Basler Ausschusses aufgegri�en und in
Richtlinien der Eidgen�ossischen Bankenkommission �EBK� zur Eigenmittelunterle�
gung von Marktrisiken umgesetzt �vgl� Eidgen�ossische Bankenkommission ��� �� Er�
laubt sind nach diesen Richtlinien Standardverfahren und&oder interne Modelle �
letztere von der Eidgen�ossischen Bankenkommission als Modellverfahren bezeichnet
� unter Verwendung des Value�at�Risk�Konzeptes� Diese Vorschriften traten am
	������

� in Kraft�


���� De�nition des Value�at�Risk

F�ur einen vorgegebenen Zeithorizont und ein vorgegebenes Kon�denzniveau � � ��p�
ist der Value�at�Risk �VaR� derjenige Verlust einer Finanzposition� der innerhalb des
betrachteten Zeithorizonts nur mit der Restwahrscheinlichkeit p �uberschritten wird
�vgl� Brachinger ��� � Brachinger ��� ��

Der Zeithorizont� f�ur den ein Value�at�Risk�Wert bestimmt wird� wird in der Regel
als Halteperiode bezeichnet� da angenommen wird� dass die Finanzposition� f�ur die
eine Risikokennzahl berechnet wird� �uber die gesamte Zeitperiode hinweg gehalten
wird� F�ur eine konkrete Bestimmung des Value�at�Risk k�onnen die Halteperiode und
die Restwahrscheinlichkeit p im Prinzip frei gew�ahlt werden�
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Sei mit r die Rendite der betrachteten Anlage oder Finanzposition am Ende der Hal�
teperiode relativ zum Beginn dieser Halteperiode bezeichnet� Diese Rendite ist als
Zufallsvariable zu verstehen� Der Wert der Position zu Beginn der Halteperiode sei
W�� woraus sich ein unsicherer Wert W� � �� " r� am Ende der Halteperiode ergibt�

Um beurteilen zu k�onnen� ob am Ende der Halteperiode ein Verlust eingetreten ist�
muss zun�achst ein Referenzniveau festgelegt werden� Ein Verlust V ist dann gegeben�
wenn die realisierte Rendite kleiner als das Referenzniveau ausf�allt� Dieses Referenz�
niveau kann zum Beispiel in einer erwarteten Rendite E�r bestehen� oder es wird als
Referenzniveau gefordert� dass kein Wertverlust eintreten soll� Im ersten Fall betr�agt
der Verlust V � W� �E�r � r �� im zweiten Fall V � �W� � r�

Der Value�at�Risk kann nun in mathematisch�statistischer Weise durch die Wahr�
scheinlichkeitsaussage

P �V 
 V aR� � �� P �V � V aR� � p �����

implizit de�niert werden �vgl� Brachinger ��� � Brachinger ��� �� Diese Gleichung be�
sagt� dass die Wahrscheinlichkeit f�ur einen Verlust gr�osser als der Value�at�Risk genau
p � �� � betr�agt� Dieser Zusammenhang ist in Abbildung ��� wiedergegeben� Wird

Verluste V

f(V)

Value at Risk

Restwahrschein-
lichkeit p

Abbildung ���� De�nition des Value�at�Risk�

mit F die Verteilungsfunktion der Verluste bezeichnet� so kann durch Anwendung der
Umkehrfuktion F�� der Value�at�Risk explizit de�niert werden �vgl� Brachinger ��� �
Brachinger ��� ��

V aR � F����� p� � �����
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Der Value�at�Risk ist somit nichts anderes als das �� � p������Quantil einer Ver�
lustverteilung� Je nachdem� was unter Verlust verstanden wird� ergeben sich unter�
schiedliche Value�at�Risk�Werte�

Statt Verlustverteilungen k�onnen auch Renditeverteilungen betrachtet werden� Das
��� p������Quantil der Verlustverteilung ist das p�����Quantil der Renditevertei�
lung� Wird ein Verlust auf eine erwartete Rendite bezogen� ergibt sich als Value�at�
Risk

V aR � �W� �r��p�� E�r � 	 ���	�

wobei r��p� das p�����Quantil der Renditeverteilung bezeichnet� Hier spricht man
vom Value�at�Risk bez�uglich des Erwartungswertes� Wird dagegen nur dann von ei�
nem Verlust gesprochen� wenn auch tats�achlich ein Wertverlust eintritt� ist der Value�
at�Risk gegeben durch

V aR � �W� r
��p� � �����

Hier spricht man nun in der Regel vom Value�at�Risk bez�uglich der Anfangsinvestiti�
on �vgl� Brachinger ��� � Brachinger ��� � Jorion ��� � S� 
��� Es ist nun wichtig� sich vor
Augen zu f�uhren� dass Value�at�Risk�Werte in der Praxis Sch�atzgr�ossen darstellen�
Zur Bestimmung des Value�at�Risk ist in beiden F�allen das Quantil einer Rendite�
verteilung zu sch�atzen� Bei der De�nition ���	� muss zus�atzlich die erwartete Rendite
gesch�atzt werden� daf�ur ist der so de�nierte Value�at�Risk translationsinvariant�

Im folgenden wird von der De�nition bez�uglich der Anfangsinvestition ����� ausgegan�
gen� Sie ist in der Anwendung etwas einfacher� vor allem was eine ex�post �Uberpr�ufung
von Value�at�Risk�Sch�atzungen angeht� Zudem k�onnen Fehler bei der Sch�atzung des
Erwartungswertes vermieden werden�

Auf wen die Begri�sbildung Value�at�Risk letztendlich zur�uckgeht� ist nicht ganz klar�
Die Investmentbank J� P� Morgan hat jedenfalls durch die kostenlose Bereitstellung
ihres Value�at�Risk�Paketes RiskMetricsTM �

� f�ur eine rasche Verbreitung dieses
Konzeptes gesorgt �vgl� J� P� Morgan ��� �� Die Idee� Risiko von Finanzpositionen
mit dem Value�at�Risk respektive durch ein Quantil einer Verlust� oder Renditever�
teilung zu messen� d�urfte jedoch �alter sein� Bei Hsieh �vgl� Hsieh ��
 � S� ��� �ndet
sich ein Ausdruck zur Bestimmung von Kapitalreserven zur Deckung von Verlusten�
welcher der Wahrscheinlichkeitsaussage ����� entspricht�


���� Diskussion des Value�at�Risk als Risikomass

Mit dem Value�at�Risk als Mass zur Quanti�zierung von Marktrisiken sind sowohl
Vor� als auch Nachteile verbunden� welche im folgenden kurz dargestellt werden�

Die De�nition des Value�at�Risk geht implizit von einem Referenzniveau aus� Es
werden also nur Abweichungen ber�ucksichtigt� die unterhalb dieses Referenzniveaus
liegen� Dies entspricht dem Risikobegri�� wie er in Abschnitt ����� formuliert wurde�
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Da die Angabe des Value�at�Risk in Geldeinheiten erfolgt� ist diese Kenngr�osse leicht
interpretierbar �vgl� Brachinger ��� �� Dar�uber hinaus l�asst sich der Value�at�Risk
als Grundlage f�ur die Gestaltung von Limitestrukturen f�ur den Handelsbereich von
Finanzinstitutionen und zur Berechnung von Eigenkapitalunterlegungen der Marktri�
siken verwenden �vgl� Johanning ��� �� In der Praxis wird er auch dazu verwendet�
Ertrags� und Leistungskontrollen auf Grundlage risikoadjustierter Kennzahlen vor�
zunehmen �vgl� Schierenbeck ���� � S� �
 ���� Der Value�at�Risk besitzt weiter den
Vorteil� dass er sich zum Vergleich ganz unterschiedlicher Marktrisiken� das heisst
Risiken unterschiedlicher Produkte und Risiken auf verschiedenen M�arkten eignet�
Selbst die Messung von Kreditrisiken basiert auf dem Value�at�Risk�Konzept�

Eine kritische �Uberpr�ufung des Value�at�Risk bez�uglich dessen Eignung als Risiko�
mass gibt Johanning �vgl� Johanning ��� � S� �� ���� So enth�alt der Value�at�Risk
keine Informationen �uber die H�ohe der Verluste� die den Value�at�Risk �uberschrei�
ten� Auch erh�alt man keine Angaben �uber die Wahrscheinlichkeit solcher Verluste�
Dies widerspricht dem in Abschnitt ����� formulierten Risikobegri�� Der Value�at�
Risk als Risikomass w�achst nicht mit der H�ohe potentieller �grosser� Verluste �vgl�
Brachinger ��� �� Schliesslich wird eine Renditeverteilung nur anhand einer einzelnen
Kennzahl bewertet� Bei asymmetrischen oder schiefen Verteilungen kann so nur ein
kleiner Teil der die Verteilung charakterisierenden Eigenschaften erfasst werden�

Abbildung ��� illustriert diesen letzten Punkt am Beispiel zweier Renditeverteilungen
�in Anlehnung an Schr�oder ���� � S� ���� Die eine Verteilung soll die Renditen eines
��ktiven� Portfolios bestehend aus Aktien darstellen� mit einem bestimmten Quantil
r� als bestimmenden Faktor f�ur den Value�at�Risk� Gleichzeitig ist eine Renditever�
teilung f�ur ein ��ktives� Portfolio aus Aktienoptionen eingetragen� die das gleiche
Quantil r�� also den gleichen Value�at�Risk wie das Aktienportfolio aufweisen soll�
Solche Optionsportfolios zeigen typischerweise asymmetrische Renditeverteilungen� In
diesem Beispiel ist die erwartete Rendite unterhalb des Quantils r�� also der erwartete
Verlust� der den Value�at�Risk �ubersteigt� beim Optionenportfolio geringer als beim
Aktienportfolio� die gesamte Verlustwahrscheinlichkeit aber sehr viel gr�osser� Solche
E�ekte ber�ucksichtigt der Value�at�Risk nicht� Die Verwendung des Value�at�Risk
als Risikomass kann daher unerw�unschte Anreizwirkungen auf die Gestaltung eines
Portfolios aus�uben� unerw�unscht in dem Sinn� dass eine Portfoliogestaltung mit einer
h�oheren Verlustwahrscheinlichkeit zu einer gleichen Eigenkapitalunterlegung f�uhrt wie
eine konservativere Gestaltung eines Portfolios�


���� Regulatorische Rahmenbedingungen

Die meisten nationalen regulatorischen Rahmenbedingungen zur Messung von Mark�
trisiken orientieren sich an den Richtlinien des Basler Ausschusses f�ur Bankenauf�
sicht �vgl� Basle Committe on Banking Supervision �
 �� So hat auch die Eidgen�ossi�
sche Bankenkommission diese Vorgaben nahezu unver�andert aufgegri�en und in ihren
Richtlinien dargelegt �vgl� Eidgen�ossische Bankenkommission ��� ��
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r*(p) r

f(r)

Aktienportfolio

Optionen-
portfolio

0

Abbildung ���� Zwei �ktive Portfolios mit unterschiedlichen Renditeverteilun�
gen aber identischem Value�at�Risk�

Diese Vorschriften betre�en folgende Punkte�

�� Periodizit�at der Value�at�Risk�Berechnung �die EBK spricht von Berechnung�
obwohl sich der Value�at�Risk nur sch�atzen l�asst��

�� Wahl des Kon�denzniveaus ��

	� Wahl der Halteperiode und

�� historischer Beobachtungszeitraum und Aktualisierung der Datenreihen�

Diese Punkte werden im folgenden diskutiert �vgl� Eidgen�ossische Bankenkommission
��� � S� �� f���

Die Periodizit�at der Value�at�Risk�Sch�atzungen muss ein Tag betragen� K�urzere In�
tervalle w�aren prinzipiell denkbar� sind aber vom damit verbundenen Aufwand nicht
realistisch�

Das Kon�denzniveau � der Value�at�Risk�Sch�atzung soll 

� betragen� Dies ist
Ausdruck einer sehr vorsichtigen und konservativen Absch�atzung des Marktrisikos�
Aus statistischer Sicht ist gegen diese Wahl anzuf�uhren� dass bei der Sch�atzung von
sehr kleinen Quantilen wie dem ���Quantil oft nur wenige Beobachtungsdaten zur
Verf�ugung stehen� was zu hohen Sch�atzfehlern f�uhren kann�

Die Halteperiode und somit der Prognosehorizont wurde auf zehn Handelstage festge�
legt� Werden Halteperioden von einem Tag verwendet� so m�ussen die entsprechenden
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Value�at�Risk�Werte durch Multiplikation mit dem Faktor
p

�� auf eine Halteperiode
von zehn Tagen umgerechnet werden� Der Basler Ausschuss geht implizit von einer
De�nition des Value�at�Risk bez�uglich der Anfangsinvestition aus� Wird eine De�ni�
tion bez�uglich des Erwartungswertes verwendet� muss zus�atzlich der Erwartunsgwert
mit dem Faktor Zehn multipliziert werden�

Zur Wahl der Halteperiode von zehn Tagen sind folgende kritischen Anmerkungen an�
zubringen� Es ist unwahrscheinlich� dass Portfolios aus verschiedenen Anlagen in ihrer
Zusammensetzung �uber zehn Tage konstant bleiben� allein der Verfall von Optionen
kann zu einer Ver�anderung der Portfoliozusammensetzung f�uhren� Bei solch langen
Haltedauern wird auf diese Weise ein Value�at�Risk f�ur ein Portfolio berechnet� das
so am Ende der Halteperiode nicht mehr existiert� Zudem k�onnen im Verlauf von zehn
Tagen sehr starke Kursschwankungen an den B�orsen auftreten� die so in den Value�
at�Risk�Sch�atzungen keine ausreichende Ber�ucksichtigung �nden� Besonders kritisch
ist die Umrechnung von eint�agiger auf zehnt�agige Halteperioden zu beurteilen� Bei
der Anwendung des Multiplikationsfaktors

p
�� wird implizit davon ausgegangen� dass

Renditeverteilungen durch eine Normalverteilung approximiert werden k�onnen �vgl�
Zimmermann ���� und Kapitel ��� Die Approximationsfehler der Normalverteilung
wurden bereits hinreichend diskutiert� Es ist allerdings anzumerken� dass es sich bei
dieser M�oglichkeit zur Umrechnung nur um eine �Ubergangsregelung �ohne Angabe
von Fristen� handelt �vgl� Eidgen�ossische Bankenkommission ��� � S� ����

Ein alternativer Vorschlag zur Festlegung der Halteperiode und des Kon�denzniveaus
stammt von J� P� Morgan� Sie schlagen eint�agige Halteperioden und Kon�denzni�
veaus von 
�� vor �vgl� J� P� Morgan ��� � S� ��� Daneben verwenden Banken f�ur
interne Zwecke die unterschiedlichsten Konstellationen �vgl� Johanning ��� � S� 	� f���
Welche Halteperioden und Kon�denzniveaus sinnvolle Value�at�Risk�Sch�atzungen
liefern� kann nur im Rahmen empirischer Studien untersucht werden� Auch hier will
die vorliegende Arbeit einen Beitrag leisten�

Der historische Beobachtungszeitraum wurde auf mindestens ein Jahr festgelegt� Hier
musste ein Kompromiss gefunden werden� Lange historische Datenreihen verbessern
auf der einen Seite die statistischen Eigenschaften einer Sch�atzung� k�onnen auf der an�
deren Seite zu einer zu starken Ber�ucksichtigung historischer� die Zukunft ungen�ugend
beschreibender Situationen f�uhren�

Die Datenreihen und damit alle darauf basierenden Sch�atzungen� wie zum Beispiel
Modellparameter� m�ussen mindestens quartalsweise oder� falls es die Marktbedingun�
gen erfordern� sofort aktualisiert werden� Diese Formulierung ist allerdings zu unscharf
und l�asst einiges an Interpretationsspielraum zu� Im Sinne einer m�oglichst zeitsimul�
tanen Verfolgung der Marktver�anderungen� sollte eine t�agliche Aktualisierung vorge�
nommen werden�

Neben diesen quantitativen Anforderungen werden auch qualitative Anforderungen
formuliert� Sie betre�en zum Beispiel organisatorische Fragestellungen innerhalb ei�
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ner Unternehmung� die zur Messung von Marktrisken verp�ichtet ist� und spielen
damit im folgenden keine Rolle�

Wichtig ist dagegen die Vorgehensweise� wie aus den Value�at�Risk�Sch�atzungen die
H�ohe der Eigenmittel abgeleitet werden muss� die zur Absicherung der Marktrisiken
eingesetzt werden m�ussen� Gem�ass Richtlinien der Eidgen�ossischen Bankenkommis�
sion ergeben sich diese Eigenkapitalanforderungen aus dem gr�osseren der folgenden
zwei Betr�age �vgl� Eidgen�ossische Bankenkommission ��� � S� ����

�� dem aktuell ermittelten Value�at�Risk�

�� dem Durchschnitt der Value�at�Risk�Sch�atzungen der �� unmittelbar vorange�
henden Handelstage� multipliziert mit einem Faktor von mindestens Drei�

Die H�ohe des Multiplikationsfaktors richtet sich vor allem nach der Prognoseg�ute des
Modells� das durch eine Bank verwendet wird� und kann bei Bedarf erh�oht werden�
Im Kapitel � wird darauf genauer eingegangen�

Die Abw�agung zwischen dem aktuellen Value�at�Risk und dem dreifachen sechzigt�agi�
gen Durchschnitt erscheint wenig sinnvoll� Durch Multiplikation mit dem Faktor Drei
werden nur in Ausnahmef�allen die aktuellsten Value�at�Risk�Sch�atzungen zur Eigen�
mittelunterlegung herangezogen �vgl� B�uhler und Schmidt ��� � S� �	�� Da historische
Informationen zum Beispiel in den Parametersch�atzungen der Modelle enthalten sind�
wird zudem die Vergangenheit in doppelter Weise ber�ucksichtigt� In den folgenden
Kapiteln wird deshalb ein modi�ziertes Verfahren untersucht� zur Ermittlung des Ei�
genkapitalbedarfs werden die aktuellen Value�at�Risk�Sch�atzungen mit dem Faktor
Drei multipliziert� So werden die aktuellen Marktentwicklungen besser ber�ucksichtigt�

Der Multiplikationsfaktor wurde vom Basler Aussschuss eingef�uhrt� um Schw�achen
einzelner Modelle abzufangen� Gegen diesen Faktor werden die meisten Gegenargu�
mente angef�uhrt� Nach diesen Richtlinien existieren f�ur solche Schw�achen mehrere
Gr�unde �vgl� Basle Committee on Banking Supervision �
 � S� � f��� Zun�achst zei�
gen empirische Renditeverteilungen Fat Tails �vgl� auch Abschnitt ����	�� die etwa
durch eine Approximation mit einer Normalverteilung nicht ber�ucksichtigt werden�
Inkonsistent ist dann� dass Value�at�Risk�Sch�atzungen� die auf Modellen beruhen�
welche empirische Verteilungen gut approximieren� trotzdem mit Drei zu multiplizie�
ren sind� Bei einer Halteperiode von zehn Tagen sind Renditen zudem zunehmend
normalverteilt und weisen weniger ausgepr�agte Fat Tails auf� Das Argument f�ur den
Multiplikationsfaktor verliert somit an �Uberzeugungskraft�

Weiter wird angef�uhrt� dass die Vergangenheit nicht immer eine gute Approximation
f�ur die Zukunft darstellt� Dieses Problem wird immer bestehen� Durch den Multi�
plikationsfaktor sollen Risiken abgefangen werden� die sich aus aussergew�ohnlichen
Marktver�anderungen und die sich durch Handelsaktivit�aten innerhalb eines Tages er�
geben� da Value�at�Risk�Sch�atzungen in der Regel auf Tagesendpositionen beruhen�
Prinzipiell w�aren Intraday�VaR�Sch�atzungen m�oglich� praktisch aber kaum umzu�
setzen� Schliesslich soll der Multiplikationsfaktor vereinfachende Annahmen bei der
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Bewertung von komplexen Instrumenten wie Optionen abfangen�

Gerade dieser letzte Grund und das Argument der unzureichenden Ber�ucksichtigung
von Fat Tails bieten keinen Anreiz�

�
bessere� Modelle zu entwickeln� Allerdings wer�

den
�
schlechte� Modelle durch eine Erh�ohung des Multiplikationsfaktors bestraft �vgl�

Eigen�ossische Bankenkommission ��� � S� �� f���

Ein wichtiger Punkt innerhalb der regulatorischen Richtlinien betri�t die Behandlung
von Optionen� Die Eidgen�ossische Bankenkommission geht implizit davon aus� dass
zur Sch�atzung des Value�at�Risk bei Optionen ein Optionspreismodell verwendet wird
�vgl� Eidgen�ossische Bankenkommission ��� � S� ���� zum Beispiel das Black�Scholes�
Modell �vgl� Abschnitt ������� Entwickelt man etwa f�ur die Black�Scholes�Formel
die Wert�anderung des Optionspreises in eine Taylor�Reihe� lassen sich verschiedene
Faktoren identi�zieren� von denen diese Wert�anderung abh�angig ist �vgl� Jorion ��� �
S� �	� ���� Die Eidgen�ossische Bankenkommission verlangt nun� dass mindestens drei
solche Faktoren zu ber�ucksichtigen sind� Dabei handelt es sich um �Anderungen auf�
grund von Preis�anderungen des Basisinstruments �sogenanntes Delta�� �Anderungen
des Delta aufgrund von Preis�anderungen des Basisinstruments zur Ber�ucksichtigung
des nichtlinearen Charakters von Optionen �sogenanntes Gamma� und Ver�anderun�
gen im Optionswert aufgrund sich �andernder Volatilit�aten f�ur das Basisinstrument
�sogenanntes Vega�� Im Fall der Black�Scholes�Formel kann dann unter Verwendung
der f�ur die Black�Scholes�Formel geltenden Annahmen ein einfacher Ausdruck f�ur
den Value�at�Risk hergeleitet werden� der eine einfache Sch�atzung zul�asst� F�ur ge�
nauere Sch�atzungen muss eine Renditeverteilung f�ur eine Option verwendet werden�
was jedoch mit einem erh�ohten Aufwand verbunden ist�

An der generellen Verwendung von Optionspreismodellen f�uhrt allerdings kein Weg
vorbei� So sind historische Zeitreihen von Optionen oft viel zu kurz� etwa bei Laufzei�
ten von nur drei Monaten� und zudem oft nicht vollst�andig �vgl� hierzu auch die empi�
rische Untersuchung zu Optionspreismodellen in Abschnitt ��	�� Das heisst� die Stich�
probenumf�ange historischer Daten sind oft zu klein� um daraus verl�assliche Value�at�
Risks zu sch�atzen�

Ein letzter� aber deshalb nicht weniger wichtiger Punkt� betri�t die Zulassung von Ver�
fahren� mit denen Renditeverteilungen als Grundlage von Value�at�Risk�Sch�atzungen
generiert werden d�urfen� Hier werden vom Basler Ausschuss und von der Eidgen�ossi�
schen Bankenkommission die Monte�Carlo�Methode� die historische Simulation und
der Varianz�Kovarianz�Ansatz zugelassen �vgl� Basle Committee on Banking Super�
vision �
 � Eidgen�ossische Bankenkommission ��� � S� ���� Diese Verfahren werden im
folgenden Abschnitt diskutiert�


���� Verfahren zur Generierung von Renditeverteilungen

Der Value�at�Risk ist aus einer Renditeverteilung zu sch�atzen� Es ist klar zu trennen�
wie man zu einer solchen Renditeverteilung kommt und wie dann der Value�at�Risk
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zu sch�atzen ist� beziehungsweise welches Verfahren zur Quantilsch�atzung verwendet
wird� Diese Trennung ist in der Literatur nur sehr unscharf vorhanden� so wird oft von
Verfahren zur Value�at�Risk�Sch�atzung gesprochen� gemeint ist aber die Generierung
von Renditeverteilungen �vgl� zum Beispiel Johanning ��� � S� �� ���� Deshalb werden
in diesem Abschnitt Verfahren zur Erzeugung solcher Renditeverteilungen vorgestellt�
Den Methoden um den Value�at�Risk zu sch�atzen� ist dann ein weiteres Kapitel vor�
behalten�

Geeignete und von der Eidgen�ossischen Bankenkommission zugelassene Verfahren sind
der Varianz�Kovarianz�Ansatz� die historische Simulation sowie die Monte�Carlo�
Simulation� Eine Diskussion des Varianz�Kovarianz�Ansatzes macht nur f�ur Portfoli�
os Sinn� Die beiden verbleibenden Methoden werden dagegen f�ur eine Anwendung auf
eine einzelne Anlage diskutiert� sie k�onnen aber auch auf den Fall des Portfolios erwei�
tert werden� Eine vereinfachte� die zugrundeliegenden Ideen aber besser herausarbei�
tende Darstellung ist auf diese Weise m�oglich� Zudem werden in den noch folgenden
empirischen Studien historische Simulationen und Monte�Carlo�Simulationen auf ein�
zelne Anlagen angewandt� Dies erm�oglicht es� besser zwischen Aktien und Optionen
zu trennen als dies bei Betrachtung von gemischten Aktien� und Optionsportfolios
m�oglich w�are�

Varianz	Kovarianz	Ansatz

Im folgenden wird zun�achst ein Portfolio aus N Basisanlagen mit relativen Werten
wi �i � �	 � � � 	 N �

PN
i�� wi � �� betrachtet� das keine Optionen enthalten soll� Die

Gewichte wi seien zum Vektor w 	 �w�	 � � � 	 wn�� � RN zusammengefasst�

Der Varianz�Kovarianz�Ansatz beruht auf der zentralen Annahme� dass zeitlich auf�
einanderfolgende Renditen � im folgenden als relative Preis�anderungen angenommen�
da in diesem Fall eine Portfoliorendite einfach zu berechnen ist � aller Anlagen un�
abh�angig� identisch und gemeinsam normalverteilt sind �vgl� B�uhler und Schmidt ��� �
S� �� f�� B�uhler et al� ��	 � S� ��� Johanning ��� � S� �� f��� Dies bedeutet� dass die
gemeinsame Dichte der Renditen Rt 	 �R�

t 	 � � � 	 R
N
t �� durch eine multivariate Normal�

verteilung gegeben ist� Die Portfoliorendite RPortfolio
t �

PN
i��wiR

i
t ist damit ebenfalls

normalverteilt mit Erwartungswert

�Portfolio � w� � 	

wobei � 	 ���	 � � � 	 �n�� � RN den Vektor der Erwartungswerte der Einzelrenditen
darstellt� und mit Varianz

��Portfolio � w�
w �


 ist hier die Varianz�Kovarianz�Matrix


 	

�BBB�
��� ��� � � � ��N
��� ��� � � � ��N
���

���
� � �

���
�N� �N� � � � ��N

�CCCA �



���� Value�at�Risk als Risikomass ���

Erwartungswerte �i und Varianzen ��i �i � �	 � � � 	 N � der Einzelrenditen lassen sich
aus historischen Daten sch�atzen �vgl� Abschnitt ����	�� ebenso die Kovarianzen �ij
�i	 j � �	 � � � 	 N	 i �� j� zwischen Renditen unterschiedlicher Anlagen �vgl� Abschnitt
����	��

Der Value�at�Risk des gesamten Portfolios ergibt sich schliesslich mit Hilfe des
p�����Quantils z��p� der Standardnormalverteilung bez�uglich des Erwartungswer�
tes �vgl� Gleichung ���	�� als

V aR � �W� �z��p�� �Portfolio� 	

beziehungsweise bez�uglich der Anfangsinvestition �vgl� Gleichung ������ als

V aR � �W� z
��p� �

Der Wert des Portfolios zu Beginn der Halteperiode ist hierbei mit W� bezeichnet� Ei�
ne Sch�atzung des Value�at�Risk ist damit nicht notwendig� wohl aber die Sch�atzung
der Varianzen und Kovarianzen der unterstellten multivariaten Normalverteilung�

Sind Optionen im Portfolio enthalten� sollte der Varianz�Kovarianz�Ansatz nicht
mehr verwendet werden� Renditen von Optionen sind nicht mehr normalverteilt� son�
dern zeigen in der Regel asymmetrische und schiefe Verteilungen� Die dem Varianz�
Kovarianz�Ansatz zugrundeliegenden Annahmen sind dann verletzt� �Ahnliche Pro�
bleme treten auf� wenn Kurse von einer W�ahrung in eine andere umzurechnen sind�
Hier sind zwei Zufallsvariablen miteinander zu multiplizieren� was selbst bei einer
Normalverteilungsannahme f�ur die einzelnen Zufallsvariablen keine normalverteilte
Zufallsvariable ergibt �vgl� B�uhler et al� ��	 � S� �����

Der Varianz�Kovarianz�Ansatz f�uhrt auf einfache Weise zu Value�at�Risk�Werten�
Dieser Vorteil ist auf die Normalverteilungsannahme f�ur die Renditeverteilung zur�uck�
zuf�uhren� einer Annahme� die f�ur reale Renditen nicht haltbar ist �vgl� Kapitel ���
Enthalten Portfolios zudem Optionen oder Anlagen in unterschiedlichen W�ahrungen�
so sind Approximationen zu verwenden�

Historische Simulation

Betrachtet man nur eine einzelne Anlage� zum Beispiel eine Aktie� so l�asst sich die
historische Simulation sehr einfach darstellen� Aus einer Stichprobe von historischen
Renditen� die als unabh�angig und identisch verteilt angenommen werden �vgl� Butler
und Schachter ��� � S� 	��� Huschens ��� � S� �� ���� wird der Value�at�Risk �uber Glei�
chung ���	� oder ����� gesch�atzt� Erwartungswert und Quantil werden dazu aus der
Stichprobe der historischen Renditen gesch�atzt� Der Zeitraum� �uber den die Renditen
berechnet werden� muss daher der L�ange der Halteperiode entsprechen� Die histori�
sche Simulation beinhaltet eine implizite Modellbildung� Es wird angenommen� dass
eine Renditeverteilung� gesch�atzt auf Grundlage eines historischen Zeitraums� genau
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die Verteilung zuk�unftiger Renditen beschreibt und dass die Renditen i�i�d� sind� Ab�
bildung ��	 gibt diese Zusammenh�ange schematisch wieder� Ausgehend vom aktuellen

t0-k Zeit tt0-1 t0 t0+1

rt0-1 rt0
rt0-k

Abbildung ��	� Grundidee der historischen Simulation�

Zeitpunkt t� wird eine Stichprobe �k"�� historischer Renditen rt��k	 � � � 	 rt� verwen�
det� um das Quantil einer Verteilung zu sch�atzen� welche die m�oglichen Realisierungen
der Rendite zum Zeitpunkt t� " � prognostiziert� Die Halteperiode ist dabei gerade
die Zeitdi�erenz zwischen t� und t� " ��

Sollen Value�at�Risks f�ur verschiedene Halteperioden gesch�atzt werden� erfordert dies
eine Neuberechnung der Renditen �uber einen entsprechenden Zeithorizont und somit
eine neue Sch�atzung von Erwartungswerten und Quantilen� Werden historische Beob�
achtungszeitr�aume von ��� Handelstagen und zehnt�agige Halteperioden verwendet�
das heisst die Anforderungen des Basler Ausschusses und der Eidgen�ossischen Ban�
kenkommission erf�ullt� so stehen �� sich nicht �uberlappende Renditen als Stichprobe
zur Verf�ugung� Um den Stichprobenumfang zu erh�ohen� kann mit sich �uberlappenden
Zeitr�aumen bei der Renditeberechnung gearbeitet werden� Daf�ur sind diese Rendi�
ten dann korreliert �vgl� Huschens ��� � S� ���� Eine Umrechung der Value�at�Risk�
Sch�atzungen von einer Halteperiode auf eine andere wie in Abschnitt ����� erw�ahnt
�vgl� Huschens ��� �� S� 	�� beruht auf einer expliziten Modellannahme normalverteil�
ter Renditen und widerspricht der Idee der historischen Simulation�

Vorteile der historischen Simulation bestehen darin� durch die Verwendung empiri�
scher Renditeverteilungen auch Eigenschaften wie Fat Tails in die Value�at�Risk�
Sch�atzungen ein�iessen zu lassen� Zudem ist die Umsetzung der Methode in der oben
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beschriebenen Art sehr einfach�

Nachteilig wirkt sich der geringe Stichprobenumfang aus� Gerade in dem f�ur die Quan�
tilsch�atzung notwendigen Teil einer Renditeverteilung stehen oft nur wenige Daten zur
Verf�ugung� Sollen Optionen ber�ucksichtigt werden� muss auf ein Optionspreismodell�
das heisst auf ein explizites Modell und die damit verbundenen Annahmen� zur�uck�
gegri�en werden�

Eine einfache Einf�uhrung in die Methode der historischen Simulation �ndet sich bei
Read �vgl� Read �
� �� eine detaillierte �Ubersicht �uber alle Varianten dieses Verfahrens
hat Huschens �vgl� Huschens ��� � zusammengestellt�

Monte	Carlo	Simulation

Das Verfahren der Monte�Carlo�Simulation wurde bereits in Abschnitt ����� bei der
Erl�auterung der stochastischen Di�erentialgleichungen indirekt angesprochen� Es be�
ruht auf einem stochastischen Modell zur Beschreibung der Dynamik von Aktienkur�
sen� also auf stochastischen Di�erentialgleichungen� Da zeitkontinuierliche Gleichun�
gen f�ur numerische Simulationen nicht verwendet werden k�onnen� muss die stocha�
stische Di�erentialgleichung zeitdiskret approximiert werden� Dazu dient die Euler�
Approximation� die in Abschnitt ����� vorgestellt wurde�

In Abbildung ��� ist die Grundidee der Monte�Carlo�Simulation schematisch wie�
dergegeben� Es werden M Realisierungen von Trajektorien generiert� wobei so viele
Zeitschritte der L�ange #t auszuf�uhren sind� wie zur Erreichung eines bestimmten
Endzeitpunktes T notwendig sind� Man erh�alt so eine simulierte Stichprobe von Ren�
diten� Daraus lassen sich alle gew�unschten statistischen Gr�ossen sch�atzen�

In dieser Arbeit wurden drei explizite Modelle detailliert vorgestellt� die mit der
Monte�Carlo�Methode simuliert werden k�onnen� Es handelt sich um die Geometrische
Brownsche Bewegung� den Sprung�Di�usions�Prozess und das hyperbolische Modell�
f�ur welche die jeweiligen Simulationsgleichungen bereits eingef�uhrt wurden�

Mit der Monte�Carlo�Methode sind einige Vorteile verbunden �vgl� B�uhler et al� ��	 �
S� ��� B�uhler und Schmidt ��� � S� ��� Read �
� � S� � f�� Johanning ��� � S� 	� f���
Werden verschiedene Modelle simuliert� eignet sich die Monte�Carlo�Simulation her�
vorragend� diese expliziten Modelle bez�uglich ihres Modellrisikos zu vergleichen� Es
lassen sich �fast� beliebig grosse Stichproben generieren� was die Sch�atzfehler verrin�
gert� allerdings zu Lasten der Rechenzeit�

Ein wichtiger Punkt ist� dass Optionspreismodelle immer auf Annahmen �uber die Dy�
namik des zugrundeliegenden Instruments basieren� Mit dem Monte�Carlo�Verfahren
k�onnen� im Gegensatz zum Varianz�Kovarianz�Ansatz oder der historischen Simula�
tion� Verteilungen von Optionsrenditen konsistent generiert werden� Dies ist ebenfalls
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Zeit tt0

S0

T

Dichte der
Aktienrenditen

Dichte der
Optionsrenditen

Abbildung ���� Grundidee der Monte�Carlo�Simulation�

in Abbildung ��� erfasst� Wurde eine Verteilung der Preise oder Renditen des Ba�
sisinstruments zu einem bestimmten Zeitpunkt generiert� lassen sich die Preise der
simulierten Stichprobe direkt verwenden� um jeweils mit dem zugeh�origen Options�
preismodell eine Verteilung der Optionspreise und damit der Optionsrenditen zu be�
stimmen� Der nichtlineare Charakter von Optionen wird somit vollumf�anglich und
nicht nur approximativ erfasst�

Die Parameter der dynamischen Modelle sind aus historischen Daten zu sch�atzen �vgl�
Abschnitt ����	�� Werden diese Parameter auf Tagesbasis gesch�atzt� lassen sich belie�
bige Halteperioden f�ur die Value�at�Risk�Sch�atzung verwenden� indem entsprechend
viele �Tages�� Zeitschritte ausgef�uhrt werden� Auf Umrechnungen der Value�at�Risk�
Sch�atzungen kann ebenso verzichtet werden wie auf eine Neuberechnung der Renditen
bei der historischen Simulation� Die Monte�Carlo�Methode besitzt allerdings einen
sehr grossen Nachteil� Trotz der sehr raschen Entwicklung der Computerleistungen�
sind die Rechenzeiten und damit der numerische Aufwand nach wie vor sehr hoch�

In dieser Arbeit wird der Varianz�Kovarianz�Ansatz nicht verwendet� Er beruht auf
einer Reihe sehr vereinfachender Annahmen� Die historische Simulation wird ein�
gesetzt� da sich mit ihr sehr einfach Renditeverteilungen erzeugen lassen� Anhand
dieser empirischen Renditeverteilungen lassen sich zum Beispiel auch verschiedene
Quantilsch�atzer testen� Die Monte�Carlo�Simulation eignet sich zur �Uberpr�ufung von
Modellrisiken expliziter Modelle und wird deshalb sowohl f�ur Aktien als auch f�ur Ak�
tienoptionen verwendet� im Gegensatz zur historischen Simulation� die auf Aktien
beschr�ankt bleibt�
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Wird zudem mit Hilfe des Monte�Carlo�Verfahrens die Geometrische Brownsche Be�
wegung f�ur eine einzelne Anlage simuliert� so entsprechen die Resultate denjenigen der
Varianz�Kovarianz�Methode f�ur den Spezialfall eines Portfolios mit nur einer einzigen
Anlage�

��� Lower�Partial�Moments

Ein zum Value�at�Risk alternatives Konzept zur Messung von Marktrisiken� das
vermehrt in der Literatur diskutiert wird� ist das Konzept der sogenannten Lower�
Partial�Moments �untere partielle Momente� �vgl� Brachinger ��� � Brachinger ��� ��
Diese Momente enthalten als Spezialfall den Value�at�Risk und sind mit der Varianz
verwandt�


���� De�niton der Lower�Partial�Moments

Die Lower�Partial�Moments k�ter Ordnung einer Zufallsvariablen r mit Verteilung
F �r� sind de�niert durch �vgl� Brachinger ��� � Brachinger ��� � Schr�oder ���� � S� �
�

LPMk�z� 	
Z z

��
�z � r�k dF �r� � �����

Im Fall von Renditeverteilungen wird z auch als Zielrendite bezeichnet� Solche Ziel�
renditen werden vom Investor vorgegeben� zum Beispiel durch einen Geldmarktsatz�
Der Begri� Lower r�uhrt daher� dass nur Auspr�agungen unterhalb der Zielrendite er�
fasst werden� Da nicht die gesamte Verteilung betrachtet wird� werden sogenannte
partielle Momente bestimmt�

Die Lower�Partial�Moments enthalten folgende Spezialf�alle� F�ur k � � ergibt sich
einfach der Wert der Verteilungsfunktion F an der Stelle der Zielrendite� LPM� �
���� beispielsweise bedeutet� dass die erwartete Unterschreitung der Zielrendite ��
betr�agt� F�ur k � � weisen die Lower�Partial�Moments eine grosse �Ahnlichkeit zur
Varianz auf� Wird als Zielrendite die erwartete Rendite eingesetzt� so ergibt sich
gerade die halbe Varianz dieser Verteilung und wird daher als Semivarianz bezeichnet�
Der Value�at�Risk kann aus dem Lower�Partial�Moment mit k � � abgeleitet werden�
indem als Zielrendite gerade das zum Value�at�Risk geh�orende Quantil r��p� einer
Renditeverteilung gew�ahlt wird �vgl� Schr�oder ���� � S� �
�� Es gilt

LPM��r
��p�� �

Z r��p�

��
dF �r� � P �R � r��p�� � F �r��p�� 	

woraus sich durch Invertierung der Verteilungsfunktion r��p� bestimmen l�asst�

r��p� � F���LPM�� �
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���� Ein verallgemeinerter Value�at�Risk�Ansatz

Beim Value�at�Risk�Konzept wird ein Kon�denzniveau beziehungsweise eine Rest�
wahrscheinlichkeit vorgegeben� Der Value�at�Risk ergibt sich dann durch Auswertung
der Umkehrfunktion der Renditeverteilung�

Die Lower�Partial�Moments bilden die Basis f�ur allgemeinere Value�at�Risk�Masse
�vgl� Schr�oder ���� � S� 
� f��� Statt eine Restwahrscheinlichkeit vorzugeben� wird nun
der Wert des Integrals Sk

Sk 	
Z V aRk

��
�V aRk � r�k dF �r� �����

vorgegeben� Durch Invertierung kann der zu Sk geh�orende verallgemeinerte Value�
at�Risk V aRk bestimmt werden� F�ur k � � ist dies der

�
klassische� Value�at�Risk�

f�ur k � � ist S� als Erwartungswert desjenigen Teils der Verteilung zu verstehen� der
sich links vom V aR� be�ndet� F�ur k � � ist die Interpretation allerdings schwieriger�
Auch ist nicht klar� welche Werte f�ur Sk sinnvollerweise vorzugeben sind�


���� Value�at�Risk und Lower�Partial�Moments als Spezial�
fall der Stoneschen Risikomasse

In der Literatur wurde darauf hingewiesen �vgl� Brachinger ��� �� dass Value�at�Risk
und Lower�Partial�Moments nicht als eigenst�andige Risikomasse zu betrachten sind�
Sie ergeben sich vielmehr aus einem allgemeineren Ansatz� den sogenannten Stone�
schen Risikomassen� zwei Familien von dreiparametrischen Massen �vgl� Stone ���
 ��

Die erste Familie der Stoneschen Risikomasse ist de�niert durch

RS��r� 	
Z q

��
jr� pjk dF �r� � �����

Der Parameter p ist das Referenzniveau bez�uglich dem die Abweichungen gemessen
werden� Die Potenz k � � legt die Gewichtung der Abweichungen fest� Die Integral�
grenze q bestimmt� welche Renditen zur Bestimmung des Risikomasses herangezogen
werden�

Die zweite Familile ergibt sich als k�te Wurzel �k 
 �� der ersten Familie�

RS��r� 	 �RS��r��
�
k � �����

Die Lower�Partial�Moments ergeben sich unmittelbar als Spezialfall des ersten Sto�
neschen Risikomasses� wenn q � p � z gesetzt wird� Der Value�at�Risk ergibt sich
nicht ganz so unmittelbar� Mit k � � erh�alt man zun�achst die Wahrscheinlichkeit�
dass Renditen kleiner als der Wert q auftreten� Gibt man f�ur diese Wahrscheinlichkeit
einen festen Wert vor und l�ost unter Verwendung der Umkehrfunktion der Vertei�
lungsfunktion nach q auf� ist dies das f�ur den Value�at�Risk ben�otigte Quantil der
Renditeverteilung �vgl� Brachinger ��� ��
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���� Literatur	uberblick 	uber die Verwendung von Finanz�
marktmodellen als Basis f	ur Value�at�Risk�Sch	atzun�

gen

Dieser Abschnitt gibt einen kurzen Literatur�uberblick �uber die Verwendung verschie�
dener Finanzmarktmodelle als Basis f�ur Value�at�Risk�Sch�atzungen� Bei diesen Mo�
dellen handelt es sich um diejenigen� die in Kapitel 	 vorgestellt wurden�

Eine der vielen Studien� die sich mit der Value�at�Risk�Sch�atzung auf Grundlage
der Geometrischen Brownschen Bewegung besch�aftigt� ist beispielsweise diejenige von
B�uhler et al� ��	 �

Ein empirischer Vergleich von Value�at�Risk�Sch�atzungen auf Basis einer Normalver�
teilung und einer Mischung von zwei Normalverteilungen f�ur Renditen von verschie�
denen Wechselkursen ergibt

�
genauere�� Value�at�Risk�Sch�atzungen f�ur den Fall der

Mischung �vgl� Venkataraman ���� �� Monte�Carlo�Simulationen auf Basis einer Mi�
schung zweier Normalverteilungen zur Sch�atzung des Value�at�Risk werden in Engel
und Gizycki ��� im Vergleich mit einer Vielzahl anderer Modelle f�ur Renditen ver�
schiedener Wechselkurse pr�asentiert�

Eine Anwendung der Student t�Verteilung bei Value�at�Risk�Sch�atzungen �ndet sich
bei Venkataraman ���� � wenn auch nicht als umfassende empirische Studie�

Eine Diskussion des Sprung�Di�usions�Prozesses im Zusammenhang mit Value�at�
Risk�Sch�atzungen �ndet sich bei Du�e und Pan �	� � Eine umfassende empirische
Untersuchung dieses Modells als Grundlage f�ur Value�at�Risk�Sch�atzungen existiert
nach Kenntnis des Autors nicht�

Value�at�Risk�Sch�atzungen auf Grundlage der hyperbolischen Verteilung ergeben ge�
gen�uber der Normalverteilung

�
bessere� Resultate �vgl� Eberlein et al� ��� � Weber

���	 ��

Eine neuere Studie� die auf Grundlage der Stabilen Pareto�Verteilung Value�at�Risk�
Sch�atzungen f�ur Tagesrenditen verschiedener Wechselkurse und Aktienindizes vor�
nimmt� ergibt im Vergleich zur Normalverteilung eine h�ohere

�
Genauigkeit� dieser

Sch�atzungen �vgl� Khindanova et al� ��� ��

Ein �Uberblick �uber empirische Untersuchungen von ARCH� und GARCH�Modellen
f�ur Volatilit�aten auf Aktienm�arkten �ndet sich bei Hamilton �vgl� ��� � S� ����� Ein
empirischer Vergleich verschiedener GARCH�Modelle als Grundlage f�ur Value�at�
Risk�Sch�atzungen �ndet sich bei Engel und Gizycki ��� � Portmann und Wegmann �
	 
untersuchen ein GARCH�Modell im Zusammenhang mit Value�at�Risk�Sch�atzungen

�Was unter einer
�
genauen� Value�at�Risk�Sch
atzung zu verstehen ist� wird in Kapitel �

thematisiert�
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f�ur ein aus schweizerischen Aktien bestehendes Portfolio�



Kapitel �

Quantilsch�atzung und

Sch�atzung von

Lower�Partial�Moments

��� Einleitung

In diesem Kapitel wird ein �Uberblick �uber die wichtigsten bekannten und in dieser
Arbeit verwendeten Verfahren zur Sch�atzung eines Quantils und zur Sch�atzung der
Lower�Partial�Moments gegeben� Verfahren zur Sch�atzung von Quantilen sind in der
Statistik seit Langem bekannnt� Sie erleben aber seit der Diskussion um den Value�
at�Risk geradezu eine Renaissance�

Grunds�atzlich bestehen zwei Ans�atze� um das Problem der Quantil� und LPM�
Sch�atzung anzugehen� der nichtparametrische und der parametrische Ansatz� Bei
den nichtparametrischen Verfahren werden direkt anhand der empirischen Daten
Sch�atzungen vorgenommen� das heisst ohne Annahmen �uber die Verteilung der Daten�
Hingegen werden bei den parametrischen Verfahren zun�achst Annahmen �uber die den
Daten zugrundeliegende Verteilung getro�en und anschliessend die Parameter dieser
Verteilung gesch�atzt� Auf Basis dieser Sch�atzung k�onnen dann Quantile und Lower�
Partial�Moments der Verteilung gesch�atzt werden� Bei den zuletzt angesprochenen
Verfahren reduziert sich das Problem auf den ersten Blick also auf eine Parame�
tersch�atzung� Sind aber

�
falsche� Annahmen �uber die Verteilung getro�en worden�

so wirkt sich dies in einem systematischen Fehler in der Sch�atzung der interessieren�
den Gr�osse aus� Deshalb ist eine sorgf�altige �Uberpr�ufung der Verteilungsannahmen
unerl�asslich und in diesem Sinne sind die nichtparametrischen Verfahren gegen�uber
den parametrischen Verfahren im Vorteil�

Neben der Methodik� wie eine bestimmte Gr�osse zu sch�atzen ist� wird im folgenden
auch immer die numerische Umsetzung dieser Methodik angesprochen� da zu den

��	
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stets vorhandenen statistischen Sch�atzfehlern numerische Fehler hinzukommen� Dies
ist zum Beispiel der Fall� wenn f�ur einen Sch�atzwert ein Integral auf numerischem
Weg auszuwerten ist� Diese numerischen Fehler gilt es m�oglichst klein zu halten� Da�
zu liefert die numerische Mathematik oft auch Absch�atzungen �uber deren Gr�osse�

Es wird im folgenden davon ausgegangen� dass eine Stichprobe von Renditen r�	 � � � 	 rn
vorliegt� Die wahre Dichte der Renditen sei mit f�r� bezeichnet�

��� Nichtparametrische Sch�atzverfahren

Bei den nichtparametrischen Methoden werden zun�achst diejenigen Verfahren vor�
gestellt� welche direkt die Daten einer Stichprobe als Grundlage f�ur die Sch�atzung
von Quantilen und Lower�Partial�Moments verwenden� anschliessend wird auf die
Verwendung eines Kerndichtesch�atzers eingegangen�

����� Quantilsch	atzung bei klassierten Daten

Liegen klassierte Daten in Form eines Histogrammes vor� kann das p�����Quantil
folgendermassen gesch�atzt werden �vgl� Hartung ��� � S� 	� f���

�r��p� � wo
j�� "

p� �F �wo
j���

pj
�wo

j � wo
j��� � �����

Mit j wird dabei die Einfallsklasse des p�����Quantils bezeichnet� Die Obergrenze
der j�ten Klasse ist wo

j � die relative H�au�gkeit der j�ten Klasse ist pj � Mit �F wird die
empirische Verteilungsfunktion bezeichnet� Es wird in der Einfallsklasse des Quantils
linear interpoliert�

����� Sch	atzung des Quantils aus einer geordneten Stichprobe

Wird das p�����Quantil r��p� aus einer geordneten Stichprobe gesch�atzt� so wird
dies auch als Perzentilsmethode bezeichnet �vgl� Hartung ��� � S� 	� f�� Rinne ���� �
S� 	�� und Davis und Steinberg �	� � S� ��� f��� Sei die geordnete Stichprobe �nach
Umnumerierung� gegeben durch r� � � � � � rn� Eine Sch�atzung f�ur das Quantil ergibt
sich dann aus

�r��p� � rbnpc�� � �����

Hierbei ist b�c die Gauss�Klammer� Asymptotisch� das heisst f�ur grosse n� gilt f�ur den
Stichprobenquantilsch�atzer

�r��p� � N

�
r��p��

p��� p�

nf��r��p��

�
� ���	�

Der asymptotische Standardfehler des Stichprobenquantilsch�atzers ist somit

s�e���r��p�� �

s
p��� p�

nf��r��p��
�����
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und zum Kon�denzniveau ��� �� l�asst sich das Kon�denzintervall�
�r��p� � z�����

s
p��� p�

nf��r��p��

�
�����

angeben� wobei z����� das �� � ���� �����Quantil der Standardnormalverteilung
darstellt� In den Standardfehler geht die wahre Dichte f�r� explizit ein� In der Regel
ist diese Dichte unbekannt� so dass die Angabe eines Kon�denzintervalls nicht m�oglich
ist� Ein approximatives Kon�denzintervall kann aber wie folgt konstruiert werden
�vgl� Ridder �

 �� Sei r��p� das wahre p�����Quantil� F�ur ein Kon�denzintervall
zum Kon�denzniveau �� � gilt die Wahrscheinlichkeit

P �rk � r��p� � rl� � �� � � �����

Gesucht sind nun die ganzen Zahlen k und l� so dass Bedingung ����� erf�ullt ist� Die
Werte rk und rl sind hierbei Elemente der geordneten Stichprobe vom Umfang n� Be�
zeichnet man mit X die Anzahl derjenigen Beobachtungen� die kleiner als das wahre
p�����Quantil sind� so ist X eine binomialverteilte Zufallsvariable mit Erfolgswahr�
scheinlichkeit p und eine zu Gleichung ����� �aquivalente Formulierung des Problems
ist gegeben durch�

P �k � X � l � �� �
l��X
j�k

�
n

j

�
pj��� p�n�j � �� � � �����

In der Regel wird es nicht m�oglich sein� Werte f�ur k und l zu �nden� so dass Gleichung
����� exakt erf�ullt wird� Zur Bestimmung dieser Werte werden daher zwei Ersatzkri�
terien herangezogen�

��� l � k m�oglichst klein 	

���
l��X
j�k

�
n

j

�
pj��� p�n�j 
 �� � �

Ein Problem tritt bei der Berechnung der Binomialkoe�zienten auf� da hier sehr grosse
Fakult�aten n$ berechnet werden m�ussen� die numerisch ungef�ahr f�ur n � �� nicht mehr
zug�anglich sind� Deshalb wird f�ur p � ��� und n � 	� die Binomialverteilung durch
eine Poissonverteilung mit Parameter 
 � n � p approximiert�

l��X
j�k

�
n

j

�
pj��� j�n�j 
 exp��n � p�

l��X
j�k

�n � p�j
j$

� �����

F�ur mehrere F�alle zwischen ��� und ���� Tagesrenditen� was einer Beobachtungs�
periode von ein bis zehn Jahre entspricht� sind die Werte f�ur k und l bei einem
Kon�denzniveau von approximativ 
�� des Kon�denzintervalls und f�ur zwei h�au�g
verwendete Quantile mit p � ���� und p � ���� in Tabelle ��� wiedergegeben� Sie
wurden mit einem Spreadsheet�Programm berechnet�
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n p ��� �� k l
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�
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��� ���� ����� �� ��

��� ���� ����� ��� ���

Tabelle ���� Kon�denzintervalle bei nichtpara�
metrischer Quantilsch�atzung�

����� Sch	atzer f	ur Lower�Partial�Moments

Betrachtet man noch einmal die De�nition der k�ten unteren partiellen Momente� so
sind diese gegeben durch

LPMk�z� 	
Z z

��
�z � r�k dF �r� � ���
�

F�ur k � � und z � � entspricht dies der unteren Semivarianz� Die Grundidee besteht
nun darin� die Lower�Partial�Moments in Analogie zum Stichprobenvarianzsch�atzer
zu sch�atzen�

�LPMk�z� �
�

n

X
rj�z

�z � rj�
k � ������

Werden klassierte Daten zur Sch�atzung der Lower�Partial�Moments herangezogen�
ergibt sich wiederum in Analogie zur Varianzsch�atzung

�LPM
�

k�z� �
X
r
�

j
�z

�z � r
�

j�
k pi 	 ������

wobei r
�

j die Klassenmitte der j�ten Klasse und pj deren relativen H�au�gkeit bezeich�
nen�
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��� Kerndichtesch�atzer

����� Einleitung

Histogramme sind dann keine gute Darstellung f�ur die Dichte� wenn die Annahme
gleichverteilter Beobachtungen in jeder Klasse nicht zu rechtfertigen ist� Dies ist zum
Beispiel bei Renditeverteilungen vor allem in den Enden der Verteilung� auf die es
bei der Quantilsch�atzung ankommt� der Fall� Deshalb wird versucht� eine empirische
Dichte �uber einen Kernsch�atzer zu bestimmen� Dazu wird an �aquidistanten Stellen
des Wertebereichs die empirische Dichte berechnet� Dieselben Stellen und die Funkti�
onswerte der Dichte an diesen Stellen k�onnen dann dazu genutzt werden� um �uber nu�
merische Integrationsverfahren statistische Gr�ossen zu berechnen� Eine hervorragende
Darstellung der Kerndichtesch�atzung �ndet sich bei Silverman ���� � Eine Anwendung
auf Value�at�Risk�Sch�atzungen zeigen Butler und Schachter ��� und Ridder ���� �

����� Kerndichtesch	atzer� Kernfunktion und Bandbreite

Sei wieder eine Stichprobe von Beobachtungen r�	 � � � 	 rn einer Zufallsvariablen r ge�
geben� Bei einer Kerndichtesch�atzung ist die gewichtete Sch�atzung der Dichte f�r�
gegeben durch

�f �r� �
�Pn

i��wi

nX
i��

wi�h�r � ri� ������

mit Gewichten wi �wi � ��
Pn

i��wi � n� der einzelnen Beobachtungen� der Band�
breite h und dem sogenannten Kern �h� Der Kern �h ist mit dem Spektralfenster
zur Gl�attung von Stichprobenspektren vergleichbar� Es existiert eine Vielzahl von
verschiedenen Kernen �vgl� Hartung ��� � S� ��� ���� Im folgenden wird der Gausskern

�h�r� �
�p

��h�
exp

�
� r�

�h�

�
����	�

verwendet� was der mit der Bandbreite h reskalierten Dichte der Standardnormalver�
teilung entspricht� Die optimale Bandbreite hopt des Kerns ist f�ur h� � und nh�

durch

hopt �

�
�

�
p
�n
R

�f ���r���dr

����

������

bestimmt �vgl� Silverman ���� � S� �� ���� Dieser optimale Wert kann jedoch nicht
berechnet werden� da die wahre Dichte f und deren Ableitungen unbekannt bleiben�
Silverman gibt als Abhilfe eine einfache Regel zur approximativen Bestimmung von
hopt an �vgl� Silverman ���� � S� �����

hopt 
 ��
 min���	 �Q� �Q�����	��n���� � ������

Q� und Q� sind dabei das ���� und das ����Quantil der Stichprobe� welche aus
der geordneten Stichprobe gesch�atzt werden k�onnen �vgl� Abschnitt ������� �� ist die
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Stichprobenstandardabweichung� Wird dagegen eine alternative approximative Fen�
sterbreite von h 
 ���� ��n���� verwendet �vgl� Silverman ���� � S� �� und Ridder
���� � S� ����� so kann dies zu negativen Funktionswerten f�uhren� womit die gesch�atz�
te Funktion keine Dichte mehr ist�

����� Binning

Eine direkte Sch�atzung �f der Dichte gem�ass Gleichung ������ an einer Stelle r be�
ansprucht n Berechnungen der Kernfunktion� Wird die Dichte an jedem Punkt einer
Partition mit g St�utzstellen des Wertebereichs gesch�atzt� ben�otigt man schon n � g
solche Berechnungen� F�ur grosse Datens�atze wird die Rechenzeit daher sehr gross�
Deshalb werden die Daten diskreten Kategorien zugeordnet� �ahnlich der Einteilung
in Klassen bei Histogrammen� Dieser Vorgang wird als Binning bezeichnet�

Die einfachste M�oglichkeit des Binning besteht darin� die Beobachtungen r�	 � � � 	 rn
einer �aquidistanten Partition x�	 x�	 � � � 	 xg mit Gitterabstand � zuzuordnen� indem
eine Beobachtung ri zusammen mit ihrem Gewicht wi der ihr am n�achsten gelege�
nen St�utzstelle xj zugeordnet wird� Ist diese Zuordnung abgeschlossen� so besitzt jede
St�utzstelle xj ein Gewicht cj � welches sich als Summe der Gewichte wi ergibt� die
dieser St�utzstelle zugeordnet wurden� Es gilt daher

Pn
i��wi �

Pg
j�� cj � n�

Ersetzt man die Paare �ri	 wi� �i � �	 � � � 	 n�� gebildet aus der Beobachtung ri und
zugeh�origem Gewicht wi dieser Beobachtung� durch �xj 	 cj� �j � �	 � � � 	 g� schreibt
sich die Dichtesch�atzung an einem Punkt x als

�f�x� �
�

n

gX
i�j

cj �h�x � xj� � ������

F�ur die g St�utzstellen x�	 � � � 	 xg erh�alt man als Sch�atzungen

�f �xi� �
�

n

gX
j��

cj �h�xi � xj� ������

oder �aquivalent dazu

�f �xi� �
�

n

gX
j��

cj �h�ji � jj�� � ������

����� Faltung

Betrachtet man Gleichung ������ genauer� so f�allt auf� dass es sich hierbei um die Fal�
tung zweier Funktionen respektive Vektoren handelt �vgl� Wegman ���� � S� 	�
 ���
Wegman ���� � S� 	�
 f��� Einer dieser Vektoren enth�alt die Werte des Kerns an
den verschiedenen St�utzstellen� der andere Vektor stellt die Gewichte cj dar und

die Dichtesch�atzung �f ist das Faltungsprodukt beider Vektoren �vgl� Bronstein und
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Semendjajew ��� � S� ����� Die nun folgenden Ausf�uhrungen dienen dazu� die beiden
Vektoren auf eine Form zu bringen� die einen e�zienten Einsatz von Fast�Fourier�
Transformations�Routinen zur Berechnung der Faltung erlauben� Zu diesem Zweck
werden zwei Vektoren

K 	 �

n
��h���	 �h���	 � � � 	 �h��g � ������ und

C 	 �c�	 c�	 � � � 	 cg�
�

de�niert� Sehr viele Komponenten des Vektors K sind sehr klein und die numerisch
kleinen Komponenten �h�i�� werden gleich Null gesetzt� falls

�� i

h

�� � �� Man de�niert
dar�uber die Zahl l � min�g� �	 �h��� als das gr�osste ganzzahlige Vielfache von �� bei
welchem �h�l�� verschieden von Null ist� Sei weiter m die kleinste Potenz von zwei�
die gr�osser als g " l " � ist��

m � �ceil�log��g�l���� � ����
�

Die Vektoren K und C werden schliesslich noch modi�ziert� Der Vektor K wird
�
sym�

metrisiert� und
�
in der Mitte mit Nullen aufgef�ullt�� so dass sich

K �
�

n
��h���	 �h���	 � � � 	 �h�l��� �z �

l��

	 �	 � � � 	 �� �z �
m��l��

	 �h�l��	 � � � 	 �h���� �z �
l

�� ������

mit K � Rm ergibt� Der Vektor C wird auf dieselbe Dimension m gebracht� indem
mit Nullen aufgef�ullt wird�

C � �c�	 c�	 � � � 	 cg	 �	 � � � 	 �� �z �
m�g

�� � ������

Die Faltung K � C ist so ein m�dimensionaler Vektor� dessen erste g Komponenten
gerade die Sch�atzungen �f �xi� �i � �	 � � � 	 g� enthalten� In der modi�zierten Form der
Vektoren K und C k�onnen die Fast�Fourier�Transformations�Routinen aus Numeri�
cal Recipes �vgl� Press et al� �
� � S� �	� ��� angewendet werden� um die Faltung zu
berechnen�

����� Sch	atzung von Quantilen und Lower�Partial�Moments

Die Dichte f liegt nun in Form der Sch�atzungen �f �xi� an den St�utzstellen xi �i �
�	 � � � 	 g� vor� Diese St�utzstellen und die Funktionswerte an diesen Stellen k�onnen nun
verwendet werden� um das Integral� �uber welches das QuantilZ r��p�

��
f�r� dr � p ������

�ceil��� ist die kleinste ganze Zahl� die gr
osser als das Argument ist� Viele Programmiersprachen
stellen Funktionen desselben Namens zur Verf
ugung� die gerade dies leisten�
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und das Integral� �uber welches die Lower�Partial�Moments

LPMk�z� �

Z z

��
�z � r�k f�r� dr � ����	�

de�niert sind� mittels numerischer Integration auszuwerten �vgl� Ridder ���� �
S� ��� ���� Da der Wert r��p� und die Zielrendite z in der Regel zwischen zwei St�utz�
stellen xl und xl�� fallen� werden die Integrale jeweils bis zu den Grenzen xl und xl��
berechnet und anschliessend wird zwischen den gefundenen Werten interpoliert� F�ur
die untere Grenze bei der numerischen Integration m�ussen die ersten St�utzstellen so
gew�ahlt werden� dass sich als Dichtesch�atzungen Werte ergeben� die nahezu Null sind�

Das vom Autor erstellte Programm
�
kernel� nimmt eine Kerndichtesch�atzung nach

der beschriebenen Methode vor und erlaubt ebenso die Sch�atzung von Quantilen und
Lower�Partial�Moments�

��� Parametrische Sch�atzverfahren

Bei den parametrischen Verfahren zur Sch�atzung von Quantilen und Lower�Partial�
Moments sind zwei Alternativen zu unterscheiden� Bei der ersten Variante werden
Verteilungsannahmen getro�en� die Parameter der Verteilung gesch�atzt und ansch�
liessend die Bestimmungsgleichungen f�ur das Quantil und die Lower�Partial�Moments
ausgewertet� F�ur die Quantilsch�atzung steht eine weitere Alternative zur Verf�ugung�
die sogenannten Extremwertmodelle� bei denen nur die Enden einer empirischen Ver�
teilung durch spezielle Verteilungen approximiert und die Parameter dieser Verteilun�
gen gesch�atzt werden� Extremwertmodelle werden in dieser Arbeit nicht verwendet�
im Sinne eines vollst�andigen �Uberblicks �uber parametrische Sch�atzverfahren wird die
Grundidee aber erl�autert�

����� Tre�en von Verteilungsannahmen

Bei einer parametrischen Sch�atzung der Quantile und Lower�Partial�Moments verla�
gert sich das Problem auf die Sch�atzung der Parameter der unterstellten Verteilung
und auf die �Uberpr�ufung der Verteilungshypothesen�

Quantilsch�atzung

Sei f�r	 ��� die gesch�atzte parametrische Verteilung mit gesch�atztem Parametervektor
��� Zur Bestimmung des p�����Quantils r��p� muss folgende Gleichung

F �r�� �

Z r��p�

��
f�r	 ��� dr � p ������
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respektive F �r�� � p � � gel�ost werden� Dies ist also nichts anderes als die Bestim�
mung der Nullstelle einer Funktion� was hier mit der Intervallhalbierungsmethode
�vgl� Press et al� �
� � S� 	�	 ��� gel�ost wird� Dabei werden jeweils die Werte der Ver�
teilungsfunktion F mit Hilfe einer numerischen Integration berechnet�

Quantilsch�atzung bei Normalverteilungsannahme

Wird eine Normalverteilung f�ur die Beobachtungen unterstellt� so ergibt sich als
Sch�atzung f�ur das p�����Quantil in diesem Spezialfall ein ganz einfacher Ausdruck
�vgl� Hartung ��� � S� ����

�r��p� � z��p� �� " �� 	 ������

wobei z��p� das korrespondierende Quantil der Standardnormalverteilung sowie ��
und �� die gesch�atzten Parameter der Normalverteilung darstellen� Im vorliegenden
Fall l�asst sich zum Kon�denzniveau ��� ein asymptotisches Kon�denzintervall �vgl�
Ridder �

 � �

�r��p�� z�����
��p
n

r
� "

�z��p���

�

�
������

angeben� Das entsprechende Quantil z��p� der Standardnormalverteilung kann in
einer Tabelle nachgeschlagen oder �uber numerische Integration berechnet werden�
Am einfachsten und schnellsten f�ur eine numerische Umsetzung ist jedoch eine drit�
te M�oglichkeit� die darin besteht� das Quantil durch einen Quotienten von zwei
Polynomen niedrigen Grades zu approximieren� Diese Methode ist als Hastings�
Approximation bekannt �vgl� Hartung ��� � S� �
��� F�ur � � p � ��� gilt�

�z��p� 
 t� a� " a� t" a� t
�

� " b� t " b� t� " b� t�
������

mit t �
p�� ln�p�� Die Parameter sind konstant und nehmen die Werte a� �

��������� a� � �������	� a� � �����	��� b� � ���	����� b� � ����
��
 und
b� � �����	�� an�

F�ur andere Verteilungen als die Normalverteilung k�onnen Kon�denzintervalle nicht
so leicht angegeben werden�

Sch�atzung der Lower	Partial	Moments

Eine Sch�atzung der Lower Partial Moments erfolgt bei einer parametrisch gesch�atzten
Dichtefunktion f�r	 ��� durch numerische Integration der Gleichung ���
��

����� Extremwertmodelle und Quantilsch	atzung

Die Problematik bei der Quantilsch�atzung besteht oft darin� dass man sich in Berei�
chen der Stichprobe bewegt� in dem nur wenige Beobachtungen vorliegen�
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Bei den Extremwertmodellen �vgl� Embrechts et al� ��	 � Danielsson und de Vries �	� �
Danielsson und de Vries �	� � Danielsson und Hartmann �		 � Emmer et al� ��� � Lux
��� und Ridder �

 � konzentriert man sich zun�achst auf die extremen Werte� das
heisst die kleinste oder die gr�osste Beobachtung� Im folgenden soll eine Stichprobe
von n unabh�angigen Realisierungen r�	 � � � 	 rn einer Verteilung F gegeben sein und
Mn � minfr�	 � � � 	 rng sei die minimale Beobachtung in dieser Stichprobe�

Lassen sich Konstanten cn 
 � und dn � R �nden� so dass

lim
n��Fn�cnr " dn� � H�r� 	

so muss H eine der folgenden Verteilungen sein� Fr�echet� Weibull oder Gumbel� Dies
ist die Aussage des Fisher�Tippet Theorems �vgl� Embrechts et al� ��	 � S� ��� ����
Man sagt auch� dass F im Maximum Domain of Attraction �MDA� von H liegt�
F � MDA�H�� F�ur die drei obigen Verteilungen existiert eine einparametrige Dar�
stellung� die sogenannte verallgemeinerte Extremwertverteilung H� mit Parameter �
�vgl� Embrechts et al� ��	 � S� �����

Ist F � MDA�H�� kann der Parameter � gesch�atzt werden �vgl� Embrechts et al�
��	 � S� 	�� ��� und ein Quantilsch�atzer abgeleitet werden �vgl� Embrechts et al� ��	 �
S� 	�� ����

Der besondere Vorteil der beschriebenen Methode liegt darin� dass Quantile aus�
serhalb des Datenbereichs gesch�atzt werden k�onnen� also das p�����Quantil mit
p � ��n� ohne dass ein Verteilungsmodell f�ur die Daten vorgegeben werden muss�

��
 Beispiel zu den vorgestellten Sch�atzverfahren

Abgerundet wird dieses Kapitel mit der Behandlung eines einfachen Beispiels� mit
dem alle sp�ater verwendeten Verfahren zur Sch�atzung eines Quantils und eines be�
stimmten Lower�Partial�Moments demonstriert werden sollen� Ausgangspunkt ist ei�
ne Stichprobe von ���� mit einem Zufallszahlengenerator erzeugten Zufallszahlen� die
Realisierungen einer standardnormalverteilten Zufallsvariablen darstellen� Werden Er�
wartungswert und Varianz dieser Stichprobe als arithmetisches Mittel beziehungsweise
Stichprobenvarianz gesch�atzt� so ergeben sich �� � �����	� und ��� � ������� Diese
Werte stimmen zwar nicht mit den erwarteten Gr�ossen exakt �uberein� was bei einer
Stichprobe auch nicht anders zu erwarten ist� aber ein Kolmogorov�Smirnov�Test ver�
wirft bei einem Signi�kanzniveau von �� die Normalverteilungshypothese nicht� Fol�
gende Tabelle zeigt Sch�atzwerte f�ur das ���Quantil und das Lower�Partial�Moment
LPM���� mit Zielrendite z � ��� und k � � bei unterschiedlichen Sch�atzmethoden�
Das wahre ���Quantil der Standardnormalverteilung betr�agt ������
� f�ur LPM����
ergibt sich der Wert ����

Da die wahre Dichte eine Standardnormalverteilung ist� wird die parametrische
Sch�atzung als Referenzgr�osse verwendet� um damit die anderen Sch�atzverfahren zu



���� Beispiel ��	

���Quantil LPM����

parametrisch ������	 ������

nichtparametrisch geordnete Stichprobe ����	�� ����	�
Histogramm ��� Klassen� ����	�	 ����	�
Kerndichtesch
atzung �g � 
��� ���	��� ������

Tabelle ���� Beispiel zu Quantil� und LPM�Sch�atzungen�

vergleichen� Ein leicht negatives arithmetisches Mittel und eine leicht �uber Eins lie�
gende Varianz der Stichprobe f�uhren dazu� dass sich ein kleineres Quantil und eine
gr�ossere untere Semivarianz f�ur die vorliegende Stichprobe als bei einer Standard�
normalverteilung ergeben� Die Resultate der parametrischen Sch�atzung folgen dieser
theoretischen �Uberlegung� Vergleicht man die nichtparametrischen Sch�atzungen mit
dem parametrischen Sch�atzwert� so weichen diese jeweils um circa ein Prozent vom
letzteren ab�

Schliesslich lassen sich noch Kon�denzintervalle angeben� Um ein Kon�denzintervall
im Falle der Quantilsch�atzung bei einer geordneten Stichprobe angeben zu k�onnen�
m�ussen zun�achst die Werte f�ur k und l gefunden werden� Diese ergeben sich bei einem
Stichprobenumfang n � ���� und p � ���� zu k � 	� und l � ��� was einem Kon��
denzniveau von 
���� entspricht� Die Intervallgrenzen werden durch den 	��ten und
den ���ten Beobachtungswert in der geordneten Stichprobe bestimmt� was schliesslich
auf das approximative Kon�denzintervall ��������	������ f�uhrt� bei einem gesch�atz�
ten Quantil �r������� � �������� F�ur die parametrische Quantilssch�atzung l�asst sich
ebenfalls auf einfache Weise ein Kon�denzintervall zum Kon�denzniveau 
�� ange�
ben� �����
��	������� bei einem gesch�atzten Quantil �r������� � ����
���
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Kapitel �

Absch�atzung des Modell�

risikos bei Value�at�Risk�

Sch�atzungen

Der Parameter� der das Modellrisiko beschreibt� ist zwar bekannt� aber der Wert
dieses Parameters ist unbekannt und kann auch nicht direkt gesch�atzt werden� Aus
diesem Grund ist man hier auf indirekte Hinweise oder Kriterien angewiesen� Einen
ersten solchen Hinweis auf bestehende Modellrisiken liefern etwa empirische Unter�
suchungen wie sie in Kapitel � vorgestellt wurden� Eine bessere Approximation einer
Modellverteilung an eine empirische Renditeverteilung ist dabei ein wichtiges Indiz
f�ur ein geringeres Modellrisiko�

Es lassen sich allerdings weitere Kriterien zur Absch�atzung von Modellrisiken ange�
ben� Solche Kriterien werden im folgenden vorgestellt und auf ihre Tauglichkeit hin
untersucht� Das sogenannte Backtesting�Verfahren nimmt dabei eine wichtige Rolle
ein� Anschliessend wird das Konzept des Basler Ausschusses f�ur Bankenaufsicht zur
Identi�kation genauer beziehungsweise ungenauer Modelle erl�autert�

Die im folgenden dargestellten Kriterien sind nicht auf die Anwendung bei Value�at�
Risk�Sch�atzungen beschr�ankt� sondern lassen sich teilweise auf andere Risikomasse
�ubertragen� Aber all diese Kriterien � dies kann nicht deutlich genug betont werden
� liefern nur indirekte Hinweise auf das Modellrisiko� Aus einem Wert eines dieser
Kriterien kann nicht direkt auf ein hohes oder ein niedriges Modellrisiko geschlossen
werden� insbesondere dann nicht� wenn nur ein einzelnes Modell analysiert wird� Erst
aus dem Vergleich der Werte eines bestimmten Kriteriums� berechnet f�ur verschiedene
Modelle� lassen sich Aussagen �uber die Modellrisiken der einzelnen Modelle relativ
zueinander ableiten�

���
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�� Ex�ante�Vergleich verschiedener Modelle

Bei Ex�ante�Vergleichen verschiedener Modelle werden Value�at�Risk�Sch�atzungen
direkt miteinander verglichen� Bei Ex�post�Kriterien werden dagegen die Value�at�
Risk�Sch�atzungen zus�atzlich mit tats�achlich eingetretenen Marktver�anderungen ver�
glichen�

Mit Ex�ante�Massen kann das Modellrisiko eines bestimmten Modells nicht ab�
gesch�atzt werden� Vielmehr lassen sich anhand derartiger Masse Fragen beantwor�
ten� welches Modell die konservativsten Sch�atzungen liefert oder wie stark sich die
Sch�atzungen in verschiedenen Modellen voneinander unterscheiden� Bei diesen Ver�
gleichen geht man davon aus� dass die Renditeverteilungen auf dieselbe Art gene�
riert werden� also zum Beispiel mittels Monte�Carlo�Simulationen� und dass derselbe
Sch�atzer f�ur die Sch�atzung des Value�at�Risk respektive des Quantils verwendet wird�
damit sichergestellt ist� dass nur Unterschiede in den Modellen zu Unterschieden in
den Value�at�Risk�Sch�atzungen f�uhren�

Innerhalb eines bestimmten Modells k�onnen auch verschiedene Quantilsch�atzer mit�
einander verglichen werden�

����� Mittlere relative Abweichung

In welchem Umfang verschiedene Modelle �oder verschiedene Quantilsch�atzer� ver�
gleichbare Value�at�Risk�Sch�atzungen liefern� kann durch Berechnung der mittleren
relativen Abweichung �Mean Relative Bias� MRB� untersucht werden �vgl� Engel und
Gizycki ��� � S� �� f�� Hendricks ��� � S� �� f���

Dazu wird das arithmetische Mittel der relativen Abweichungen einer Value�at�Risk�
Sch�atzung in einem bestimmten Modell vom Mittelwert der Value�at�Risk�Sch�atzun�
gen aller Modelle �uber eine bestimmte Beobachtungsperiode bestimmt� Die Beob�
achtungsperiode umfasst t � �	 � � � 	 T Beobachtungen� das heisst Value�at�Risk�
Sch�atzungen� Die mittlere relative Abweichung eines Modells i �i � �	 � � � 	 N � wird
dann bestimmt durch

MRBi �
�

T

TX
t��

V aRi�t � V aRt

V aRt

	 �����

wobei V aRi�t den �gesch�atzten� Value�at�Risk im Modell i zum Zeitpunkt t bezeich�
net und das arithmetische Mittel V aRt �uber alle Modelle gebildet wird�

V aRt �
�

N

NX
i��

V aRi�t � �����



���� Ex�post��Uberpr�ufung ���

����� Mittlere quadratische relative Abweichung

Um systematische Abweichungen eines Modells vom Durchschnitt aller Modelle zu
erfassen und um die Schwankungsh�ohe der Sch�atzungen eines einzelnen Modells zu
bestimmen� wird die die Wurzel aus den mittleren quadratischen relativen Abweichun�
gen �Root Mean Squared Relative Bias� RMSRB� berechnet �vgl� Engel und Gizycki
��� � S� �	 f�� Hendricks ��� � S� �� f���

Der mittlere quadratische relative Abweichung eines Modells i �i � �	 � � � 	 N � �uber
verschiedene Zeitpunkte t wird durch

RMSRBi �

vuut �

T

TX
t��

�
V aRi�t � V aRt

V aRt

��
���	�

bestimmt� Diese Gr�osse misst den Grad der Variabilit�at eines spezi�schen Modells
um einen �uber verschiedene Modelle gebildeten mittleren Value�at�Risk�


�� Ex�post��Uberpr�ufung verschiedener Modelle

durch Backtesting

Kriterien� die eine Absch�atzung des Modellrisikos zulassen� beruhen auf dem als Back�
testing bezeichneten Verfahren� In diesem Abschnitt wird dieses Verfahren vorgestellt
und es werden verschiedene Kriterien zur Absch�atzung des Modellrisikos diskutiert�

����� Grundidee des Backtesting

Wie der Begri� Backtesting vermuten l�asst� werden bei diesem Verfahren Ex�post�
Vergleiche angestellt und zwar zwischen den gesch�atzten� auf einen zuk�unftigen
Zeitraum bezogenen Value�at�Risk�Gr�ossen und den nach Ablauf dieses Zeitraums
tats�achlich eingetretenen Renditen respektive Verlusten� So wird f�ur jeden Handelstag
einer bestimmten Periode ein Value�at�Risk gesch�atzt und nach Ablauf der Halte�
periode mit den tats�achlich eingetretenen Kurs�anderungen verglichen� entweder sind
die Verluste gr�osser als der Value�at�Risk oder der Value�at�Risk wird durch die
eingetretenen Verluste unterschritten�

Unter 	Uberschreitung oder Ausnahme wird der Fall verstanden� wenn ein realisierter
Verlust den gesch�atzten Value�at�Risk �uberschritten hat� Der Begri� 	Uberschreitung
ist dem Begri� Ausnahme vorzuziehen� da �Uberschreitungen des Value�at�Risk in
gewissem Umfang� n�amlich mit der bei der Value�at�Risk�Sch�atzung festgelegten
Restwahrscheinlichkeit� vorkommen d�urfen� Daher wird im folgenden konsequent von
�Uberschreitungen gesprochen� wenn auch der Basler Ausschuss oder die Eidgen�ossi�
sche Bankenkommission den Begri� Ausnahme verwenden�
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����� Verlustfunktion

Mit Hilfe des Konzeptes der Verlustfunktion kann das Verfahren des Backtesting� wie
es vom Basler Ausschuss vorgeschlagen ist� und Alternativen dazu in einen gemein�
samen Rahmen gestellt werden� Das Konzept der Verlustfunktion wurde von Lopez
entwickelt �vgl� Engel und Gizycki ��� � S� �� ���� Danach wird auf Basis eines Mo�
dells i ein Value�at�Risk V aRi�t zum Zeitpunkt t gesch�atzt� Dieser Sch�atzwert wird
dann mit einem realisierten Verlust �Gewinn� am Ende der Halteperiode t " � der
Value�at�Risk�Sch�atzung verglichen� Der Verlust oder Gewinn ist dabei de�niert als
Vt�� 	 �W�rt�� � �W� ln Pt��

Pt
und stellt f�ur den Fall eines Verlustes eine positi�

ve Gr�osse dar� rt�� ist die zum Zeitpunkt t " � tats�achlich eingetretene Rendite� Je
nachdem� ob ein tats�achlich realisierter Verlust gr�osser oder kleiner als die Value�at�
Risk�Sch�atzung ist� ergeben sich unterschiedliche Konsequenzen� Verluste kleiner als
der Value�at�Risk sind abgesichert� Verluste gr�osser als der Value�at�Risk sind nicht
gedeckt�

Diese Zusammenh�ange werden nun in einer sogenannten Verlustfunktion Li�t�� f�ur
ein bestimmtes Modell i zusammengefasst�

Li�t�� �

�
f�Vt��	 V aRi�t� falls Vt�� 
 V aRi�t

g�Vt��	 V aRi�t� falls Vt�� � V aRi�t
� �����

Die Funktionen f und g erf�ullen die Bedingung f��� � g��� und sollen die verschie�
denen Konsequenzen ber�ucksichtigen� je nachdem ob eine �Uberschreitung statt�ndet
oder nicht�

F�ur die Form von f und g werden zwei Ans�atze vorgeschlagen� die nachfolgend dis�
kutiert werden�

Bin�are Verlustfunktion

Wird f�x� 	 � und g�x� 	 � �x gew�ahlt� spricht man von bin	arer Verlustfunktion�
Die H�ohe der �Uberschreitung spielt bei diesem Ansatz keine Rolle �vgl� Engel und
Gizycki ��� � S� �� ����

Die bin�are Verlustfunktion schreibt sich dann als

Li�t�� �

�
� falls Vt�� 
 V aRi�t

� falls Vt�� � V aRi�t
� �����

Wird die bin�are Verlustfunktion auf die einzelnen Handelstage einer bestimmten Pe�
riode angewendet� so wird gez�ahlt� wie oft ein Verlust eingetreten ist� der h�oher als
die Value�at�Risk�Sch�atzung war� Damit wird die Anzahl �Uberschreitungen in dieser
Periode gemessen� Die in einem spezi�schen Modell ex�post bestimmten �Uberschrei�
tungszahlen lassen sich mit den theoretisch erwarteten �Uberschreitungen vergleichen�
und k�onnen zur �Uberpr�ufung dienen� ob die Value�at�Risk�Sch�atzungen auf Grund�
lage eines genauen Modells bestimmt wurden�
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Ein genaues Modell sollte im Durchschnitt zu genau p� �Uberschreitungen des Value�
at�Risk f�uhren� Die Zufallsvariable� die beschreibt� ob eine Kurs�anderung eine �Uber�
schreitung darstellt oder nicht� ist binomialverteilt� Die einzelnen �Uberschreitungen
sind dabei als unabh�angig angenommen� Die Nullhypothese H� lautet nun� eine �Uber�
schreitung des Value�at�Risk�Sch�atzwertes zum Kon�denzniveau p� tritt genau mit
der Wahrscheinlichkeit p� auf� F�ur die Alternativhypothese kann diese Wahrschein�
lichkeit aus der Stichprobe als relative H�au�gkeit der Anzahl beobachteter �Uberschrei�
tungen x und dem Stichprobenumfang T gesch�atzt werden� Die Modellg�ute kann dann
mit einem Likelihood�Ratio�Test �uberpr�uft werden� wobei der Likelihood�Ratio �LR�
durch


 �
��� p�T�x px�

�� x
T

�T�x � x
T

�x �����

gegeben ist �vgl� Kupiec ��� � S� �
 f��� Die Gr�osse �� ln
 ist unter H� asymptotisch
���verteilt mit einem Freiheitsgrad� Nach Festlegung eines Signi�kanzniveaus � kann
der Ablehnungsbereich bestimmt werden� Dies ist in Abbildung ��� f�ur ein Signi�
�kanzniveau � � ��� ein Kon�denzniveau 
�� der Value�at�Risk�Sch�atzung und
T � ��� dargestellt� wobei �������� � 	����� Dieses Vorgehen ergibt die Tabellen ���

�

�

��

��

��

��

� � �� �� �� ��

�� ln


Anzahl �Uberschreitungen x

AblehnungsbereichAblehnungsbereich

� z

�� ln

	����

Abbildung ���� Ablehnungsbereich beim LR�Test bei Signi�kanzniveau � �
��� Kon�denzniveau 
�� und T � ����

und ���� in denen f�ur verschiedene Signi�kanzniveaus und Stichprobenumf�ange T bei
unterschiedlichen Restwahrscheinlichkeiten der Value�at�Risk�Sch�atzung die Nicht�
ablehnungsbereiche von H� eingetragen sind�
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p T���� T����
���� � � x � � � � x � ��
���� � � x � �� �� � x � 	�

Tabelle ���� Nichtablehnungsbereich bei Signi��
kanzniveau � � ���

p T���� T����
���� � � x � � � � x � ��
���� � � x � �� �	 � x � 	


Tabelle ���� Nichtablehnungsbereich bei Signi��
kanzniveau � � ���

Kann die Nullhypothese nicht abgelehnt werden� wird im folgenden ein Modell als
genau oder exakt bezeichnet�

�
Genau� oder

�
exakt� ist damit im folgenden immer im

statistischen Sinne der Nichtablehnung zu verstehen�

Quadratische Verlustfunktion

Um die H�ohe einer �Uberschreitung des Value�at�Risk durch einen tats�achlich eingetre�
tenen Verlust zu ber�ucksichtigen� wird in der Literatur ein weiterer Ansatz diskutiert�
eine sogenannte quadratische Verlustfunktion in der Form �vgl� Engel und Gizycki
��� � S� 	� f��

Li�t�� �

�
� "

�
Vt��
W�

� V aRi�t
W�

��
falls Vt�� 
 V aRi�t

� falls Vt�� � V aRi�t

� �����

Die Gr�osse
�
Vt��
W�

� V aRi�t
W�

��
ist die quadratische H�ohe der �Uberschreitung des Value�

at�Risk�Sch�atzwertes� gegeben eine �Uberschreitung ist eingetreten� Hierbei wird also
die �Uberschreitungsh�ohe im Unterschied zur bin�aren Verlustfunktion mitber�ucksich�
tigt und zwar umso st�arker je h�oher die �Uberschreitung ist� Es ergeben sich bei die�
sem Ansatz aber interpretatorische Schwierigkeiten� Der Value�at�Risk stellt eine
wertm�assige Gr�osse dar� beispielsweise in Schweizer Franken� und ist daher leicht zu
interpretieren� Diese leichte Interpretierbarkeit geht bei der Betrachtung quadrati�
scher �Uberschreitungen verloren�

����� Multiplikator zur Erreichung von genau p Prozent 	Uber�
schreitungen

F�ur eine aus dem Backtesting gegebene Stichprobe von Value�at�Risk�Sch�atzungen
und realisierten Verlusten und eine gegebene Restwahrscheinlichkeit p der Value�at�



���� Ex�post��Uberpr�ufung ���

Risk�Sch�atzung l�asst sich derjenige konstante Multiplikationsfaktor bestimmen� mit
dem alle Value�at�Risk�Sch�atzungen der Stichprobe zu multiplizieren sind� um zu
genau p� �Uberschreitungen zu gelangen �vgl� Engel und Gizycki ��� � S� 	� f�� Hend�
ricks ��� � S� �� f���

Durch diesen Ansatz versucht man� aus einem eventuell ungenauen Modell ein ge�
naues Modell zu machen� Ergibt ein Modell eine gr�ossere H�au�gkeit von �Uberschrei�
tungen als p�� folgt ein Multiplikationsfaktor gr�osser Eins� Ein Faktor kleiner Eins
ergibt sich� wenn auf Grundlage der Modellsch�atzungen weniger als p� �Uberschrei�
tungen auftreten� Bei der praktischen Bestimmung des Multiplikationsfaktors werden
allerdings implizit nur diejenigen �Uber� oder Unterschreitungen des Value�at�Risk
ber�ucksichtigt� die nur wenig vom Value�at�Risk abweichen� Grosse Verluste werden
nicht betrachtet� ebensowenig wie die Verteilung der Verluste� die den Value�at�Risk
�ubersteigen� in die �Uberlegungen einbezogen wird�

����� Mittlerer ungedeckter Verlust im Verh	altnis zum Value�
at�Risk

Die mittlere H�ohe der Verluste� die nicht durch den Value�at�Risk gedeckt werden�
kann durch folgendes Vorgehen ber�ucksichtigt werden� Falls eine �Uberschreitung des
Value�at�Risk�Sch�atzwertes auftritt� wird der Multiplikator bestimmt� mit dem die
Value�at�Risk�Sch�atzung nachtr�aglich multipliziert werden muss� um den aufgetre�
tenen Verlust decken zu k�onnen� Anschliessend wird das arithmetische Mittel der
Multiplikationsfaktoren bestimmt �vgl� Engel und Gizycki ��� � S� 		 f�� Hendricks
��� � S� �� f��� Liegt dieses arithmetische Mittel nahe bei Eins� wird auf ein genaues
Modell geschlossen�

Treten bei zwei verschiedenen Modellen zu gleichen Zeitpunkten �Uberschreitun�
gen auf� so l�auft dieses Kriterium auf einen direkten Vergleich von Value�at�Risk�
Sch�atzungen hinaus� da Verluste und nicht �Uberschreitungsh�ohen betrachtet werden�

����� Maximaler Verlust im Verh	altnis zum Value�at�Risk

Ein weiteres einfaches Kriterium zur �Uberpr�ufung des Modellrisikos besteht darin�
bei einer gegebenen Stichprobe von Value�at�Risk�Sch�atzungen zu Beginn einer Hal�
teperiode und von zugeh�origen tats�achlichen Verlusten am Ende dieser Halteperiode
das Verh�altnis zwischen dem gr�ossten aufgetretenen Verlust und dem zugeh�origen
Value�at�Risk�Sch�atzwert zu bestimmen �vgl� Engel und Gizycki ��� � S� 	� f��� Es
wird angenommen� dass kleinere Verh�altnisse f�ur ein genaues Modell sprechen�

Ein Vergleich dieser im Nachhinein berechneten Gr�osse mit einer theoretisch erwarte�
ten Gr�osse ist aber nur f�ur Modelle m�oglich� welche Verteilungen implizieren� die bei
einer bestimmten Verlustschwelle gestutzt sind� Das heisst die Wahrscheinlichkeit f�ur
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einen Verlust �uber dieser Schwelle muss Null sein� F�ur die in Kapitel � vorgestellten
Modelle ist dies nicht der Fall�

����
 Mittlere erwartete und mittlere tats	achliche 	Uberschrei�
tungsh	ohe

Der Value�at�Risk charakterisiert nur einen einzigen Punkt einer Verlust� oder Ren�
diteverteilung� Die Verwendung von Modellen f�ur diese Verteilungen erlaubt es aber�
zus�atzlich weitere� in den Modellen erwartete Gr�ossen oder Kennzahlen der Verteilung�
mit den tats�achlich realisierten Werten zu vergleichen und so zur Modellvalidierung
einzusetzen�

Was der Value�at�Risk�Ansatz nicht ber�ucksichtigt� ist die H�ohe einer potentiellen
�Uberschreitung des Value�at�Risk�Wertes� So sind beispielsweise Situationen denk�
bar� in denen zwei verschiedene Modelle f�ur die Verteilungen der Renditen oder Ver�
luste zu nahezu identischen Value�at�Risk�Sch�atzungen f�uhren� die Verteilungen der
Verluste oder Renditen jenseits des Value�at�Risk aber sehr verschieden sind �vgl�
zum Beispiel Abbildung ����� Damit sind auch die Wahrscheinlichkeiten f�ur bestimm�
te Verluste� die den Value�at�Risk �ubersteigen� verschieden�

W�unschenswert w�are daher ein Kriterium� welches die Form der Verteilung vor al�
lem in den Enden ber�ucksichtigt� Die �Uberschreitungsh�ohe stellt solch ein Kriterium
dar� Die in einem bestimmten Modell erwarteten �Uberschreitungsh�ohen k�onnen dann
beim Backtesting�Verfahren mit tats�achlich eingetretenen �Uberschreitungsh�ohen ver�
glichen werden�

Dazu wird folgendermassen vorgegangen� zum Zeitpunkt t� dem Beginn der Halte�
periode� wird ein Value�at�Risk gesch�atzt und eine erwartete �Uberschreitungsh�ohe
bestimmt� Diese letztere Gr�osse gibt an� um welchen Betrag der Value�at�Risk �uber�
schritten wird� gegeben eine �Uberschreitung tritt auf� Dies ist eine erwartete Gr�osse
und h�angt vom gew�ahlten Modell ab� Am Ende der Halteperiode� zum Zeitpunkt t"��
wird nun ein Backtesting durchgef�uhrt� Es wird untersucht� wie hoch der eingetrete�
ne tats�achliche Verlust ist� ob eine �Uberschreitung des Value�at�Risk�Sch�atzwertes
eingetreten ist� und wenn ja� um welchen Betrag der Value�at�Risk�Sch�atzwert �uber�
schritten wurde�

Dieses Vorgehen wird nun f�ur alle T Handelstage einer bestimmten Periode� beispiels�
weise eines Jahres� wiederholt� Man erh�alt so T Value�at�Risk�Sch�atzungen und T
erwartete �Uberschreitungsh�ohen� Das bei der Value�at�Risk�Sch�atzung vorgegebene
Kon�denzniveau wird dann mit der Anzahl tats�achlich eingetretener �Uberschreitun�
gen verglichen �vgl� Abschnitt ������� Zus�atzlich wird aus den T erwarteten �Uber�
schreitungsh�ohen das arithmetische Mittel errechnet und mit dem arithmetischen
Mittel der tats�achlich eingetretenen �Uberschreitungsh�ohen verglichen� Als �Uberschrei�
tungsh�ohe kann nun eine absolute und eine relative Gr�osse betrachtet werden�
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Absolute �Uberschreitungsh�ohen

Die absolute �Uberschreitungsh�ohe UHi�t�� im Modell i zum Zeitpunkt t " � des
Backtesting�Verfahrens ist de�niert durch

UHi�t�� �

�
Vt�� � V aRi�t falls Vt�� 
 V aRi�t

� falls Vt�� � V aRi�t
� �����

Dies stellt im Prinzip wieder eine bestimmte Wahl f�ur die in Abschnitt ����� disku�
tierten Verlustfunktionen dar�

Bei einem Stichprobenumfang von T Value�at�Risk�Sch�atzungen� sei die Anzahl
�Uberschreitungen im Modell i mit xi �i � �	 � � � 	 N � bezeichnet� Damit l�asst sich
die mittlere tats�achliche �Uberschreitungsh�ohe UHi des Modells i �uber

UHi �

	
TX
t��

UHi�t��



�

xi
���
�

bestimmen� Diese ex�post bestimmte Gr�osse kann mit einer in einem spezi�schen
Modell berechneten Gr�osse verglichen werden� n�amlich dem arithmetischen Mittel
der erwarteten �Uberschreitungsh�ohen� Die erwartete �Uberschreitungsh�ohe EUHi�t im
Modell i ergibt sich als Di�erenz zwischen dem bedingten Erwartungswert der Verlu�
ste� gegeben eine �Uberscheitung des Value�at�Risk tritt ein� und dem Value�at�Risk
selbst �vgl� J� P� Morgan ��� � S� ��� ����

EUHi�t � E�Vi�tjVi�t 
 V aRi�t � V aRi�t � ������

Die Verluste V sind nun zus�atzlich mit i indexiert� da es sich nicht um realisierte�
sondern um in einem gegebenen Modell i mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit
verteilte hypothetische Verluste handelt�

Der bedingte Erwartungswert der Verlustverteilung l�asst sich �uber

E�Vi�tjVi�t 
 V aRi�t �
�

p

Z �

V aRi�t

Vi�t dF �Vi�t� ������

bestimmen oder bei Verwendung einer Renditeverteilung �uber

E�ri�tjri�t � r�i�t �
�

p

Z r�i�t

��
ri�t dF �ri�t� ������

auswerten� Das Kon�denzniveau der Value�at�Risk�Sch�atzung ist dabei mit p be�
zeichnet� r�i�t stellt das zum Value�at�Risk V aRi�t geh�orende Quantil der Verteilung
der Renditen ri�t im Modell i zum Zeitpunkt t dar� Selbstverst�andlich sind f�ur V aRi�t

oder r�i�t die jeweiligen im Modell i bestimmten Sch�atzwerte einzusetzen�
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Schliesslich l�asst sich die mittlere erwartete �Uberschreitungsh�ohe EUHi berechnen�

EUHi �
�

T

TX
t��

EUHi�t � ����	�

Durch den Vergleich von mittlerer erwarteter und mittlerer tats�achlicher �Uberschrei�
tungsh�ohe� l�asst sich das Verhalten der Modellverteilungen in deren Enden ber�uck�
sichtigen� zumindest in Form des ersten �bedingten� Moments� Je besser die erwartete
�Uberschreitungsh�ohe mit der tats�achlichen �Uberschreitungsh�ohe �ubereinstimmt� de�
sto geringer sollte das Modellrisiko des verwendeten Modells sein�

Relative �Uberschreitungsh�ohen

Bisher wurden die �Uberschreitungsh�ohen absolut betrachtet� sie lassen sich aber auch
in Beziehung zum jeweiligen Value�at�Risk setzen� Die relative tats�achliche �Uber�
schreitungsh�ohe RUHi�t�� ist dann gegeben durch

RUHi�t�� �

�
Vt���V aRi�t

V aRi�t
falls Vt�� 
 V aRi�t

� falls Vt�� � V aRi�t

	 ������

die relative erwartete �Uberschreitungsh�ohe durch

REUHi�t �
E�Vi�tjVi�t 
 V aRi�t � V aRi�t

V aRi�t
� ������

Die jeweiligen arithmetischen Mittel ergeben sich aus

RUHi �

	
TX
t��

RUHi�t��



�

xi
������

und

REUHi �
�

T

TX
t��

REUHi�t � ������

Ein Mass� welches sowohl die Anzahl xi der �Uberschreitungen ber�ucksichtigt als auch
die H�ohe einer solchen �Uberschreitung� kann als gewichtete Summe von �Uberschrei�
tungsh�au�gkeit und tats�achlicher mittlerer relativer �Uberschreitungsh�ohe konstruiert
werden�

KOMBi � w
xi
T

" ���w�RUHi � ������

Dabei bezeichnet w den Gewichtungsparameter� wobei � � w � � gilt� Diese Gr�osse
wird aus den am Ende einer Halteperiode beobachteten Verlusten und �Uberschreitun�
gen bestimmt� Dieser Gr�osse steht die entsprechende im Modell i erwartete Gr�osse

EKOMBi � w p" ���w�REUHi ����
�

gegen�uber� Sie wird aus den am Anfang einer Halteperiode berechneten Werten be�
stimmt�
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����� Korrelation zwischen Verlusten oder Gewinnen und den
Value�at�Risk�Sch	atzungen

Steigt die Varianz der Gewinn� und Verlustverteilung respektive einer Renditevertei�
lung im Zeitablauf aufgrund einer zunehmenden Volatilit�at der M�arkte an� so werden
extreme Ereignisse wahrscheinlicher� Damit wird die Frage aufgeworfen� ob die ein�
zelnen Modelle und die auf dieser Grundlage gesch�atzten Value�at�Risk�Werte dieser
Tendenz folgen k�onnen�

In den Modellen der Geometrischen Brownschen Bewegung� des Sprung�Di�usions�
Prozesses und der hyperbolischen Verteilung werden konstante Varianzen der Rendite�
verteilungen angenommen� Durch t�agliche Neusch�atzung der Modellparameter sollten
ansteigende Varianzen zumindest zeitverz�ogert in die Sch�atzungen ein�iessen�

Ob dies in ausreichendem Masse statt�ndet� l�asst sich durch eine Sch�atzung der
zeitlichen Korrelation zwischen Value�at�Risk�Sch�atzungen und absoluten Werten
der eingetretenen Gewinne oder Verluste beziehungsweise Renditen analysieren �vgl�
Engel und Gizycki ��� � S� 	� ��� Hendricks ��� � S� �	 f��� Dazu wird der Rang�
Korrelationskoe�zient nach Kendall gesch�atzt �vgl� Hartung ��� � S� �� ���� Dieses
Vorgehen erfordert keine Kenntnis �uber die Verteilung der Renditen �Gewinne oder
Verluste� und der Value�at�Risk�Sch�atzungen�

Wird mit Vt die Zeitreihe der absoluten Gewinne und Verluste und mit V aRt die
Zeitreihe der Value�at�Risk�Sch�atzungen bezeichnet �t � �	 � � � 	 T �� so wird jedem
Wert Vs und V aRs �� � s � T � ein Rang zugeordnet� welcher die Stellung des Wertes
bez�uglich seiner Gr�osse in der gesamten Reihe angibt� Sei mit Xs der Rang von Vs
und mit Ys derjenige von V aRs bezeichnet� F�ur die Sch�atzung des Korrelationsko�
e�zienten � nach Kendall ist nun nur die relative Ordnung der R�ange der beiden
Zeitreihen zu bestimmen� dass heisst die Werte der beiden Zeitreihen m�ussen nicht
sortiert werden �f�ur Details siehe Press et al� �
� � S� ��� ����

Unter der Nullhypothese� dass zwischen den Werten der beiden Zeitreihen keine Kor�
relation besteht� ist der Korrelationskoe�zient � asymptotisch normalverteilt mit Er�
wartungswert Null und Varianz

var��  �
�T " ��


T �T � ��
�

Es kann in diesem Zusammenhang erwartet werden� dass die Modelle Phasen mit
ansteigender Volatilit�at noch folgen k�onnen� abnehmende Volatilit�aten aber nur un�
zureichend ber�ucksichtigt werden� Der Grund ist darin zu sehen� dass Renditen� die
f�ur eine hohe Volatilit�at verantwortlich waren� noch �uber einen gewissen Zeitraum
in der Stichprobe historischer Renditen� die etwa zur Parametersch�atzung verwendet
werden� vorhanden sind�
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����� Eingesetzte Kriterien

In den in den folgenden Kapiteln durchzuf�uhrenden empirischen Studien werden ver�
schiedene der vorgestellten Kriterien zur Absch�atzung des Modellrisikos angewendet�

F�ur einen Vergleich verschiedener Quantilsch�atzer und f�ur eine erste Gegen�uberstel�
lung der verschiedenen Modelle werden die mittleren relativen Abweichungen �MRB�
und die Wurzel der mittleren quadratischen Abweichungen �RMSRB� bestimmt� Die�
se Gr�ossen sind leicht anzuwenden� beruhen aber auf einer ex�ante Betrachtung�

Als Masse� die die Idee des Backtesting ausnutzen� werden die bin�are Verlustfunktion�
die tats�achliche und erwartete relative �Uberschreitungsh�ohe sowie die Korrelationen
zwischen absoluten Renditen und Value�at�Risk�Sch�atzungen angewandt� Auf die
quadratische Verlustfunktion wird wegen der mangelnden Interpretierbarkeit verzich�
tet�

Der Korrelationskoe�zient nach Kendall wird mit Hilfe einer Routine von Numerical
Recipes �vgl� Press et al� �
� � S� ��� ��� gesch�atzt� die als zus�atzliche Informationen die
Anzahl Standardabweichungen von Null und einen sogenannten p�Value zur�uckgibt�
Der p�Value gibt die Wahrscheinlichkeit an� dass die Testgr�osse �hier eines zweiseiti�
gen Tests� einen gr�osseren Wert annimmt als berechnet wurde� Sehr kleine p�Values
deuten auf eine Ablehnung der Nullhypothese hin� Die Nullhypothese besteht im vor�
liegenden Fall aus der Hypothese unkorrelierter Zeitreihen�

Alle �ubrigen Kriterien� also der Multiplikator zur Erreichung von genau p Prozent
�Uberschreitungen� der mittlere ungedeckte Verlust im Verh�altnis zum Value�at�Risk
und der maximale Verlust im Verh�altnis zum Value�at�Risk �nden keine Anwendung�


�� Das Ampelkonzept des Basler Ausschusses f�ur

Bankenaufsicht

Auch bei den Au�agen zum Backtesting�Verfahren orientiert sich die Eidgen�ossische
Bankenkommission am Basler Ausschuss f�ur Bankenaufsicht� Je nach Ausgang des
Backtestings wird festgelegt� ob der Multiplikationsfaktor� mit dem die Value�at�
Risk�Sch�atzungen zu multiplizieren sind um zur Eigenkapitalunterlegung zu gelan�
gen� allenfalls erh�oht werden muss� Dazu hat der Basler Ausschuss das sogenannte
Ampelkonzept entwickelt� Als Kriterium f�ur die Identi�kation von genauen und un�
genauen Modellen und damit f�ur die Gestaltung des Multiplikationsfaktors wird die
Anzahl �Uberschreitungen verwendet� also auf das Konzept der bin�aren Verlustfunkti�
on zur�uckgegri�en �vgl� Basle Committee on Banking Supervision ��� � Eidgen�ossische
Bankenkommission ��� ��

Die R�uckvergleiche m�ussen auf einer Stichprobe von ��� historischen Beobachtungen
durchgef�uhrt werden� Sehen die Richtlinien f�ur die Value�at�Risk�Sch�atzungen als



��	� Ampelkonzept ���

Grundlage f�ur die Eigenkapitalunterlegung eine Halteperiode von zehn Tagen vor� so
m�ussen nun mit eint�agiger Halteperiode gesch�atzte Value�at�Risks herangezogen wer�
den� jeweils bei einem Kon�denzniveau von 

� �vgl� Basle Committee on Banking
Supervision ��� � S� � ��� Eigen�ossische Bankenkommission ��� � S� �� ���� Hier handelt
es sich um eine schwer verst�andliche Regelung� Aufgrund der Backtesting�Resultate�
die f�ur eint�agige Halteperioden erzielt werden� werden Aussagen �uber eine m�ogliche
Erh�ohung des Multiplikationsfaktors bei zehnt�agiger Halteperiode abgeleitet� Die sta�
tistischen Eigenschaften von Tages� und Zehntagesrenditen sind aber in der Regel
deutlich voneinander verschieden �vgl� Kapitel ���

Mit dem Ampelkonzept wird festgelegt� ob und um wieviel der Multiplikationsfaktor
erh�oht werden soll� Diese Erh�ohung richtet sich nach der Anzahl �Uberschreitungen
der Value�at�Risk�Sch�atzungen �vgl� Basle Committee on Banking Supervision ��� �
S� � ��� Eidgen�ossische Bankenkommission ��� � S� �� f��� Tabelle ��	 gibt die detail�
lierten Bedingungen wieder� In der gr�unen Zone wird davon ausgegangen� dass ein

Zone Anzahl 
Uberschreitungen Multiplikationsfaktor

gr
un � bis � ����
gelb � ����

� ����
	 ����
� ��	�
� ����

rot �� und mehr ����

Tabelle ��	� Festlegung des Multiplikators nach dem Am�
pelkonzept�

Modell genau ist� Konsequenzen sind daher nicht notwendig� Die Interpretation der
gelben Zone ist nicht ganz klar� Eine in diese Zone fallende Anzahl von �Uberschrei�
tungen kann entweder durch ein ungenaues aber auch durchaus durch ein genaues
Modell verursacht werden� Zur

�
Sicherheit� wird verlangt� dass der Multiplikations�

faktor erh�oht wird� und zwar umso st�arker je gr�osser die Anzahl �Uberschreitungen
ist� In der roten Zone wird auf jeden Fall angenommen� dass ein ungenaues Modell
vorliegt� Eine Erh�ohung des Multiplikators auf den Wert Vier ist die Folge�

F�ur die Festlegung der Zonen sind statistische �Uberlegungen zu den Fehlern �� und
�� Art verantwortlich� Ausgangspunkt dieser �Uberlegung ist� dass der Value�at�Risk
bei einem Kon�denzniveau von 

� gesch�atzt wird� dass heisst bei einer Restwahr�
scheinlichkeit von p � ��� Ein genaues Modell sollte also �� �Uberschreitungen liefern�
ein ungenaues Modell entsprechend mehr� Genauso deutet eine zu geringe �Uberschrei�
tungszahl auf ein ungenaues Modell hin �vgl� Basle Committee on Banking Supervi�
sion ��� � Table ���
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Man nimmt zun�achst an� dass ein genaues Modell vorliegt� Die Wahrscheinlichkeit�
dass ein bestimmter Wert eine �Uberschreitung darstellt� betr�agt p � ��� Die Anzahl
der �Uberschreitungen ist eine binomialverteilte Zufallsvariable �vgl� Abschnitt �������
Die Wahrscheinlichkeit f�ur x �Uberschreitungen ist daher durch�

T

x

�
px��� p�T�x

gegeben� wobei T den Stichprobenumfang bezeichnet� Tabelle ��� gibt in der zweiten
Spalte dar�uber Auskunft� wie gross die Wahrscheinlichkeit f�ur jeweils genau x �Uber�
schreitungen ist� bei einem Stichprobenumfang T � ���� Die Fehler �� Art� also die

Anzahl 
Uberschreitungen x Wahrscheinlichkeit Wahrscheinlichkeit f
ur Fehler �� Art

� ���� ������
� 
���� �����

 
��	� 	����
� 
���� ���	�
� ����� 
��
�
� ��	� �����
� 
�	� ����

Tabelle ���� Festlegung der Zonen anhand der Fehler �� Art� Annahme eines
genauen Modells mit p � ��� Stichprobenumfang T � ����

Wahrscheinlichkeit� dass ein genaues Modell als ungenau eingestuft wird� sind in der
dritten Spalte eingetragen� Sie ergeben sich f�ur eine bestimmte Zeile in der dritten
Spalte durch Subtraktion der kumulierten Einzelwahrscheinlichkeiten in der zweiten
Spalte �exklusive der betrachteten Zeile� von ����� Wird nun bei einer Anzahl �Uber�
schreitungen x� die Grenze zwischen einem genauen und einem ungenauen Modell
gezogen� was impliziert� dass bei x� � � �Uberschreitungen noch ein genaues Modell
vorliegen soll� gibt die dritte Spalte f�ur diese Grenze Auskunft �uber die Wahrschein�
lichkeit� dass ein Modell als ungenau eingestuft wird� obwohl es genau ist�

Durch Abw�agung dieser Fehler �� Art k�onnen die Zonengrenzen bestimmt werden�
wobei dazu auch �Uberlegungen zum Fehler �� Art ein�iessen� dem Fehler also� ein
ungenaues Modell als genau einzustufen� Dazu nimmt man beispielsweise an� dass ein
Modell vorliegt� bei dem in p � �� der F�alle eine �Uberschreitung auftritt und nicht�
wie gefordert� mit der Wahrscheinlichkeit p � ���

In Tabelle ��� sind in der zweiten Spalte die Wahrscheinlichkeiten f�ur genau x �Uber�
schreitungen bei einer angenommenen Restwahrscheinlichkeit p � �� eingetragen�
Die dritte Spalte enth�alt die Fehler �� Art� sie ergeben sich aus Kumulation der Ein�
zelwahrscheinlichkeiten� Wenn bei x� wieder die Grenze gezogen wird� das heisst x���
�Uberschreitungen werden zugelassen� um ein genaues Modell zu charakterisieren� kann
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Anzahl 
Uberschreitungen x Wahrscheinlichkeit Wahrscheinlichkeit f
ur Fehler 
� Art

� ���� ����
� ���� ����

 ���� ����
� ����� �
�
�
� �	�	� 
��
�
� �	�	� �����
� ����� �����

Tabelle ���� Festlegung der Zonen anhand der Fehler �� Art� Annahme eines
ungenauen Modells mit p � ��� Stichprobenumfang T � ����

in der dritten Spalte abgelesen werden� wie gross bei dieser Grenze die Wahrschein�
lichkeit ist� ein ungenaues Modell nicht als solches zu identi�zieren�

Die Einteilung der verschiedenen Zonen erfolgt so durch subjektive Abw�agung der
Fehler �� und �� Art� Analoge �Uberlegungen lassen sich f�ur andere Stichproben�
umf�ange oder andere Kon�denzniveaus der Value�at�Risk�Sch�atzungen anstellen�
ebenso k�onnen die Multiplikationsfaktoren f�ur andere Kon�denzniveaus umgerech�
net werden �vgl� Johanning ��� � S� ��	 f���
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Kapitel �

Langzeitstudie Swiss Market

Index

Ziel dieses und des darau�olgenden Kapitels ist eine Absch�atzung des Modellrisikos
bei verschiedenen expliziten Modellen und der historischen Simulation� Als Bewer�
tungsmassstab werden die in Kapitel � diskutierten Kriterien herangezogen� Im Rah�
men der Gesamtzielsetzung dieser Arbeit stellen also die folgenden Untersuchungen
den zentralen Bestandteil der Arbeit dar�

Als Grundlage f�ur die empirische Analyse wird der SMI ausgew�ahlt� Er kann als
gut diversi�ziertes Portfolio der wichtigsten schweizerischen Titel angesehen werden�
F�ur den SMI werden �uber einen Zeitraum von f�unf Jahren t�agliche Value�at�Risk�
Sch�atzungen bestimmt�

Die f�ur die Value�at�Risk�Sch�atzungen notwendigen Renditeverteilungen werden auf
unterschiedliche Weise erzeugt� So werden Renditeverteilungen mit Hilfe der histori�
schen Simulation und f�ur die expliziten Modelle mittels Monte�Carlo�Simulationen
generiert� Bei den expliziten Modellen werden die Geometrische Brownsche Bewegung�
der Sprung�Di�usions�Prozess und das hyperbolischen Modell untersucht� Anschlies�
send werden die Ergebnisse der expliziten Modelle mit denjenigen des impliziten Mo�
dells� welches der historischen Simulation zugrunde liegt� verglichen� Zur Absch�atzung
des Modellrisikos� werden die in Kapitel � ausgew�ahlten Kriterien verwendet� Neben
Value�at�Risk�Sch�atzungen werden zus�atzlich auch LPM�Sch�atzungen analysiert�

Die Gliederung dieses sehr umfassenden Kapitels gestaltet sich folgendermassen� Nach
einer Darstellung des Ablaufs der Langzeitstudie werden historische Simulation und
Monte�Carlo�Simulationen getrennt voneinander untersucht� Daran schliesst sich ein
Vergleich dieser Verfahren an� Abschliessend werden die Ergebnisse zusammengefasst
und die sich daraus ergebenden Konsequenzen analysiert�

���
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��� Ablauf der Langzeitstudie

Bevor auf den Ablauf der Langzeitstudie eingegangen wird� sei nochmals der Unter�
schied zwischen historischer Simulation und Monte�Carlo�Simulation erl�autert� Die
historische Simulation verwendet ausschliesslich historische Renditen als Stichprobe
f�ur die Value�at�Risk�Sch�atzung� Eine �Anderung der Halteperiode setzt eine Neu�
berechnung der Renditen voraus� Dies ist bei einer Monte�Carlo�Simulation nicht
notwendig� Sind die Modellparameter des Modells� f�ur welches eine Monte�Carlo�
Simulation durchgef�uhrt wird� auf Tagesbasis gesch�atzt� lassen sich Halteperioden
von mehr als einem Tag durch Ausf�uhren entsprechend vieler Simulationsschritte
ber�ucksichtigen� Die Stichprobe zur Value�at�Risk�Sch�atzung wird allerdings in ih�
rem Umfang und in ihrer Zusammensetzung im Rahmen jedes Modells neu generiert
und stellt so eine hypothetische Stichprobe dar�

Als Zeitraum f�ur die Studie wurden die Jahre �

� bis �

� ausgew�ahlt� Die Sch�atzung
der Modellparameter der expliziten Modelle erfolgt �uber ein Fenster von ��� Tages�
kursen �circa zwei Jahre�� Diese Fenstergr�osse stellt sicher� dass die numerischen Ver�
fahren zur Parametersch�atzung in der Regel konvergieren� In der Tat waren nur in
Ausnahmef�allen keine Sch�atzungen verf�ugbar� so dass f�ur diese Tage Sch�atzgr�ossen
des Vortages als Approximation verwendet wurden� Dieselbe Fensterbreite wurde f�ur
die historischen Simulationen verwendet�

Startet man mit dem ersten Handelstag des Jahres �

�� dem 	����

�� so erh�alt man�
bei einer Halteperiode von einem Tag� eine erste Value�at�Risk�Sch�atzung f�ur den
�������

	� Wird das Fenster �uber den gesamten Beobachtungszeitraum geschoben�
gewinnt man Sch�atzwerte �ungef�ahr� f�ur den Zeitraum �

� bis �

�� F�ur die Zeit�
periode �

� bis �

� stehen f�ur den SMI ���
 Tageskurse zur Verf�ugung� Aufgrund
der Fensterbreite und bei einer eint�agigen Halteperiode k�onnen ���� Value�at�Risk�
Sch�atzungen mit den tats�achlich eintretenden Kurs�anderungen verglichen werden�
Eine Verl�angerung der Halteperiode reduziert die Anzahl Vergleichsm�oglichkeiten ent�
sprechend�

Die Auswirkungen verschiedener Halteperioden werden durch Verwendung eint�agiger
und zehnt�agiger Prognosehorizonte untersucht� Der Ein�uss verschiedener Kon�denz�
niveaus auf die Value�at�Risk�Sch�atzung auf diese Sch�atzungen wird anhand der p�
Werte ��� ����� �� und ��� � ermittelt� Damit sind auch die Rahmenbedingungen
zur Wahl der Halteperiode und des Kon�denzniveaus des Basler Ausschusses respek�
tive der Eidgen�ossischen Bankenkommission und die Vorschl�age von J� P� Morgan
ber�ucksichtigt�

Zur Berechnung des Value�at�Risk wird die De�nition ����� bez�uglich der Anfangsin�
vestition gew�ahlt� zudem der Einfachheit halber jeweils mit einer Anfangsinvestition
in H�ohe von W� � �� Der gesch�atzte Value�at�Risk�Wert gibt dann die potentiel�
le Verlusth�ohe einer Anlage pro investierter W�ahrungseinheit an� die nur noch mit
der Restwahrscheinlichkeit p� �uberschritten wird� Es muss kein Erwartungswert der




��� Historische Simulation ��	

Renditen gesch�atzt werden� was die Anwendung der Kriterien zur Absch�atzung der
Modellrisiken erleichtert�

Bei diesen Kriterien handelt es sich um die mittlere relative Abweichung �MRB� und
die Wurzel aus der mittleren quadratischen Abweichung �RMSRB� als reine ex�ante
Gr�ossen und f�ur ex�post Vergleiche um die bin�are Verlustfunktion in Verbindung
mit einer Likelihood�Ratio�Statistik nach Kupiec� um den Vergleich von mittler�
er tats�achlicher und erwarteter relativer �Uberschreitungsh�ohe� um die Kombination
der beiden letztgenannten Kriterien und schliesslich um die Sch�atzung des Rang�
Korrelationskoe�zienten nach Kendall�

��� Historische Simulation


���� Vergleich der Quantilsch	atzer

Auf Grundlage der historischen Simulation k�onnen verschiedene nichtparametrische
Quantilsch�atzer miteinander verglichen werden� Es sind dies die Sch�atzer auf Grundla�
ge einer geordneten Stichprobe� auf Grundlage von klassierten Daten und schliesslich
auf Grundlage einer Kerndichtesch�atzung �vgl� Abschnitte ��� und ��	��

Die Anzahl Histogrammklassen im Fall einer Quantilsch�atzung anhand von klassierten
Daten betr�agt ��� f�ur die Kerndichtesch�atzung werden ��� Gitterpunkte verwendet�
Aufgrund der gew�ahlten Fensterbreite von ��� Tagen betr�agt der Stichprobenumfang
f�ur Tagesrenditen �

� f�ur Zehntagesrenditen bei �uberlappender Berechnung �
�� Als
Vergleichsmassst�abe werden die mittleren relativen Abweichungen und die mittle�
ren quadratischen Abweichungen der einzelnen Verfahren gesch�atzt� Tabelle 
�� gibt
die Ergebnisse f�ur verschiedene p�Werte bei eint�agiger Halteperiode wieder� die Er�
gebnisse in Tabelle 
�� basieren hingegen auf einer Halteperiode von zehn Tagen�

p � ���� p � ���� p � ���� p � 
���

MRB RMSRB MRB RMSRB MRB RMSRB MRB RMSRB

Geordnet ������ ������ ������� ������ ������� ������ ������� �����

Klassiert ������
 ������ ������� �����
 ������� ������ ������� ������
KDS ������ �����
 �����
 ������ ������ ������ ������� ������

Tabelle 
��� MRB und RMSRB f�ur VaR�Sch�atzungen auf Basis einer geordneten
Stichprobe� klassierter Daten und Kerndichtesch�atzung bei verschiedenen p�Werten
und eint�agiger Halteperiode�

Die Quantilsch�atzungen auf Basis der Kerndichtesch�atzung liefern gr�ossere Value�
at�Risk�Sch�atzungen als der Mittelwert �uber alle drei Sch�atzverfahren� die beiden
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p � ���� p � ���� p � ���� p � 
���

MRB RMSRB MRB RMSRB MRB RMSRB MRB RMSRB

Geordnet ������� ������ ������� ������ ������� ������ ������� ������
Klassiert ������� ������ ������� ������ �����
� ������ ������� ������
KDS ������ ������ �����
 ������ ����
� ������ ������ ������

Tabelle 
��� MRB und RMSRB f�ur VaR�Sch�atzungen auf Basis einer geordneten
Stichprobe� klassierter Daten und Kerndichtesch�atzung bei verschiedenen p�Werten
und zehnt�agiger Halteperiode�

verbleibenden Sch�atzer hingegen geringere Sch�atzwerte als der Mittelwert� Die Sch�atz�
werte aller drei Sch�atzer liegen allerdings sehr nahe beieinander und schwanken auch
nur sehr wenig� was durch die RMSRB von maximal rund ���� angezeigt wird� Die
konservativsten� das heisst die gr�ossten Value�at�Risk�Sch�atzungen� gleichzeitig auch
diejenigen mit den h�ochsten RMSRB� liefert die Kerndichtesch�atzung� Dies l�asst sich
damit erkl�aren� dass die Kerndichtesch�atzung zu einem leicht oszillierenden Verlauf
der Dichte in den Enden der Verteilung f�uhrt� Bei der anschliessenden numerischen
Integration zur Bestimmung des Quantils� wird als Folge dieser

�
Oszillationen� die

notwendige Wahrscheinlichkeit schon f�ur kleinere Renditewerte erreicht� Eine konser�
vativere Value�at�Risk�Sch�atzung ist die Folge�

Wesentliche Unterschiede in den Ergebnissen zwischen ein� und zehnt�agiger Haltepe�
riode ergeben sich nicht�


���� Ex�post�Kriterien

Graphische Darstellung der Resultate

Abbildung 
�� zeigt f�ur den Zeitraum �

� bis �

� t�agliche Value�at�Risk�Sch�atzun�
gen bei einer Halteperiode von einem Tag und einem Kon�denzniveau 
�� �p � ����
In Abbildung 
�� ist derselbe Sachverhalt bei zehnt�agiger Halteperiode und Kon�denz�
niveau 

� �p � ��� aufgetragen� Zus�atzlich sind bei der letztgenannten Abbildung
diejenigen Zeitpunkte eingetragen� bei denen eine �Uberschreitung des auf Basis der
geordneten Stichprobe gesch�atzten Value�at�Risk�Wertes durch tats�achliche Markt�
ver�anderungen eingetreten ist� Auf die Darstellung dieser Punkte wird bei gr�osseren
p�Werten verzichtet� da die �Ubersichtlichkeit der Abbildungen durch das viel h�au�
�gere Auftreten von �Uberschreitungen nicht mehr gegeben ist�

Der sehr glatte Verlauf der Value�at�Risk�Sch�atzungen l�asst sich dadurch erkl�aren�
dass die Stichprobenwerte� die f�ur die Quantilsch�atzung bei geordneter Stichprobe
verantwortlich sind� nur langsam ausgetauscht werden� Das heisst� die Stichprobe
bleibt im relevanten Bereich �uber l�angere Zeitr�aume unver�andert� Betrachtet man
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die Zeitpunkte der �Uberschreitung der Value�at�Risk�Sch�atzungen durch tats�achli�
che Marktver�anderungen� so stellt man fest� dass es sich dabei um Zeitpunkte han�
delt� die in Phasen ansteigender Value�at�Risk�Werte liegen� Diese Phasen sind auf
ansteigende Volatilit�aten zur�uckzuf�uhren� Besonders deutlich ist dies f�ur die zweite
Jahresh�alfte �

� zu beobachten� Historische Simulationen k�onnen solche Situationen
nur unzureichend erfassen�

Korrelation zwischen tats�achlich eingetretenen Verlusten und Value	at	

Risk	Sch�atzungen

Wie schnell die Value�at�Risk�Sch�atzungen auf Marktver�anderungen reagieren� l�asst
sich durch die Sch�atzung des Rang�Korrelationskoe�zienten nach Kendall analysie�
ren� Allerdings werden eher kleine Werte f�ur den Korrelationskoe�zienten erwartet� da
die meisten Marktver�anderungen in die

�
Mitte� der Renditeverteilung fallen� Value�

at�Risk�Sch�atzungen aber ausnahmslos extreme Werte darstellen�

Tabelle 
�	 zeigt die Sch�atzungen des Korrelationskoe�zienten � f�ur verschiedene p�
Werte der Value�at�Risk�Sch�atzung und Halteperioden� Zus�atzlich l�asst sich die An�
zahl Standardabweichungen vom Wert Null f�ur � entnehmen und der p�Value f�ur die
die Nullhypothese unkorrelierter Daten in der vierten Spalte ablesen� Niedrige Wer�
te f�ur diesen p�Value deuten auf korrelierte Daten hin� Die Value�at�Risks wurden
auf Grundlage einer geordneten Stichprobe gesch�atzt� F�ur eine eint�agige Halteperi�

Halteperiode p ��� � Anzahl Std�Abw� p�Value

� Tag ��� �����
 ������ ������

�� ������ 	�	��� ������
��� ������ 	����� ������
	�� ���	�� ������ ������

�� Tage ��� ����	
 ������ ��	���

�� ������ ������ ����	�
��� ������ ������ �����

	�� ������� ������� ������

Tabelle 
�	� Sch�atzungen des Rang�Korrelationskoe�zienten bei ver�
schiedenen p�Werten der Value�at�Risk�Sch�atzung und Halteperioden�

ode ergeben sich signi�kante Korrelationen zwischen den tats�achlich eingetretenen
Marktver�anderungen und den Value�at�Risk�Sch�atzungen� Daraus kann geschlossen
werden� dass die Fensterbreite von ��� Tagen nicht zu lang gew�ahlt wurde� um aktuel�
le Ver�anderungen unzureichend zu ber�ucksichtigen� Allerdings sind die Korrelationen
zu gering� um in Phasen stark ansteigender Volatilit�aten wie Ende �

� auf Markt�
ver�anderungen rechtzeitig reagieren zu k�onnen� Mit zunehmenden p�Werten nehmen
zudem die Korrelationen ab�




��� Historische Simulation ���

Ein ganz anderes Bild zeigt sich bei einer zehnt�agigen Halteperiode� Es ergeben
sich grosse p�Values� was auf eine Nichtablehnung der Nullhypothese unkorrelierter
Zeitreihen schliessen l�asst und damit eine Unkorreliertheit der tats�achlich eingetre�
tenen Verluste und der Value�at�Risk�Sch�atzungen vermuten l�asst� Es kann daher
geschlossen werden� dass ein Prognosehorizont von zehn Tagen zu lang ist� um aktu�
ellen Ver�anderungen auf den M�arkten Rechnung zu tragen�

Schliesslich ist zu bemerken� dass im Beobachtungszeitraum nur in geringem Umfang
Phasen mit abnehmender Volatilit�at auftraten� Dies hat sich auf die H�ohe des Korre�
lationskoe�zienten positiv ausgewirkt �vgl� die Diskussion in Abschnitt �������

Bin�are Verlustfunktion und Likelihood	Ratio	Test nach Kupiec

Die Ergebnisse des Backtesting bei bin�arer Verlustfunktion sind in Tabelle 
�� zu�
sammengetragen� zun�achst f�ur eine Halteperiode von einem Tag� Dabei wurde der
Gesamtbeobachtungszeitraum zus�atzlich in drei Teilperioden untergliedert� um vor
allem die letzten ��� hochvolatilen Tage detaillierter untersuchen zu k�onnen� Erfasst
sind f�ur verschiedene Kon�denzniveaus der Value�at�Risk�Sch�atzung jeweils die An�
zahl �Uberschreitungen in Prozent der Anzahl Beobachtungen und die Ergebnisse des
Likelihood�Ratio�Tests nach Kupiec f�ur die Signi�kanzniveaus � � �� und � � ���
Die Value�at�Risks sind auf Grundlage einer geordneten Stichprobe gesch�atzt� F�ur
den gesamten Beobachtungszeitraum ist auch der Bereich des Likelihood�Ratio�Tests
angegeben� bei dem die Nullhypothese eines genauen Modells nicht abgelehnt wird�

Folgende Ergebnisse lassen sich festhalten� So steigt die Wahrscheinlichkeit leicht� dass
die Nullhypothese des Likelihood�Ratio�Tests nicht abgelehnt wird� mit wachsender
Restwahrscheinlichkeit p der Value�at�Risk�Sch�atzung� Ein Grund hierf�ur k�onnte
darin zu sehen sein� dass bei gr�osseren p�Werten die Dichte der Stichprobenwerte
im zur Quantilsch�atzung relevanten Bereich gr�osser ist als bei Quantilen zu kleinen
Wahrscheinlichkeiten� Dies reduziert die Sch�atzfehler bei der Quantilsch�atzung� Des�
weiteren treten bei gr�osseren p�Werten mehr �Uberschreitungen auf� was den Stich�
probenumfang f�ur den Likelihood�Ratio�Test erh�oht�

Die Hypothese� dass das der historischen Simulation zugrunde liegende implizite Mo�
dell ein genaues Modell ist� wird vor allem f�ur die ersten ��� Beobachtungen� also bei
eher ruhigem B�orsengeschehen� nicht abgelehnt� w�ahrend dies f�ur das Jahr �

� nicht
mehr der Fall ist� Betrachtet man den gesamten Zeitraum �

� bis �

�� so liegen die
�Uberschreitungsh�au�gkeiten nur ganz knapp im Ablehnungsbereich des Likelihood�
Ratio�Tests� vor allem was das Signi�kanzniveau � � �� betri�t�

Die Ergebnisse des Backtesting bei zehnt�agiger Halteperiode sind in Tabelle 
�� wie�
dergegeben� Auch bei dieser Halteperiode steigt mit wachsendem p die Wahrschein�
lichkeit f�ur eine Nichtablehnung der Nullhypothese des Likelihood�Ratio�Tests� Die
Nullhypothese wird jedoch wesentlich �ofter abgelehnt als bei eint�agiger Halteperiode�
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Tabelle 
��� Ergebnisse des Backtesting f�ur die VaR�Sch�atzungen bei histo�
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	 bis 	������

� bei unterschiedlichen
Kon�denzniveaus und eint�agiger Halteperiode�

was besonders f�ur die ersten ��� Beobachtungen au��allig ist�

Vergleich von mittlerer tats�achlicher und mittlerer erwarteter �Uberschrei�

tungsh�ohe

Die Abweichungen zwischen mittlerer tats�achlicher relativer �Uberschreitungsh�ohe
�RUH� und mittlerer erwarteter relativer �Uberschreitungsh�ohe �REUH� relativ zu
RUH sind in Tabelle 
�� wiedergegeben� zun�achst wieder f�ur eine eint�agige Haltepe�
riode� Die Value�at�Risks sind auf Basis einer geordneten Stichprobe gesch�atzt� Die
relativen Abweichungen �RUH � REUH��RUH liegen zwischen �	�� und "	���
Sie steigen von der ersten Beobachtungsperiode bis zur dritten Periode an� was mit
den Ergebnissen der Likelihood�Ratio�Tests konsistent ist� Nur f�ur die ersten ���
Beobachtungen tritt der Fall ein� dass die erwarteten �Uberschreitungsh�ohen �uber den
tats�achlichen �Uberschreitungsh�ohen liegen� Wird der Gesamtbeobachtungszeitraum
betrachtet� steigen die relativen Abweichungen mit wachsenden p�Werten an� eine
Tendenz� die in den Subperioden nicht beobachtet werden kann�

Die Ergebnisse f�ur eine zehnt�agige Halteperiode� die in Tabelle 
�� zusammengefasst
sind� zeigen dieselbe Tendenz wie die obigen Resultate� Die relativen Abweichun�
gen zwischen RUH und REUH liegen zwischen ��� und ���� was bedeutet� dass
die tats�achlichen �Uberschreitungsh�ohen im Mittel immer �uber den erwarteten �Uber�
schreitungsh�ohen liegen� Desweiteren zeigt ein Vergleich zwischen den beiden Haltepe�
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Tabelle 
��� Ergebnisse des Backtesting f�ur die VaR�Sch�atzungen bei histo�
rischer Simulation des SMI vom �������
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� bei unterschiedlichen
Kon�denzniveaus und zehnt�agiger Halteperiode�

rioden� dass die relativen Abweichungen bei zehnt�agiger Halteperiode nahezu in jedem
der angegebenen F�alle die jeweilige relative Abweichung bei eint�agiger Halteperiode
�ubersteigen�

Kombination von �Uberschreitungszahlen und �Uberschreitungsh�ohen

Als letztes Kriterium zur Beurteilung von Modellrisiken wird die Masszahl KOMB
�vgl� Gleichung ������� analysiert� die �Uberschreitungszahlen und �Uberschrei�
tungsh�ohen kombiniert� Auch hier werden Abweichungen zwischen tats�achlich ein�
getretenen und erwarteten Gr�ossen relativ zu den tats�achlichen Gr�ossen betrachtet�
Der Gewichtungsfaktor wird auf w � ��	 festgelegt� das heisst auf die �Uberschrei�
tungszahlen wird ein gr�osseres Gewicht gelegt� Diese Wahl ist zwar willk�urlich� gleich�
zeitig aber durchaus gerechtfertigt� da die relativen �Uberschreitungsh�ohen numerisch
gr�ossere Werte als die prozentualen �Uberschreitungszahlen annehmen� was bei klei�
neren Gewichten zu einer Dominanz des Gesamtmasses durch den Anteil der �Uber�
schreitungsh�ohen f�uhren w�urde�

In den Tabellen 
�� und 
�
 sind die Ergebnisse f�ur ein� und zehnt�agige Halteperioden
dokumentiert� Es best�atigen sich die Ergebnisse der vorigen Abschnitte� Wiederum
sind die relativen Abweichungen bei einer zehnt�agigen Halteperiode gr�osser als bei
einer eint�agigen Halteperiode�
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Tabelle 
��� Relative Abweichung �RUH�REUH��RUH bei ver�
schiedenen Kon�denzniveaus und zehnt�agiger Halteperiode�

Die bisherigen Untersuchungen f�uhren bereits zu einer ersten wichtigen Konsequenz�
Sie betri�t die Wahl einer geeigneten Halteperiode� Alle in Abschnitt 
���� unter�
suchten Kriterien zeigen deutlich� dass ein Vorhersagehorizont von zehn Tagen zu
lang ist� um sich schnell ver�andernden Marktsituationen gerecht zu werden� Eint�agige
Halteperioden sind daher vorzuziehen�


���� Vorgehen bei der Eigenkapitalunterlegung

Zum Schluss sollen die bankrechtlichen Regelungen bez�uglich der Eigenmittelunterle�
gung und die Implikationen des Ampelkonzeptes untersucht werden�

Beim Ampelkonzept wird aufgrund der �Uberschreitungszahlen bei eint�agiger Halte�
periode und einem Kon�denzniveau von 

� entschieden� ob der Multiplikator zur
Eigenkapitalunterlegung erh�oht werden muss� und wenn ja� in welcher H�ohe�

In den Jahren �

� und �

� h�atte nach dem Ampelkonzept keine Erh�ohung des Mul�
tiplikationsfaktors vorgenommen werden m�ussen �vgl� Tabelle 
��� Spalte p � ������
wohl aber jeweils in den Jahren �

� bis �

�� H�atte man allerdings den Faktor f�ur alle
f�unf Jahre konstant auf dem Wert Drei gehalten� w�are die Eigenkapitalunterlegung in
jedem Fall v�ollig ausreichend gewesen� Dies bedeutet� dass die Erh�ohung des Faktors
auf Grund der Backtesting�Resultate �uber��ussig gewesen w�are� Dieser Sachverhalt
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Tabelle 
�
� Relative Abweichung �KOMB�EKOMB��KOMB
bei verschiedenen Kon�denzniveaus und zehnt�agiger Halteperi�
ode�

geht aus Abbildung 
�	 hervor� Dort sind der t�agliche Value�at�Risk� gesch�atzt bei
zehnt�agiger Halteperiode und Kon�denzniveau 

�� der ���Tage�Durchschnitt der
Value�at�Risk�Sch�atzungen und die Eigenkapitalunterlegung als das Maximum von
t�aglicher Value�at�Risk�Sch�atzung und dem Dreifachen des ���Tage�Durchschnitts
aufgetragen� An allen Tagen wird die Eigenkapitalunterlegung auf Grundlage des ���
Tages�Durchschnitts bestimmt und in keinem Fall anhand des aktuellen Value�at�
Risk� Durch Multiplikation des Durchschnitts mit dem Faktor Drei werden die t�agli�
chen Value�at�Risk�Sch�atzungen jeweils deutlich �ubertro�en� Die negativen Zehn�
tagesrenditen sind als Punkte dargestellt� Diese liegen nie �uber der Eigenkapitalun�
terlegung� Das Eigenkapital war also bei einem �konstanten� Faktor Drei �uber die
Beobachtungsperiode ausreichend�

F�ur eine kritische Diskussion der regulatorischen Vorschriften zur Bestimmung der Ei�
genkapitalunterlegung werden im folgenden aktuelle Value�at�Risk�Sch�atzungen mit
dem ���Tage�Durchschnitt der Value�at�Risk�Sch�atzungen direkt verglichen �vgl�
Abbildung 
�	�� In Phasen ansteigender Volatilit�at� also in Phasen� die auf ein erh�ohtes
Marktrisiko hindeuten� liegt der durchschnittliche Value�at�Risk in diesem Beispiel
unterhalb der t�aglichen Value�at�Risk�Sch�atzungen� In einem solchen Fall w�are es
also sinnvoller� den aktuellen Value�at�Risk mit einem Faktor zu multiplizieren� um
zu einer Eigenkapitalunterlegung zu gelangen� In Phasen abnehmender Volatilit�at�
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� und zehnt�agiger Halteperiode�

Phasen also die ein geringeres Marktrisiko vermuten lassen� liegen die durchschnitt�
lichen Value�at�Risk�Sch�atzungen �uber den aktuellen Value�at�Risk�Sch�atzungen�
Auch hier w�are die Multiplikation des aktuellen Value�at�Risk sinnvoller� damit die
Eigenmittelunterlegung nicht zu konservativ und damit kostenintensiv ausf�allt� Des�
halb ist das in Abschnitt ����� vorgeschlagene vereinfachte Verfahren zur Bestimmung
der H�ohe der Eigenmittel� das nur auf den aktuellen Value�at�Risk�Sch�atzungen be�
ruht� vertretbar� Es wird deshalb in den folgenden Untersuchungen verwendet�

��� Monte�Carlo�Simulation


���� Vorgehensweise

Mit der Methode der Monte�Carlo�Simulation lassen sich die Modelle der Geometri�
schen Brownschen Bewegung� des Sprung�Di�usions�Prozesses sowie das hyperboli�
sche Modell detailliert miteinander vergleichen� Durch Backtesting und Analyse der
verschiedenen Kriterien zur Absch�atzung des Modellrisikos� die in Kapitel � vorge�
stellt und in Abschnitt 
�� bereits eingesetzt wurden� l�asst sich entscheiden� welches
der drei Modelle sich als Grundlage f�ur Value�at�Risk�Sch�atzungen am besten eignet�
das heisst bei welchem Modell das Modellrisiko vermutlich am geringsten ist�

Die empirischen Untersuchungen in Kapitel � �uber die Eignung der drei erw�ahnten
Modelle zur Beschreibung von Aktienrenditen haben gezeigt� dass sich empirische
Renditeverteilungen im Modell des Sprung�Di�usions�Prozesses und durch die hy�
perbolische Verteilung besser beschreiben lassen als durch eine Normalverteilung� die
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durch Geometrische Brownsche Bewegung impliziert wird� Es ist daher zu erwarten�
dass hier der Sprung�Di�usions�Prozess und das hyperbolische Modell ein geringeres
Modellrisiko aufweisen als die Geometrische Brownsche Bewegung�

F�ur den Zeitraum �

� bis �

� werden pro Modell insgesamt ���� Value�at�Risk�
Sch�atzungen bestimmt� sowohl f�ur eine Halteperiode von einem Tag als auch f�ur
eine Halteperiode von zehn Tagen� Dies erfordert pro Modell ebensoviele Parame�
tersch�atzungen� die auf t�aglicher Basis durchgef�uhrt werden� also insgesamt 	���
Sch�atzungen� Dazu muss im hyperbolischen Modell und beim Sprung�Di�usions�
Prozess jeweils ein numerisches Verfahren angewendet werden� Dies stellt im Vergleich
zur historischen Simulationen einen limitierenden Faktor dar�

Als Verfahren zur Quantilsch�atzung wurden f�ur den Sprung�Di�usions�Prozess und
im hyperbolischen Modell geordnete Stichproben und klassierte Daten verwendet� bei
der Geometrischen Brownschen Bewegung zus�atzlich eine parametrische Sch�atzung�
Da die Geometrische Brownsche Bewegung normalverteilte Renditen impliziert� ist
die parametrische Sch�atzung in diesem Fall einfach durchzuf�uhren �vgl� Abschnitt
����� Die unterschiedlichen Quantilsch�atzer f�uhren in den jeweiligen Modellen zu na�
hezu identischen Ergebnissen� Aus diesem Grund werden nur die Resultate f�ur die
Sch�atzungen auf Basis der geordneten Stichprobe diskutiert�

Im Prinzip kann der Fehler in den Quantilsch�atzungen beim Monte�Carlo�Verfahren
beliebig gesenkt werden� So betr�agt der asymptotische Standardfehler bei Sch�atzung
aus einer geordneten Stichprobe

s�e���r��p�� �

s
p��� p�

nf��r��p��
� �p

n
�

Aus diesem Ausdruck geht hervor� dass die Fehler umso kleiner sind� je gr�osser der
Stichprobenumfang ist� Diesem Umstand kann bei Monte�Carlo�Simulationen da�
durch Rechnung getragen werden� dass die Anzahl Realisierungen erh�oht wird� Durch
die Erh�ohung des Stichprobenumfangs kann allerdings nur der Sch�atzfehler reduziert
werden� das Modellrisiko bleibt hingegen bestehen� Desweiteren muss beachtet wer�
den� dass f�ur eine Halbierung des Fehlers die Anzahl Realisierungen vervierfacht wer�
den muss�

Bei der gew�ahlten numerischen Umsetzung der Simulation tritt zudem ein Problem
mit dem Speicherbedarf auf� In der entwickelten Software

�
mc� werden alle drei Mo�

delle parallel simuliert� das heisst die Zeitschritte werden simultan ausgef�uhrt� Dies hat
nicht nur den Vorteil� dass insgesamt weniger Schlaufen durchlaufen werden m�ussen�
sondern auch� dass bei einem Zeitschritt die gleichen Zufallszahlen verwendet werden
k�onnen� Dies reduziert die Rechenzeit� Der Nachteil dieses Ansatzes besteht darin�
dass die Realisierungen bis zur Anwendung der Sch�atzroutinen in Feldern gespeichert
werden m�ussen� und zwar gleichzeitig f�ur die einzelnen Modelle� Der verf�ugbare Spei�
cherplatz f�ur diese Felder determiniert somit die Anzahl Realisierungen�
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Um trotzdem die Fehler in den Quantilsch�atzungen reduzieren zu k�onnen� und sich
somit vor allem auf das Modellrisiko zu konzentrieren� wird folgendes Verfahren an�
gewandt� Die Monte�Carlo�Simulationen werden M�mal mit jeweils gleicher Anzahl
Realisierungen wiederholt� Dies ergibt M Quantilsch�atzungen �r�i �p� �i � �	 � � � 	M ��
woraus sich ein mittleres Quantil

r��p� �
�

M

MX
i��

�r�i �p� �
���

sch�atzen l�asst� Letzteres dient als Basis f�ur die Bestimmung des Value�at�Risk� In der
vorliegenden Studie werden M � �� Wiederholungen mit jeweils ���� Realisierungen
generiert�

Die vom Autor entwickelte Software erlaubt es� automatisch f�ur aufeinanderfolgende
Tage jeweils die Simulationsrechnungen vorzunehmen und anschliessend Quantile so�
wie zus�atzlich auch Lower�Partial�Moments zu sch�atzen� Verschiedene Halteperioden
lassen sich durch entsprechende Wahl der auszuf�uhrenden Zeitschritte ber�ucksichti�
gen�


���� Ex�post�Kriterien

Graphische Darstellung der Resultate

Abbildungen 
�� bis 
�� zeigen f�ur ausgew�ahlte p�Werte und Halteperioden der Value�
at�Risk�Sch�atzung t�agliche Value�at�Risk�Werte f�ur den Zeitraum �

� bis �

�� Er�
fasst sind ein� und zehnt�agige Halteperioden mit Kon�denzniveaus von jeweils 
��
und 

�� In den Darstellungen der Value�at�Risk�Sch�atzungen bei Kon�denzni�
veau 

� sind zus�atzlich diejenigen Zeitpunkte eingetragen� bei denen in den ein�
zelnen Modellen eine �Uberschreitung der auf Grundlage einer geordneten Stichprobe
gesch�atzten Value�at�Risk�Werte durch tats�achliche Marktver�anderungen eingetre�
ten ist� Um die �Ubersichtlichkeit zu gew�ahrleisten� wurde bei den Darstellungen f�ur
das Kon�denzniveau 
�� auf das Eintragen der �Uberschreitungszeitpunkte verzich�
tet� Bei diesem Kon�denzniveau treten wegen der h�oheren Restwahrscheinlichkeit sehr
viel mehr �Uberschreitungen auf�

Wie aus den Abbildungen 
�� und 
�� ersichtlich� treten �Uberschreitungen der Value�
at�Risk�Sch�atzungen vor allem bei ansteigenden Value�at�Risk�Werten auf� Dieses
Ergebnis ist bereits von den historischen Simulationen her bekannt� Ebenso sind die
Gr�unde f�ur das deutliche Ansteigen der Value�at�Risk�Sch�atzungen in der zweiten
Jahresh�alfte �

� diskutiert worden�

In der Regel f�uhren der Sprung�Di�usions�Prozess und das hyperbolische Modell zu
h�oheren Value�at�Risk�Sch�atzungen als die Geometrische Brownsche Bewegung� Dies
ist auf die breiteren Enden der Renditeverteilungen in den beiden erstgenannten Mo�
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dellen zur�uckzuf�uhren�

Au�allend sind zwei Ph�anomene� So gleichen sich die Value�at�Risk�Sch�atzungen mit
wachsender Halteperiode einerseits und mit h�oherer Restwahrscheinlichkeit p ande�
rerseits aneinander an� Diese Ph�anomene werden durch die Sch�atzung der mittleren
relativen Abweichungen �MRB� und der Wurzel aus der mittleren quadratischen Ab�
weichung �RMSRB� best�atigt� Die Resultate f�ur eine eint�agige Halteperiode �nden
sich in Tabelle 
���� diejenige f�ur eine zehnt�agige Halteperiode in Tabelle 
����

p � ���� p � ���� p � ���� p � 
���

MRB RMSRB MRB RMSRB MRB RMSRB MRB RMSRB

GBB ������� ������ ������� ������ ������
 �����
 ������ ������
SD ������ ������ ������ ������ ������� ����
� ������
 ������
HYP ������ ������ ������ ������ ������ ������ �����
 ������

Tabelle 
���� MRB und RMSRB f�ur VaR�Sch�atzungen bei verschiedenen p�Werten
und eint�agiger Halteperiode�

p � ���� p � ���� p � ���� p � 
���

MRB RMSRB MRB RMSRB MRB RMSRB MRB RMSRB

GBB �����
� ������ ������� ������ ������� �����
 �����
� ������
SD ������ �����
 ������
 ������ ������� ������ �����
� �����

HYP ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������

Tabelle 
���� MRB und RMSRB f�ur VaR�Sch�atzungen bei verschiedenen p�Werten
und zehnt�agiger Halteperiode�

F�ur eine Halteperiode von einem Tag und p � �� liefert die Geometrische Brown�
sche Bewegung kleinere Sch�atzwerte als das �uber alle Modelle gebildete Mittel� der
Sprung�Di�usions�Prozess und das hyperbolische Modell hingegen gr�ossere Sch�atz�
werte und damit konservativere Sch�atzungen� Bei p � �� liefert das hyperbolische
Modell die konservativsten Sch�atzungen� Mit wachsender Restwahrscheinlichkeit p
werden die MRB und vor allem die RMSRB kleiner� was auf eine Angleichung der
Value�at�Risk�Sch�atzungen schliessen l�asst�

Bei zehnt�agiger Halteperiode ergibt das hyperbolische Modell wiederum die konser�
vativsten Sch�atzungen� das heisst die gr�ossten Value�at�Risk�Sch�atzungen� und zwar
f�ur alle untersuchten p�Werte� In der Regel weisen alle Modelle im jeweiligen Ver�
gleich zur eint�agigen Halteperiode kleinere MRB und RMSRB auf� was wieder auf



�
� Kapitel 
� Langzeitstudie Swiss Market Index

eine Angleichung der Value�at�Risk�Sch�atzungen hinweist�

F�ur die Ann�aherung der Value�at�Risk�Sch�atzungen mit wachsender Halteperiode
ist der Zentrale Grenzwertsatz verantwortlich� Bei den Simulationen ergeben sich die
Zehntagesrenditen als Summe von zehn Tagesrenditen� Da die Tagesrenditen bei den
Monte�Carlo�Simulationen unabh�angig sind� ist deren Summe mit zunehmender An�
zahl Summanden immer mehr als normalverteilte Zufallsvariable anzusehen� Bereits
in der Untersuchung �uber das Verhalten von Zehntagesrenditen in Kapitel � konnte
festgehalten werden� dass sich Zehntagesrenditen besser durch eine Normalverteilung
beschreiben lassen als Tagesrenditen�

Die Angleichung der Sch�atzwerte mit wachsender Restwahrscheinlichkeit p vor allem
bei eint�agiger Halteperiode kann anschaulich erkl�art werden� F�ur eine Illustration
dieser Zusammenh�ange wird auf historische Tagesrenditen der Jahre �

� und �

�
zur�uckgegri�en� Abbildung 
�� zeigt f�ur diesen Zeitraum die gesch�atzte empirische
Dichte� zusammen mit den Dichtefunktionen der Geometrischen Brownschen Bewe�
gung� des Sprung�Di�usions�Prozesses und des hyperbolischen Modells im Bereich
der Sch�atzwerte des ��� und des �����Quantils� Zus�atzlich sind Sch�atzwerte f�ur
das ��� und das �����Quantil in den einzelnen Modellen eingetragen� Aus der Ab�
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bildung ist die gute Approximationseigenschaft der hyperbolischen Dichte und der
Dichte des Sprung�Di�usions�Prozesses an die empirische Dichte im Vergleich zu
einer Normalverteilung ersichtlich� Die ���Quantile unterscheiden sich daher auch
deutlich� vor allem das ���Quantil der Normalverteilung im Vergleich zu den beiden
anderen Verteilungen� Da die Dichtefunktion der Normalverteilung zun�achst unter�
halb der empirischen Dichte liegt� muss ein gr�osserer Wert f�ur das Quantil gew�ahlt
werden� um f�ur die Wahrscheinlichkeit p � �� gen�ugend Wahrscheinlichkeitsmas�
se

�
aufsammeln� zu k�onnen� Im weiteren Verlauf liegt die Dichte der Normalvertei�

lung �uber den Dichten der beiden anderen Modelle� was dazu f�uhrt� dass im Bereich
des �����Quantils die Sch�atzwerte nahezu �ubereinstimmen� Trotz des deutlich un�
terschiedlichen Verlaufs der Dichtefunktionen� k�onnen bei bestimmten p��Quantilen
die Value�at�Risk�Sch�atzungen zusammenfallen�

Korrelation zwischen tats�achlich eingetretenen Verlusten und Value	at	

Risk	Sch�atzungen

Die Rang�Korrelationskoe�zienten� welche Hinweise dar�uber geben� wie schnell
Value�at�Risk�Sch�atzungen auf Marktver�anderungen reagieren� sind f�ur ein� und
zehnt�agige Halteperioden in Tabelle 
��� wiedergegeben�

F�ur eint�agige Halteperioden lassen die sehr kleinen p�Values den Schluss zu� dass in
allen Modellen signi�kante Korrelationen bestehen� Diese Korrelationen fallen f�ur das
hyperbolische Modell und den Sprung�Di�usions�Prozess etwas h�oher aus als f�ur die
Geometrische Brownsche Bewegung� Dies ist wiederum auf die breiteren Enden der
Renditeverteilungen in beiden erstgenannten Modellen zur�uckzuf�uhren� Mit wachsen�
der Restwahrscheinlichkeit nehmen zudem die Korrelationen ab�

Bei zehnt�agiger Halteperiode bestehen in allen Modellen nur f�ur die Wahrscheinlich�
keiten p � �� und p � ���� signi�kante Korrelationen�

Bin�are Verlustfunktion und Likelihood	Ratio	Test nach Kupiec

Die Tabellen 
��	 und 
��� zeigen detaillierte Resultate �uber die Anzahl �Uberschrei�
tungen beim Backtesting f�ur verschiedene Halteperioden und verschiedene Kon�denz�
niveaus� Wie bei der Auswertung der historischen Simulationen zeigen die Tabellen
sowohl die Ergebnisse f�ur den gesamten Beobachtungszeitraum als auch f�ur verschie�
dene Subperioden� Die graphisch gefundenen Resultate werden durch diese Ergebnis�
se best�atigt� So gleichen sich mit wachsender Restwahrscheinlichkeit p einerseits und
wachsender Halteperiode andererseits die Anzahl �Uberschreitungen in den verschie�
denen Modellen an� was auf sich angleichende Value�at�Risk�Sch�atzungen zur�uck�
zuf�uhren ist� Dieses Ph�anomen wurde bereits diskutiert� Auch ist eine deutliche Zu�
nahme der �Uberschreitungen gegen Ende des Untersuchungszeitraumes zu beobach�
ten� Dies liegt an der unruhigen B�orsensituation im Jahr �

��

Bei einer Halteperiode von einem Tag ergibt sich folgendes Bild� Das hyperbolische
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Modell Halteperiode p ��� � Anzahl Std�Abw� p�Value

GBB � Tag ��� ����	� ��	��� ������

�� ����		 ��	
�� ������
��� �����	 ����
� ������
	�� ������ ������ ������

SD � Tag ��� ������ ������ ������

�� ����
� 	��
�� ������
��� ����	� ��
�	
 ������
	�� ������ ���
	� ������

HYP � Tag ��� ������ ������ ������

�� ����

 ������ ������
��� ���
�
 ��	�
� ������
	�� ������ ����
� ������

GBB �� Tage ��� ����	� ���	�� ������

�� ������ 
����	 ������
��� �����
 ��	��
 �����

	�� ������� ������
 ������

SD �� Tage ��� �����
 ������ ������

�� ������ 
���	� ������
��� ������ ��	��� ������
	�� ������ ����

 �����


HYP �� Tage ��� �����
 �����	 ������

�� ���	
� ������ ������
��� ���
�� ����

 ����
�
	�� �����
 ��
	�� ��	���

Tabelle 
���� Sch�atzungen des Rang�Korrelationskoe�zienten bei verschiedenen
p�Werten der Value�at�Risk�Sch�atzung und Halteperioden�
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Modell f�uhrt zu den geringsten �Uberschreitungszahlen� knapp gefolgt vom Sprung�
Di�usions�Prozess� aber deutlich vor der Geometrischen Brownschen Bewegung� Die
Nullhypothese des Likelihood�Ratio�Tests nach Kupiec� n�amlich dass es sich bei
dem der Value�at�Risk�Sch�atzung zugrundeliegenden Modell um ein genaues Mo�
dell handelt� wird vor allem f�ur die ersten ��� Beobachtungen nicht abgelehnt� Die
Wahrscheinlichkeit f�ur eine Nichtablehnung steigt mit sinkendem Kon�denzniveau der
Value�at�Risk�Sch�atzung�

Der Likelihood�Ratio�Test ist jedoch nicht in der Lage� zwischen den vorliegenden
Modellen zu di�erenzieren� Wird f�ur ein Modell die Nullhypothese verworfen bezie�
hungsweise nicht verworfen� so tri�t in der Regel f�ur die verbleibenden zwei Modelle
dasselbe zu� Ebenfalls untersucht wurden kleine p�Werte von ����� ����� und �����
Bei diesen p�Werten tritt erst f�ur p � ���� und den Gesamtbeobachtungszeitraum
der Fall ein� dass der Likelihood�Ratio�Test zwischen den Modellen unterscheidet� Bei
einem derartigen p�Wert treten aber f�ur alle Modelle in einzelnen Subperioden keine
�Uberschreitungen auf� so dass der Likelihood�Ratio�Test nicht angewendet werden
kann� Dieser Umstand tritt auch schon f�ur p�Werte zwischen �� und ���� ein �vgl�
Weber ���	 ��

F�ur eine Halteperiode von zehn Tagen lassen sich folgende Aussagen machen� Wieder
f�uhrt das hyperbolische Modell zu den geringsten �Uberschreitungszahlen� Die Hy�
pothese eines genauen Modells wird f�ur gr�ossere p�Werte und f�ur die zweiten ���
Beobachtungen nicht abgelehnt�

Vergleich von mittlerer tats�achlicher und mittlerer erwarteter �Uberschrei�

tungsh�ohe

Die Abweichungen zwischen mittlerer tats�achlicher relativer �Uberschreitungsh�ohe
RUH und mittlerer erwarteter relativer �Uberschreitungsh�ohe REUH relativ zu RUH
sind f�ur eine eint�agige Halteperiode in Tabelle 
��� wiedergegeben� Die relativen Ab�
weichungen f�ur den Sprung�Di�usions�Prozess und das hyperbolische Modell sind
miteinander vergleichbar� Sie liegen f�ur den Gesamtbeobachtungszeitraum zwischen
	� und 	��� Sie sind aber in allen F�allen sehr viel kleiner als die relativen Abwei�
chungen bei der Geometrischen Brownschen Bewegung� die zwischen ��� und ���
liegen�

Die Ergebnisse f�ur die zehnt�agige Halteperiode sind in Tabelle 
��� zusammengefasst�
Die relativen Abweichungen f�ur die einzelnen Modelle liegen nun alle im Bereich zwi�
schen ��� und ���� Nur f�ur kleine p�Werte weisen Sprung�Di�usions�Prozess und
hyperbolisches Modell geringere Abweichungen auf� W�ahrend diese relativen Abwei�
chungen f�ur die Geometrische Brownsche Bewegung mit denjenigen bei eint�agiger
Halteperiode vergleichbar sind� liegen sie f�ur die verbleibenden Modelle �uber den ent�
sprechenden Werten bei eint�agiger Halteperiode�
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Periode Modell p � ���� p � 
��� p � ���� p � 	���

GBB ������ ������ ����	
 ��
���


��
��� bis ����
��� SD ������� ������ ������ ���
��

HYP ������� ���
�� ������� �������

GBB ���
�	 ������ ������ ������
����
��� bis ����
��	 SD ������ ������ ��
��� ������

HYP ����
� ��
��	 ��
	
� ������

GBB ���
	� �����
 ������ ������
����
��	 bis ����
��� SD ��
��� ���	�	 �����	 ������

HYP �����
� ������ ������ ������

GBB �����
 ������ ������ ������


��
��� bis ����
��� SD ������ ��
		� ��
��� ��
���

HYP ���
�� ��
��� ��
��� ��
���

Tabelle 
���� Relative Abweichung �RUH � REUH��RUH bei verschiedenen
Kon�denzniveaus und eint�agiger Halteperiode�

Periode Modell p � ���� p � 
��� p � ���� p � 	���

GBB �����
 ������ ������ ������


��
��� bis ����
��� SD ����	� �����
 ������ ������

HYP ������ ��
��� ������ �����


GBB �����
 �����
 ������ ������
����
��� bis ����
��	 SD ���
�� ����
� �����
 ���		�

HYP ����
� �����	 ������ ������

GBB ������ �����
 ������ ������
����
��	 bis ����
��� SD ����
� ���	�� ������ ����		

HYP ����
� ����	
 ������ ���	��

GBB ������ ������ ������ ������


��
��� bis ����
��� SD ������ ������ �����	 ������

HYP ������ ������ ������ ����
�

Tabelle 
���� Relative Abweichung �RUH � REUH��RUH bei verschiedenen
Kon�denzniveaus und zehnt�agiger Halteperiode�
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Kombination von �Uberschreitungszahlen und �Uberschreitungsh�ohen

Als letztes Kriterium zur Beurteilung des Modellrisikos wird die Masszahl KOMB
analysiert� die �Uberschreitungszahlen und relative �Uberschreitungsh�ohen kombiniert�
Der Gewichtungsfaktor wird wieder auf w � ��	 festgelegt� In den Tabellen 
��� und

��� sind die Ergebnisse f�ur ein� und zehnt�agige Halteperioden dokumentiert� Bei

Periode Modell p � ���� p � 
��� p � ���� p � 	���

GBB ������ ������ ��
��� ��


�


��
��� bis ����
��� SD ������ ���	

 ������ �����	

HYP ������	 ������ ������� ����
��

GBB ������ ���	�� ���
�	 ������
����
��� bis ����
��	 SD ������ ��
��
 ��
��� ��
���

HYP ��


� ������ ��
	�� ���
��

GBB �����
 ���
�� ������ ������
����
��	 bis ����
��� SD �����	 �����
 �����	 ������

HYP �����
 ������ ����	� ������

GBB ���
�
 ������ �����	 ������


��
��� bis ����
��� SD ��

�� ��
��	 ��
	�� ��
	��

HYP ���
�	 ������ ��
��� ��
	�	

Tabelle 
���� Relative Abweichung �KOMB � EKOMB��KOMB bei ver�
schiedenen Kon�denzniveaus und eint�agiger Halteperiode�

eint�agiger Halteperiode liegen die relativen Abweichungen f�ur den Sprung�Di�usions�
Prozess und das hyperbolische Modell sehr nahe beieinander und betragen f�ur den
Gesamtbeobachtungszeitraum zwischen ��� und 	��� Diese Abweichungen sind deut�
lich geringer als bei der Geometrischen Brownschen Bewegung� welche Werte zwischen
��� und ��� verzeichnet�

F�ur zehnt�agige Halteperioden gleichen sich die Abweichungen wieder an und liegen
nun f�ur den Gesamtbeobachtungszeitraum zwischen ��� und ����

Die Implikationen bei Anwendung des Ampelkonzeptes

Bei allen Modellen h�atte aufgrund der Backtesting�Resultate der Multiplikationsfak�
tor erh�oht werden m�ussen �vgl� Tabelle 
��	� Spalte p � ���� So h�atten die Ergebnisse
des Jahres �

� f�ur alle Modelle zu einem Multiplikationsfaktor von Vier gef�uhrt� da
f�ur alle Modelle mehr als zehn �Uberschreitungen aufgetreten sind�

Wird das etwas vereinfachte Verfahren zur Bestimmung der Eigenkapitalunterlegung
angewendet� bei dem jeweils die aktuellen Value�at�Risk�Sch�atzungen mit dem Fak�
tor Drei multipliziert werden� so w�aren bei zehnt�agiger Halteperiode und 

� Kon��
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Periode Modell p � ���� p � 
��� p � ���� p � 	���

GBB ������ �����
 ����
� ������


��
��� bis ����
��� SD �����	 ������ �����	 ������

HYP ������ ����	� ����
� �����	

GBB ������ ������ ������ ���	��
����
��� bis ����
��	 SD �����	 ����		 ����
� ���
	�

HYP ���	�� ���
�� ���
�� ����	


GBB ��	��� ��	��� ������ ���
��
����
��	 bis ����
��� SD ��	��� ��	��� ����
� ������

HYP ��	�

 ������ ���

� ������

GBB ������ ������ ����	� ����	�


��
��� bis ����
��� SD ������ ���	�� ������ ������

HYP ���		� ������ ����
� ���	��

Tabelle 
���� Relative Abweichung �KOMB � EKOMB��KOMB bei ver�
schiedenen Kon�denzniveaus und zehnt�agiger Halteperiode�

denzniveau die Eigenmittel in jedem Fall� das heisst f�ur jeden Tag und jedes Modell�
v�ollig ausreichend gewesen� Die Erh�ohung des Faktors w�are also nicht notwendig�

Sch�atzung von Lower	Partial	Moments

Abschliessend werden die Ergebnisse der LPM�Sch�atzungen diskutiert� Die Zielren�
dite wurde auf �� festgelegt� das heisst es soll zumindest kein Verlust auftreten�
Der Exponent k� welcher die Gewichtung der Abweichungen von der Zielrendite
festlegt� wurde auf k � � gesetzt� Abbildungen 
�
 und 
��� zeigen den zeitlichen
Verlauf der LPM�Stichprobensch�atzungen f�ur ein� und zehnt�agige Halteperioden�
F�ur die betrachteten Modelle ergibt sich f�ur fast alle Zeitpunkte die Reihenfolge
LPMHYP 
 LPMSD 
 LPMGBB� Da sich bei diesen Modellen aufgrund der gesch�atz�
ten Parameter fast symmetrische und zentrierte Renditeverteilungen ergeben� k�onnen
die LPM���� als

�
halbe Varianz� interpretiert werden� So ber�ucksichtigen die Lower�

Partial�Moments hier vor allem die breiten Enden der Renditeverteilungen des hy�
perbolischen Modells und des Sprung�Di�usions�Prozesses im Vergleich zur Geome�
trischen Brownschen Bewegung�

Die h�oheren LPM�Sch�atzungen bei l�angerer Halteperiode erkl�aren sich aus der Dis�
persion der Dichtefunktionen in Abh�angigkeit von der Zeit�
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���� Zusammenfassung der Ergebnisse der Monte�Carlo�
Simulationen

Die Untersuchungen in den vorangegangen Abschnitten dieses Kapitels sollten der
Frage nachgehen� welches der expliziten Modelle das geringste Modellrisiko vermuten
l�asst�

Zun�achst ist festzuhalten� dass dieses Modellrisiko auch von den gew�ahlten Parame�
tern der Value�at�Risk�Sch�atzung abh�angt� also von Halteperiode und Kon�denzni�
veau� Es hat sich herausgestellt� dass allein aufgrund der �Uberschreitungszahlen die
Frage nach dem Modellrisiko nicht beantwortet werden kann� Dazu ist der Likelihood�
Ratio�Test nach Kupiec f�ur die vorliegenden Modelle zu wenig trennscharf� Einzig auf
der Grundlage geringerer �Uberschreitungszahlen auf ein

�
besseres� Modell zu schlies�

sen� ist gef�ahrlich� Geringere �Uberschreitungszahlen als theoretisch erwartet� bedeuten
ebenfalls ein Modellrisiko� welches sich in einer zu konservativen und damit mit hohen
Kosten verbundenen Eigenmittelunterlegung niederschl�agt� Zudem gleichen sich die
Sch�atzungen und damit die �Uberschreitungszahlen mit wachsenden Restwahrschein�
lichkeiten an� Der Vorteil einer besseren Approximation von empirischen Renditever�
teilungen durch bestimmte Modelle geht dann verloren�

Das von den Bankaufsichtsbeh�orden entwickelte Ampelkonzept basiert auf diesen
�Uberschreitungszahlen und ist daher nur in eingeschr�anktem Masse geeignet�

�
bes�

sere� von
�
schlechteren� Modellen zu trennen� Eine Festlegung des Basler Multipli�

kationsfaktors allein auf Grundlage dieses Kriteriums erscheint unzureichend�

Deshalb wurden f�ur die Beurteilung des Modellrisikos weitere Kriterien analysiert�
Die Sch�atzung des Rang�Korrelationskoe�zienten gibt zwar keinen Hinweis zugun�
sten des einen oder anderen Modells� zeigt daf�ur aber deutlich� dass Halteperioden
oder Prognosehorizonte von zehn Tagen zu lang sind� um realen Marktver�anderungen
gerecht zu werden�

Dies wird auch durch die grossen relativen Abweichungen zwischen mittlerer tats�achli�
cher und mittlerer erwarteter �Uberschreitungsh�ohe deutlich� Bei zehnt�agiger Haltepe�
riode prognostizieren alle drei Modelle die �Uberschreitungsh�ohen in sehr ungen�ugen�
dem Ausmass� Bei eint�agiger Halteperiode zeigen der Sprung�Di�usions�Prozess und
das hyperbolische Modell dagegen sehr viel geringere Abweichungen als die Normal�
verteilung� dies zudem f�ur alle untersuchten Kon�denzniveaus �vgl� auch Tabelle 
�����

Die gleichen Ergebnisse zeigt das Kriterium� welches �Uberschreitungszahlen und �Uber�
schreitungsh�ohen kombiniert� Es lassen sich so in einer Masszahl mehrere Informatio�
nen in einfacher Weise ber�ucksichtigen�

F�ur eint�agige Halteperioden kann also im Sinne der untersuchten Kriterien eine Re�
duktion des Modellrisikos erzielt werden� wenn statt der Geometrischen Brownschen
Bewegung� der Sprung�Di�usions�Prozess oder das hyperbolische Modell zur An�
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wendung gelangen� Inwieweit sich explizite Modelle und das implizte Modell der hi�
storischen Simulation bez�uglich ihres Modellrisikos unterscheiden� wird im folgenden
Abschnitt diskutiert�
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��� Vergleich von historischer Simulation und

Monte�Carlo�Simulation

Beim Vergleich zwischen historischer Simulation und Monte�Carlo�Simulation han�
delt es sich um die Gegen�uberstellung des impliziten Modells� welches der historischen
Simulation zugrunde liegt� und von expliziten Modellen� f�ur welche Monte�Carlo�
Simulationen durchgef�uhrt werden� Beim Backtesting kann dann mittels verschiede�
ner Kriterien das Modellrisiko abgesch�atzt werden�

Ein weiteres Vergleichskriterium� das vor allem in der praktischen Umsetzung eine
wichtige Rolle spielt� ist der numerische Aufwand� das heisst die Rechenzeiten bis
eine Value�at�Risk�Sch�atzung vorliegt�


���� Vergleich der Ex�post�Kriterien zur 	Uberpr	ufung des
Modellrisikos

Korrelation zwischen Value	at	Risk	Sch�atzungen und tats�achlich einge�

tretenen Verlusten

Bei eint�agiger Halteperiode sind die Korrelationskoe�zienten f�ur das implizite Modell
und die expliziten Modelle� vor allem f�ur den Sprung�Di�usions�Prozesses und das
hyperbolische Modell ungef�ahr gleich gross� Es bestehen signi�kante Korrelationen
zwischen Value�at�Risk�Sch�atzungen und tats�achlich eingetretenen Verlusten�

Bei zehnt�agiger Halteperiode zeigen die expliziten Modelle zumindest f�ur kleine
p�Werte signi�kante Korrelationen� w�ahrend beim impliziten Modell solche Kor�
relationen nicht bestehen� Dies d�urfte darauf zur�uckzuf�uhren sein� dass bei der
Berechnung der Zehntagesrenditen sich �uberlappende Zeitr�aume verwendet wer�
den� und so nur noch wenige unkorrelierte Renditen f�ur die Sch�atzung des Rang�
Korrelationskoe�zienten zur Verf�ugung stehen�

Bin�are Verlustfunktion und Likelihood	Ratio	Test nach Kupiec

Der Likelihood�Ratio�Test nach Kupiec kann in der Regel nicht zwischen implizitem
Modell einerseits und den expliziten Modellen andererseits di�erenzieren�

Was die �Uberschreitungszahlen angeht� so f�uhren der Sprung�Di�usions�Prozess und
das hyperbolische Modell zu �ahnlichen Ergebnissen wie die historische Simulation�
mit leicht geringeren �Uberschreitungszahlen bei der historischen Simulation in der
zweiten Jahresh�alfte �

�� die durch stark ansteigende Value�at�Risk�Sch�atzungen
charakterisiert war� Dies gilt einheitlich f�ur die verschiedenen Kon�denzniveaus und
Halteperioden�
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Vergleich von tats�achlicher und erwarteter �Uberschreitungsh�ohe

Auch die relativen Abweichungen zwischen mittlerer tats�achlicher und mittlerer er�
warteter �Uberschreitungsh�ohe liegen f�ur die historische Simulation� den Sprung�
Di�usions�Prozess und das hyperbolische Modell bei eint�agiger Halteperiode in der
gleichen Gr�ossenordnung� Bei zehnt�agiger Halteperiode und auf den Gesamtzeitraum
bezogen� liegen die Abweichungen bei allen expliziten Modellen zwischen ��� und
���� Die historische Simulation zeigt hingegen etwas tiefere Werte um ����

Kombination von �Uberschreitungszahlen und �Uberschreitungsh�ohen

In den Abbildungen 
��� und 
��� sind die Ergebnisse f�ur das aus relativen �Uberschrei�
tungszahlen und relativen �Uberschreitungsh�ohen gebildete Kriterium f�ur eint�agige
respektive f�ur zehnt�agige Halteperioden erfasst� Abgebildet sind f�ur verschiedene
Restwahrscheinlichkeiten p jeweils die relativen Abweichungen zwischen tats�achlichem
Wert KOMB und erwartetem Wert EKOMB dieses Kriteriums� Bei eint�agiger Hal�
teperiode ergibt sich folgendes Bild� Die relativen Abweichungen bei der historischen
Simulation steigen mit wachsenden p�Werten leicht an� F�ur den Sprung�Di�usions�
Prozess und das hyperbolische Modell steigen diese Abweichungen von p � �� auf
p � ���� ebenfalls an� bleiben dann aber nahezu konstant� Desweiteren kommt es
zu einer Angleichung der Abweichungen zwischen den beiden letztgenannten Model�
len und dem impliziten Modell mit wachsender Restwahrscheinlichkeit� wobei f�ur alle
p�Werte diese Abweichungen in der gleichen Gr�ossenordnung liegen� Bei der Geome�
trischen Brownschen Bewegung sinken die relativen Abweichungen mit wachsenden
p�Werten� sind aber gegen�uber den anderen Modellen jeweils deutlich erh�oht�

Bei zehnt�agiger Halteperiode liegen die relativen Abweichungen f�ur alle Modelle �uber
denjenigen bei eint�agiger Halteperiode� Die expliziten Modelle unterscheiden sich nur
wenig� die relativen Abweichungen bei der historischen Simulation sind hingegen et�
was geringer� F�ur alle Modelle ist weiter ein leichtes Sinken der Abweichungen mit
wachsender Restwahrscheinlichkeit p zu beobachten�

Bei der historischen Simulation� dem Sprung�Di�usions�Prozess und beim hyperbo�
lischen Modell sind die Abweichungen f�ur eine eint�agige Halteperiode und f�ur p � ��
am kleinsten�


���� Vergleich der Rechenzeiten

Der numerische Aufwand f�ur beide Verfahren wird dar�uber abgesch�atzt� wie lange die
einzelnen Programme in ihrer Ausf�uhrung auf demselben Rechner ben�otigen�

Solch eine Absch�atzung kann nur grob sein� da die Programme zur historischen Si�
mulation und zur Monte�Carlo�Simulation v�ollig andere Strukturen aufweisen� So
sind bei den Monte�Carlo�Simulationen die Stichprobenumf�ange viel gr�osser als bei
der historischen Simulation� was l�angere Rechenzeiten bedeutet� Zudem werden beim
Monte�Carlo�Verfahren in der vorliegenden Version mehrere Simulationsrechnungen
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durchgef�uhrt und anschliessend der Mittelwert der Quantile gesch�atzt� Das Programm
f�ur die Monte�Carlo�Simulationen ist dabei so angelegt� dass alle drei Modelle gleich�
zeitig simuliert werden� Nicht vernachl�assigt werden darf schliesslich auch die Re�
chenzeit f�ur die jeweiligen Parametersch�atzungen� Auf der anderen Seite ist beim
Programm zur historischen Simulation eine nichtparametrische Quantilsch�atzung auf
Grundlage einer Kerndichtesch�atzung implementiert� die numerisch sehr aufwendig
ist�

Unter diesen Vorbehalten sind die in Tabelle 
��
 zusammengestellten Rechenzeiten
zu betrachten� Sie geben die realisierten Zeiten f�ur die ���
 Value�at�Risk�Sch�atzun�
gen bei einem Kon�denzniveau von 
�� an� Ber�ucksichtigt sind Halteperioden von
einem und zehn Tagen� Die Simulationsrechnungen wurden auf einem Pentium�II�
Prozessor mit 	�� MHz Taktfrequenz und �� MB RAM Arbeitsspeicher ausgef�uhrt�
Es zeigt sich� dass die Rechenzeiten der Monte�Carlo�Simulationen gegen�uber den
historischen Simulationen um ein Vielfaches h�oher sind� Im besten Fall kann die f�ur

Halteperiode Monte�Carlo�Simulation Historische Simulation

� Tag ��� min ��	� min
�� Tage ��� min ���	 min

Tabelle 
��
� Approximative Rechenzeiten f�ur ���
 t�agliche
Value�at�Risk�Sch�atzungen bei Monte�Carlo�Simulationen und
bei historischen Simulationen�

die Monte�Carlo�Simulation angegebene Zeit durch Drei geteilt werden� um f�ur ein
einziges Modell die Ausf�uhrungszeit zu erhalten� Um die Rechenzeit zus�atzlich zu re�
duzieren� k�onnte auf die Bestimmung des arithmetischen Mittels der Quantile aus zehn
Wiederholungen verzichtet und die Anzahl Realisierungen auf ��� reduziert werden�
was der Anzahl entspricht� die der historischen Simulation als Stichprobe zugrunde�
liegt�

Entsprechende Simulationsrechnungen wurden durchgef�uhrt� So ergibt sich bei gleich�
zeitiger Simulation aller drei expliziten Modelle f�ur die ���
 Tage neu eine Rechenzeit
von circa 	�� Minuten bei eint�agiger und circa ���� Minuten bei zehnt�agiger Haltepe�
riode� Im besten Fall ben�otigt ein einzelnes Modell circa ���� Minuten respektive 	��
Minuten zur Ausf�uhrung� Die historische Simulation ist daher bez�uglich der Rechen�
zeiten vorzuziehen�


���� Zusammenfassung

Zusammengefasst l�asst sich �uber das Modellrisiko auf Grundlage aller untersuchten
Kriterien folgende Aussage machen� Im Rahmen des Value�at�Risk�Konzeptes sind
die Modellrisiken der untersuchten expliziten Modelle und des impliziten Modells bei
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zehnt�agiger Halteperiode gr�osser als bei eint�agiger Halteperiode�

Bei eint�agiger Halteperiode zeigen die historische Simulation� der Sprung�Di�usions�
Prozess und das hyperbolische Modell vergleichbare Modellrisiken� die f�ur p � �� am
kleinsten sind� Bei zehnt�agiger Halteperiode ist hingegen der historischen Simulation
das geringste Modellrisiko zuzuschreiben�

��
 Konsequenzen aus der Langzeitstudie

Am Schluss dieses Kapitels �uber die Langzeitstudie von Value�at�Risk�Sch�atzungen
des SMI sollen die Ergebnisse und die sich daraus ergebenden Konsequenzen zusam�
mengefasst werden�

�� Historische Simulationen lassen sich schnell umsetzen und es lassen sich ein�
fach Value�at�Risk�Werte sch�atzen� Bei Monte�Carlo�Simulationen k�onnen die
Fehler in der Quantilsch�atzung so verringert werden� dass haupts�achlich Appro�
ximationsfehler in der expliziten Modellbildung miteinander verglichen werden�
Dies erh�oht aber die notwendigen Rechenzeiten in grossem Umfang�

�� Der Likelihood�Ratio�Test nach Kupiec ist als Kriterium zur Absch�atzung des
Modellrisikos im Rahmen des Value�at�Risk�Konzeptes bei den untersuchten
Modellen zu wenig aussagekr�aftig� Es muss durch weitere Kriterien erg�anzt
werden� Als aussagekr�aftiges Kriterium hat sich die Kombination aus relati�
ven �Uberschreitungszahlen und relativen �Uberschreitungsh�ohen erwiesen� Bei
der �Uberpr�ufung des Modellrisikos lassen sich auf diese Weise wesentlich mehr
Informationen einer Modellverteilung einbeziehen�

	� Bei allen expliziten Modellen und dem impliziten Modell sind die Modellrisiken
bei eint�agiger Halteperiode geringer als bei einer Halteperiode von zehn Tagen�
Bei eint�agiger Halteperiode weisen die historischen Simulationen� der Sprung�
Di�usions�Prozess und das hyperbolische Modell �ahnliche Modellrisiken auf� die
f�ur ein Kon�denzniveau von 

� am geringsten ausfallen�

�� Die Analyse der Vorschriften der Bankaufsichtsbeh�orden ergibt folgendes Ergeb�
nis� Die Berechnung des ���Tage�Durchschnitts von Value�at�Risk�Sch�atzun�
gen als Basis f�ur die Eigenkapitalunterlegung ist wenig sinnvoll� Vielmehr sollten
jeweils aktuelle Value�at�Risk�Sch�atzungen verwendet werden� Ein Multiplika�
tionsfaktor von Drei ist dann v�ollig ausreichend� Da das Ampelkonzept auf den
bin�aren Verlustfunktionen beruht� ist es zur �Uberpr�ufung interner Modelle als
unzureichend einzustufen�

�� Die Value�at�Risk�Sch�atzungen werden in der Regel bei zunehmend volati�
len Marktsituationen �uberschritten� Dies bedeutet� dass die einzelnen Verfah�
ren nicht schnell genug auf diese steigenden Volatilit�aten reagieren k�onnen�
Nimmt dagegen nach einer hochvolatilen Phase die Volatilit�at wieder ab� d�ur�
ften kaum �Uberschreitungen auftreten� Die in den historischen Daten inh�arenten




��� Konsequenzen ���

Schwankungen sorgen f�ur gewisse zuk�unftige Perioden f�ur hohe Value�at�Risk�
Sch�atzungen� die dann das Marktrisiko �uberbewerten� Hohe Eigenkapitalunter�
legungen und Kosten sind die Folge�

�� Aufgrund der vorangehenden Punkte wird folgender Vorschlag gemacht� man
verwende f�ur die Value�at�Risk�Sch�atzungen Halteperioden von einem Tag und
Kon�denzniveaus von 

�� Zur �Uberpr�ufung der �internen� Modelle sollte das
aus �Uberschreitungszahlen und �Uberschreitungsh�ohen kombinierte Kriterium
verwendet werden� Durchaus �uberlegenswert ist� ob auf Grundlage dieses Kri�
teriums auch die H�ohe des Multiplikationsfaktors festgelegt werden sollte� mit
dem man dann zur Eigenkapitalunterlegung gelangt�
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Kapitel �	

Value�at�Risk�Sch�atzungen

f�ur verschiedene Aktien

Im vorigen Kapitel wurden f�ur einen Zeitraum von f�unf Jahren t�agliche Value�at�
Risk�Sch�atzungen f�ur den SMI bestimmt� unter Verwendung von historischen Si�
mulationen und Monte�Carlo�Simulationen� Mit dem Backtesting und verschiedenen
Kriterien wurden die zugrundeliegenden Modelle auf ihr Modellrisiko hin untersucht�

F�ur das Jahr �

�� vor allem f�ur die zweite Jahresh�alfte� hat sich ergeben� dass
einerseits die Value�at�Risk�Sch�atzungen stark anstiegen� andererseits die Anzahl
�Uberschreitungen dieser Sch�atzwerte durch tats�achliche Marktver�anderungen stark
zunimmt� Das Jahr �

� stellt daher einen guten Testfall f�ur die einzelnen Modelle
dar� Diese m�ussen sich nicht nur in Phasen bew�ahren� in denen das B�orsengeschehen
als ruhig zu bezeichnen ist� sondern gerade auch in turbulenten Zeiten� Dieses Jahr
stellt zudem das erste Erfahrungsjahr f�ur Value�at�Risk�Modelle im Bankbereich dar�
da die Richtlinien der Eidgen�ossischen Bankenkommission� die die Verwendung inter�
ner Modelle im Rahmen des Value�at�Risk�Konzeptes erlauben� seit dem 	������

�
gelten�

Aus diesem Grund wird die Analyse von Kapitel 
 f�ur den SMI nun auf die f�unf Titel
ABB Inhaberaktie� Namenaktien der Credit�Suisse Group� Novartis und Nestle und
sowie auf den Genussschein von Roche jeweils f�ur das Jahr �

� erweitert�

Im Rahmen dieses Kapitels werden exemplarisch die Ergebnisse f�ur die Credit�Suisse
Namenaktie und die Novartis Namenaktie dargestellt� Die Analysen f�ur diese beiden
Titel werden zus�atzlich zu den f�ur den SMI gewonnen Resultate einige interessante
Einsichten bereithalten� Die Ergebnisse f�ur die �ubrigen Aktien �nden sich in Anhang
E� �iessen aber in eine Gesamtdiskussion der Ergebnisse ein�

���



��� Kaptitel ��� VaR�Sch�atzungen f�ur Aktien

���� Vorgehensweise

Die Vorgehensweise dieser Analyse ist v�ollig analog zu derjenigen in der Langzeitstu�
die� So werden sowohl historische Simulationen als auch Monte�Carlo�Simulationen
der Geometrischen Brownschen Bewegung� des Sprung�Di�usions�Prozesses und des
hyperbolischen Modells durchgef�uhrt�

Die Sch�atzung der Modellparameter erfolgt wieder �uber ein Zeitfenster der jeweils letz�
ten ��� Handelstage� K�onnen in Ausnahmef�allen die Parameter eines Modells nicht
gesch�atzt werden� so werden als Sch�atzungen die Werte des Vortages verwendet�

Die Parameter zur Sch�atzung des Value�at�Risk respektive der Quantile werden auf
die Kon�denzniveaus 

� und 
��� die Halteperiode auf einen Tag und zehn Tage
festgelegt� Die Bestimmung des Value�at�Risk erfolgt bez�uglich einer Anfangsinves�
tition von W� � �� Dies bedeutet� dass die gesch�atzten Value�at�Risk�Werte den
potentiellen Verlust pro in einer Anlage investierter W�ahrungseinheit angeben� der
nur mit einer gewissen Restwahrscheinlichkeit �uberschritten wird�

Bereich Verfahren�Beschreibung Einstellungen

Parametersch
atzung Fensterbreite ��� Handelstage

Simulation Anzahl t
agliche VaRs 
��
Zeitschritte � f
ur Halteperiode � Tag

�� f
ur Halteperiode �� Tage
L
ange des Zeitschrittes � Tag
Realisierungen 
���
WiederholungenM ��

Quantilsch
atzung Geordnete Stichprobe
Kon�denzniveau ���� ���
Halteperiode � und �� Tage
Anfangsinvestition W� � �

Tabelle ����� Rahmenbedingungen f�ur die Monte�Carlo�Simulationen�

F�ur die Quantilsch�atzungen aus Monte�Carlo�Simulationen werden pro Tag M � ��
Simulationsrechnungen mit jeweils ���� Realisierungen durchgef�uhrt� Das gesuchte
Quantil ergibt sich dann als arithmetisches Mittel der in jeder der zehn Simulati�
onsrechnungen gesch�atzten Quantile� Die Quantile werden sowohl im Rahmen von
Monte�Carlo�Simulationen als auch f�ur den Fall von historischen Simulationen auf
der Grundlage einer geordneten Stichprobe gesch�atzt� Durch die Berechnung eines
arithmetischen Mittels der Quantile bei Monte�Carlo�Simulationen k�onnen Sch�atz�
fehler reduziert werden� was es erm�oglicht� sich im wesentlichen auf Approximations�
fehler in der Modellbildung zu konzentrieren�
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Tabelle ���� gibt die Rahmenbedingungen f�ur die Monte�Carlo�Simulationen� Ta�
belle ���� diejenigen f�ur die historischen Simulationen wieder� Eine �Uberpr�ufung
der einzelnen Modelle erfolgt �uber das Backtesting�Verfahren� wobei wie in Kapi�
tel 
 folgende Kriterien verwendet werden� bin�are Verlustfunktion in Verbindung mit
Likelihood�Ratio�Test nach Kupiec� Vergleich von mittlerer erwarteter relativer �Uber�
schreitungsh�ohe und mittlerer tats�achlicher relativer �Uberschreitungsh�ohe sowie die
Kombination aus �Uberschreitungszahlen und �Uberschreitungsh�ohen�

Bereich Verfahren�Beschreibung Einstellungen

�
Simulation� Anzahl t
agliche VaRs 
��

Fensterbreite ��� Handelstage

Quantilsch
atzung Geordnete Stichprobe
Kon�denzniveau ���� ���
Halteperiode � und �� Tage
Anfangsinvestition W� � �

Tabelle ����� Rahmenbedingungen f�ur die historische Simulationen�

���� Ergebnisse f�ur die Credit�Suisse Namenaktie

������ Ex�ante�	Uberpr	ufung durch �

�Anpassungstests

F�ur die Durchf�uhrung von Monte�Carlo�Simulationen sind zun�achst die Parameter
des jeweiligen Modells zu sch�atzen� Danach kann eine erste �Uberpr�ufung der Modelle
vorgenommen werden� Mit Hilfe eines ���Anpassungstests wird �uberpr�uft� wie gut die
empirische Renditeverteilung f�ur historische Tagesrenditen durch die entsprechenden
Modellverteilungen approximiert wird�

F�ur die Geometrische Brownsche Bewegung� den Sprung�Di�usions�Prozess und f�ur
das hyperbolische Modell werden f�ur die Parametersch�atzungen jedes zehnten Tages
des Jahres �

� solche ���Anpassungstests durchgef�uhrt� jeweils zu den Signi�kanz�
niveaus � � �� und � � ��� Der historische Beobachtungszeitraum betr�agt ���
Handelstage� Tabelle ���	 gibt die Testresultate wieder�

Es stellt sich heraus� dass die Hypothese normalverteilter Renditen� die sich aus der
Geometrischen Brownschen Bewegung ergibt� in jedem Fall abgelehnt wird� Beim
Sprung�Di�usions�Prozess wird die Nullhypothese f�ur den Zeitraum September bis
Dezember in der Regel abgelehnt� F�ur diesen Zeitraum �iessen in immer st�arkerem
Masse Beobachtungen der sehr volatilen Phase August bis Oktober in die Parame�
tersch�atzungen ein� Die Nullhypothese einer �Ubereinstimmung der empirischen Ren�
diteverteilung mit einer hyperbolischen Verteilung wird praktisch nie abgelehnt� Eine
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GBB SD HYP

Monat Tag � � �� � � �� � � �� � � �� � � �� � � ��

Januar � ��� ��� ��� ��� ��� ���
�� ��� ��� ��� ��� ��� ���
�� ��� ��� ��� ��� ��� ���

Februar �� ��� ��� ��� ��� ��� ���
�� ��� ��� ��� ��� ��� ���

M�arz �� ��� ��� ��� ��� ��� ���
�� ��� ��� ��� ��� ��� ���

April 
� ��� ��� ��� ��� ��� ���
�� ��� ��� ��� ��� ��� ���

Mai �� ��� ��� ��� ��� ��� ���
��� ��� ��� ��� ��� ��� ���

Juni ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���
��� ��� ��� ��� ��� ��� ���

Juli ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���
��� ��� ��� ��� ��� ��� ���

August ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���
��� ��� ��� ��� ��� ��� ���

September �
� ��� ��� ��� ��� ��� ���
��� ��� ��� ��� ��� n�v� n�v�

Oktober ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���
��� ��� ��� ��� ��� n�v� n�v�

November ��� ��� ��� ��� ��� n�a n�v�
��� ��� ��� ��� ��� ��� ���

Dezember ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���
��� ��� ��� ��� ��� ��� ���
��� ��� ��� ��� ��� ��� ���

Tabelle ���	� Ergebnisse der ���Anpassungstests f�ur die Credit�Suisse
Namenaktie �H� nicht abgelehnt� �"�� H� abgelehnt� �����

Einschr�ankung ist diesbez�uglich jedoch vorzunehmen� F�ur die erw�ahnte volatile Pha�
se sind im hyperbolischen Modell teilweise keine Parametersch�atzungen verf�ugbar� so
dass Werte der Vortagessch�atzung �ubernommen werden m�ussen�

������ Graphische Darstellung der Value�at�Risk�Sch	atzun�
gen

In den Abbildungen ���� bis ���� sind die t�aglichen Value�at�Risk�Sch�atzungen� wie
sie sich aus den Monte�Carlo�Simulationen ergeben� f�ur verschiedene Kon�denznive�
aus und Halteperioden abgetragen�

Wieder ist ein starkes Ansteigen der Value�at�Risk�Sch�atzungen ab Mitte des Jahres
zu beobachten� Betrachtet man zun�achst die eint�agige Halteperiode� so f�allt auf� dass
der Sprung�Di�usions�Prozess und das hyperbolische Modell f�ur die Restwahrschein�
lichkeit p � �� zu h�oheren Value�at�Risk�Sch�atzungen f�uhren als die Geometrische
Brownsche Bewegung� Bei p � �� stellt sich die Situation gerade umgekehrt dar�
Bei den Value�at�Risk�Sch�atzungen des Sprung�Di�usions�Prozesses f�allt zudem auf�
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dass in etwa f�ur die �� letzten Tage des Jahres die Sch�atzwerte stark schwanken� F�ur
eine Halteperiode von zehn Tagen gleichen sich die Sch�atzwerte der verschiedenen
Modelle an� Dieses Ph�anomen wurde bereits beim SMI beobachtet und diskutiert�
Im Unterschied zu den Ergebnissen bei eint�agiger Halteperiode� f�uhrt die Geometri�
sche Brownsche Bewegung aber f�ur beide p�Werte zu den h�ochsten Value�at�Risk�
Sch�atzungen�

������ Ergebnisse des Backtesting

In Tabelle ���� sind die Ergebnisse des Backtesting�Verfahrens und der verschiedenen
Kriterien f�ur eint�agige und zehnt�agige Halteperioden dargestellt�

Der Likelihood�Ratio�Test nach Kupiec weist weder das implizite Modell der histori�
schen Simulation noch eines der expliziten Modelle als genaues Modell aus� F�ur eine
eint�agige Halteperiode weisen hyperbolisches Modell und historische Simulation �HIS�
f�ur p � �� identische �Uberschreitungszahlen auf� die deutlich unter denjenigen der
verbleibenden Modelle liegen� F�ur p � �� zeigen alle Modelle die gleichen �Uberschrei�
tungszahlen�

Ein Vergleich von mittleren erwarteten relativen und mittleren tats�achlichen relati�
ven �Uberschreitungsh�ohen zeigt deutliche Unterschiede zwischen den Modellen� F�ur
eint�agige Halteperioden liefert das hyperbolische Modell die geringsten Abweichun�
gen von allen expliziten Modellen� diese liegen jedoch deutlich �uber denjenigen der
historischen Simulation� F�ur eine zehnt�agige Halteperiode gleichen sich die relativen
Abweichungen bei den expliziten Modellen an� liegen aber immer noch �uber denjeni�
gen der historischen Simulation� F�ur alle Modelle sind diese Abweichungen gegen�uber
einer eint�agigen Halteperiode zudem teilweise stark erh�oht�

Gerade der Fall einer eint�agigen Halteperiode und p � ��� bei welchem in allen Mo�
dellen identische �Uberschreitungszahlen auftreten� zeigt� dass eine �Uberpr�ufung der
Modelle allein auf Basis einer bin�aren Verlustfunktion zu wenig aussagekr�aftig ist� Ei�
ne Ber�ucksichtigung der �Uberschreitungsh�ohe liefert n�utzliche Zusatzinformationen�

Die Ergebnisse f�ur das aus �Uberschreitungszahlen und �Uberschreitungsh�ohen gebil�
dete Kriterium zeigen im wesentlichen die gleichen Resultate wie oben diskutiert�

Nach dem Ampelkonzept der Bankaufsichtsbeh�orden h�atte in jedem der Modelle eine
Erh�ohung des Multiplikationsfaktors auf den Wert Vier erfolgen m�ussen� Eine Absi�
cherung mit dem Faktor Drei war aber f�ur alle Tage und in jedem Modell ausreichend�
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���	� Ergebnisse f�ur die NOVN ���

���� Ergebnisse f�ur die Novartis Namenaktie

������ Ex�ante�	Uberpr	ufung durch �

�Anpassungstests

Tabelle ���� zeigt die Ergebnisse der ���Anpassungstests f�ur Tagesrenditen der No�
vartis Namenaktie� Hierbei fallen zwei Dinge auf� Zum einen wird Ende des Jahres die
Hypothese normalverteilter Renditen nicht abgelehnt� zum anderen sind Sch�atzungen
der Parameter f�ur die hyperbolische Verteilung nicht immer verf�ugbar� so dass oft
Vortageswerte �ubernommen werden m�ussen�

GBB SD HYP

Monat Tag � � �� � � �� � � �� � � �� � � �� � � ��

Januar � ��� ��� ��� ��� ��� ���
�� ��� ��� ��� ��� ��� ���
�� ��� ��� ��� ��� ��� ���

Februar �� ��� ��� ��� ��� ��� ���
�� ��� ��� ��� ��� ��� ���

M�arz �� ��� ��� ��� ��� n�v� n�v�
�� ��� ��� ��� ��� ��� ���

April 
� ��� ��� ��� ��� ��� ���
�� ��� ��� ��� ��� ��� ���

Mai �� ��� ��� ��� ��� n�v� n�v�
��� ��� ��� ��� ��� n�v� n�v�

Juni ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���
��� ��� ��� ��� ��� ��� ���

Juli ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���
��� ��� ��� ��� ��� ��� ���

August ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���
��� ��� ��� ��� ��� ��� ���

September �
� ��� ��� ��� ��� ��� ���
��� ��� ��� ��� ��� ��� ���

Oktober ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���
��� ��� ��� ��� ��� ��� ���

November ��� ��� ��� ��� ��� n�v� n�v�
��� ��� ��� ��� ��� n�v� n�v�

Dezember ��� ��� ��� ��� ��� n�v� n�v�
��� ��� ��� ��� ��� n�v� n�v�
��� ��� ��� ��� ��� n�v� n�v�

Tabelle ����� Ergebisse der ���Anpassungstests f�ur die Novartis Namen�
aktie �H� nicht abgelehnt� �"�� H� abgelehnt� �����

������ Graphische Darstellung der Value�at�Risk�Sch	atzun�
gen

In den Abbildungen ���� bis ���� sind die t�aglichen Value�at�Risk�Sch�atzungen aus
Monte�Carlo�Simulationen f�ur ein� und zehnt�agige Halteperioden und f�ur Kon�denz�
niveaus 

� und 
�� aufgetragen� F�ur die Value�at�Risk�Sch�atzungen auf Grundlage
der Geometrischen Brownschen Bewegung zeigt sich� dass in etwa f�ur die ersten ��
Tage diese Sch�atzungen bis auf den Fall einer eint�agigen Halteperiode und p � ��
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deutlich �uber denjenigen der verbleibenden zwei expliziten Modelle liegen und danach
stark abfallen�

Der Grund hierf�ur ist in der Zusammensetzung der historischen Daten zu �nden�
aus denen die Parameter gesch�atzt werden� So enth�alt die Stichprobe f�ur die Pa�
rametersch�atzung circa f�ur die ersten �� Tage des Jahres �

� eine stark positive
Rendite von r 
 ���� Die Ursache f�ur diese starke Kurssteigerung war die Fusions�
ank�undigung von Ciba�Geigy und Sandoz zur Novartis am ��	��

�� Im Modell der
Geometrischen Brownschen Bewegung wird die Volatilit�at � �uber den Stichproben�
varianzsch�atzer ermittelt� Dieser reagiert bekanntlich sehr sensitiv auf Ausreisser� So
f�uhrt die stark positive Rendite zu einer deutlich erh�ohten Volatilit�at� was sich wieder�
um� wegen der Symmetrie der unterstellten Renditeverteilung� in hohen Sch�atzungen
f�ur den Value�at�Risk niederschl�agt� Dieses Ph�anomen tritt auf� obwohl es sich bei
dem geschilderten Ereignis nicht um eine risikobehaftete Situation� sondern um eine
Chance handelt� Bei den beiden anderen expliziten Modellen ist dieser E�ekt nicht
zu beobachten� Einzige Ausnahme bildet der Sprung�Di�usions�Prozess im Fall einer
zehnt�agigen Halteperiode und p � ���

������ Ergebnisse des Backtesting

Die Resultate des Backtesting k�onnen aus Tabelle ���� entnommen werden� F�ur
eint�agige Halteperioden werden f�ur beide Kon�denzniveaus der Value�at�Risk�
Sch�atzung der Sprung�Di�usions�Prozess� das hyperbolische Modell sowie die histo�
rische Simulation durch den Likelihood�Ratio�Test nach Kupiec als genaue Modelle
identi�ziert� F�ur p � �� werden alle expliziten Modelle als genau eingestuft� die hi�
storische Simulation dagegen nicht� Bei zehnt�agiger Halteperiode wird die Hypothese
eines genauen Modells sowohl f�ur die drei expliziten Modelle als auch f�ur die histori�
sche Simulation abgelehnt�

Die �Uberschreitungszahlen f�ur die Geometrische Brownsche Bewegung sind wegen
dem in ���	�� diskutierten E�ekt nicht ganz mit denjenigen der �ubrigen Modelle ver�
gleichbar� Es kann jedoch festgehalten werden� dass sich die �Uberschreitungszahlen in
allen Modellen nur wenig unterscheiden�

Werden die �Uberschreitungsh�ohen in die Betrachtungen miteinbezogen� ergibt sich
ein di�erenzierteres Bild� Dabei ergeben sowohl die Vergleiche zwischen erwarteter
und tats�achlicher �Uberschreitungsh�ohe� als auch das kombinierte Kriterium die glei�
che Tendenz� Von allen expliziten Modellen weist der Sprung�Di�usions�Prozess die
geringsten relativen Abweichungen auf� Die historische Simulation zeigt vor allem f�ur
eine Halteperiode von zehn Tagen hohe relative Abweichungen� w�ahrend gerade in
diesem Fall die Geometrische Brownsche Bewegung tiefere relative Abweichungen als
bei eint�agiger Halteperiode zeigt�

Eine Besonderheit ergibt sich bei zehnt�agiger Halteperiode und p � �� f�ur den
Sprung�Di�usions�Prozess und das hyperbolische Modell� In diesem Fall wurden
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h�ohere relative �Uberschreitungsh�ohen prognostiziert als dann real eingetro�en sind�

Im Hinblick auf die Eigenkapitalunterlegung h�atte das Ampelkonzept schliesslich zu
einer Erh�ohung des Multiplikationsfaktors gef�uhrt� Ein Mulitplikator von Drei war
aber in jedem Fall ausreichend�

���� Zusammenfassung der Ergebnisse f�ur alle un�

tersuchten Titel

In den vorangegangenen Abschnitten wurden Credit�Suisse Namenaktie und Novar�
tis Namenaktie exemplarisch untersucht� In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse
aller untersuchten f�unf Titel zusammengefasst�

Insgesamt ergeben alle Untersuchungen in etwa dasselbe Bild� vergleichbar auch mit
den Resultaten aus der Langzeitstudie �uber den SMI� Zusammengefasst l�asst sich
festhalten�

�� Im Rahmen des Value�at�Risk�Konzeptes und im Sinne der untersuchten Kri�
terien weisen der Sprung�Di�usions�Prozess und das hyperbolische Modell f�ur
eint�agige Halteperioden ein geringeres Modellrisiko auf als die Geometrische
Brownsche Bewegung� Die verwendeten Kriterien weisen in der Regel bei p � ��
und eint�agiger Halteperiode auf die geringsten Modellrisiken hin� Bei zehnt�agi�
ger Halteperiode steigen die Modellrisiken an und gleichen sich zudem unter den
verschiedenen Modellen an� Der Likelihood�Ratio�Test nach Kupiec stuft in die�
sem Fall keines der Modelle f�ur keinen der untersuchten Titel bei zehnt�agiger
Halteperiode als genau ein�

�� Die Historische Simulation weist in der Regel ein geringeres Modellrisiko auf als
die expliziten Modelle�

	� Das Ampelkonzept zur Festlegung des Basler Multiplikationsfaktors ist unzu�
reichend� Ein Multiplikator von Drei ist f�ur eine ausreichende Eigenkapitalun�
terlegung in allen untersuchten F�allen gen�ugend gross�

�� Die Modellrisiken h�angen auch von der Wahl der Parameter bei der Value�at�
Risk�Sch�atzung ab� Man w�ahle daher eint�agige Halteperioden und ein Kon��
denzniveau von 

��



Kapitel ��

Value�at�Risk�Sch�atzungen

bei Optionen

In diesem Kapitel wird der Frage nachgegangen� wie sich Value�at�Risk�Sch�atzungen
in den Optionspreismodellen der Geometrischen Brownschen Bewegung� des Sprung�
Di�usions�Prozesses und des hyperbolischen Modells unterscheiden�

���� Einleitung

Kapitel � hat ergeben� dass alle expliziten Modelle zu ungef�ahr gleichen Optionsprei�
sen f�uhren� Bei diesen Untersuchungen wurden die Optionspreise in den einzelnen
Modellen auf Grundlage eines bekannten� f�ur alle Modelle gleichen Aktienkurses be�
rechnet� F�ur die Sch�atzung des Value�at�Risk wird zus�atzlich eine prognostizierte
Verteilung zuk�unftiger Optionsrenditen ben�otigt� Zu ihr gelangt man� indem in einem
bestimmten Modell zun�achst eine Verteilung von Aktienkursen generiert wird� um
dann mit den zugeh�origen Optionspreismodellen eine Verteilung der Optionspreise
und damit der Optionsrenditen zu berechnen� Da die verschiedenen expliziten Mo�
delle sehr unterschiedliche Verteilungen f�ur Aktienrenditen prognostizieren� vor allem
was die Enden einer Verteilung angeht� ist zu erwarten� dass sich die Renditeverteilun�
gen von Optionen in den einzelnen Modellen ebenfalls unterscheiden� Verst�arkt wird
dieser E�ekt zus�atzlich durch den nichtlinearen Charakter von Optionen auf Aktien�
der sich in nichtlinearen Bewertungsfunktionen ausdr�uckt�

Folgende vereinfachende �Uberlegung ist f�ur die Verdeutlichung der Zusammenh�ange
zwischen den Verteilungen von Aktienrenditen und Optionenrenditen n�utzlich�
Zun�achst nimmt man an� dass die prozentuale Abweichung x des Modellpreises der
Option vom Marktpreis f�ur zwei kurz aufeinanderfolgende Zeitpunkte gleich gross ist�
Weiter wird angenommen� dass f�ur diese beiden Zeitpunkte t und t"� die Parameter
des Optionspreismodelles und der risikolose Zinssatz konstant sind� Es �andern sich
also nur noch der Basispreis S und die Restlaufzeit� F�ur den Modellpreis VModell�t der

�	�
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Option und den Marktpreis VMarkt�t zum Zeitpunkt t gilt dann�

VMarkt�t � VModell�t �� " x� �

Wird die Rendite vom Zeitpunkt t bis t " � berechnet� ergibt sich

ln
VMarkt�t��

VMarkt�t
� ln

VModell�t�� �� " x�

VModell�t �� " x�
� ln

VModell�t��

VModell�t
�

Wenn nun zus�atzlich alle Modelle zu ungef�ahr gleichen Optionspreise f�uhren� was
grunds�atzlich das Ergebnis von Kapitel � ist� so sind vor allem unterschiedliche Ver�
teilungen f�ur die Basispreise in den verschiedenen Modellen f�ur unterschiedliche Ver�
teilungen von Optionsrenditen verantwortlich� F�ur die Value�at�Risk�Sch�atzungen
d�urfen daher auch deutliche Unterschiede erwartet werden�

Die historische Simulation ist nicht direkt auf Marktpreise von Optionen anwendbar�
da sie auf eine Stichprobe historischer Kurse� hier Optionspreise� angewiesen ist� F�ur
Optionen sind aber nicht f�ur jeden Tag �historische� Kurse vorhanden und die Lauf�
zeiten von Optionen sind teilweise sehr kurz� Die Stichprobenumf�ange sind daher in
der Regel sehr klein� Ein m�oglicher Ausweg besteht darin� zun�achst eine Stichpro�
be von historischen Aktienkursen zu ziehen und mit diesen Aktienkursen und einem
expliziten Optionspreismodell eine Stichprobe von Optionsrenditen zu erzeugen� Die
Ergebnisse von Kapitel � lassen vermuten� dass die verschiedenen Optionspreismodel�
le auf Basis der historischen Stichprobe zu fast gleichen Renditeverteilungen f�ur die
Option f�uhren� Da die expliziten Optionspreismodelle auf bestimmten Annahmen f�ur
die Verteilung der Aktienkursen beruhen� die historische Simulation aber verteilungs�
frei ist� ist dieses Vorgehen nicht ganz konsistent�

Deshalb wird im folgenden die Monte�Carlo�Methode verwendet� F�ur die einzelnen
Modelle wird zun�achst eine Stichprobe von Kursen beziehungsweise Renditen der Ak�
tien f�ur einen zuk�unftigen Zeitpunkt generiert� Auf Basis dieser Stichprobe wird dann
mit dem zugeh�origen Optionspreismodell eine Stichprobe zuk�unftiger Optionsrendi�
ten berechnet und daraus der Value�at�Risk gesch�atzt�

Ein Backtesting� wie f�ur Aktienkurse� ist bei den Optionspreisen nicht m�oglich� Die
Gr�unde sind im Prinzip die gleichen� die gegen eine Anwendung der historischen Si�
mulation auf Optionspreise sprechen� da nicht f�ur jeden Tag Marktoptionspreise vor�
handen sind� k�onnen keine t�aglichen R�uckvergleiche vorgenommen werden� Aufgrund
der oft sehr kurzen Laufzeiten sind zudem die Stichprobenumf�ange f�ur statistisch sig�
ni�kante Aussagen zu klein�

Die verschiedenen Modelle k�onnen also nur bez�uglich ihrer Value�at�Risk�Sch�atzun�
gen und aufgrund erwarteter Gr�ossen� wie etwa die erwartete �Uberschreitungsh�ohe�
miteinander verglichen werden�
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���� Vorgehensweise

Als Grundlage f�ur die Value�at�Risk�Sch�atzungen werden Monte�Carlo�Simulati�
onen f�ur verschiedene Call�Optionen auf die Credit�Suisse Namenaktie mit Para�
metersch�atzungen f�ur den �������

� durchgef�uhrt� Dass nur eine einzige Parameter�
konstellation betrachtet wird� liegt daran� dass die Simulation der Optionsrenditen in
den einzelnen Modellen sehr aufwendig und rechenintensiv ist� Auf diese Problematik
wird sp�ater genauer eingegangen�

F�ur den �������

� werden verschiedene Call�Optionen untersucht� So werden f�ur
diesen Tag Aus�ubungsverh�altnisse S�K zwischen ��
 und ���� gew�ahlt� Als Rest�
laufzeiten� bezogen auf den �������

�� werden bei eint�agigem Prognosehorizont ���
�� und �� Tage� bei zehnt�agigem Prognosehorizont �� und 	� Tage analysiert� Die
Restlaufzeiten am Ende des Prognosehorizonts betragen dann 
� �� und �
 Tage�
beziehungsweise �� und �� Tage� Als risikoloser Zinssatz wird der ��Monats LIBOR�
CHF�Satz f�ur den �������

� verwendet� Er betr�agt r � ����� �p�a��� Die Parame�
tersch�atzungen der einzelnen Modelle sind in Tabelle ���� wiedergegeben� Bei diesen
Parametersch�atzungen wird die Hypothese normalverteilter Renditen durch einen ���
Anpassungstest bei Signi�kanzniveau � � �� abgelehnt� die Hypothese hyperbolisch
und gem�ass Sprung�Di�usions�Prozess verteilter Renditen wird hingegen nicht abge�
lehnt�

Modell Parameter Sch
atzung

GBB �� ���������
��� ��������

SD ��B ��������
���
B

�����
	�
��J ���������
���
J

������	�
�� ��������

HYP �� �	�������
�� ��	�e���
�� ���	�����
�� ��������

Tabelle ����� Parametersch�atzungen f�ur
die einzelnen Modelle am ������
��

F�ur die Value�at�Risk�Sch�atzungen werden Kon�denzniveaus 
�� und 

� verwen�
det� bei ein� und zehnt�agiger Halteperiode� Die Anfangsinvestition betr�agt W� � ��
Bei der Monte�Carlo�Simulation werden wieder M � �� Simulationsrechnungen mit
jeweils ���� Realisierungen durchgef�uhrt� Anschliessend wird wiederum ein arithmeti�
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sches Mittel der in jedem Simulationslauf gesch�atzten Quantile berechnet �vgl� Kapitel

�	����

Die Monte�Carlo�Simulationen f�ur die Geometrische Brownsche Bewegung und den
Sprung�Di�usions�Prozess werden gemeinsam in einem Programm durchgef�uhrt� das
hyperbolische Modell wird hingegen in einem eigenen Programm simuliert� Tabel�
le ���� gibt die Rechenzeiten der beiden Programme f�ur ���� Realisierungen bei
unterschiedlicher Anzahl Zeitschritte wieder� Sie beziehen sich auf einen Pentium�
II�Prozessor mit 	�� MHz Taktfrequenz und �� MB RAM Arbeitsspeicher� F�ur die

Zeitschritte GBB und SD HYP

� � �� min � �� min
�� � �� min � �� min

Tabelle ����� Approximative Rechenzeiten
f�ur eine Value�at�Risk�Sch�atzung in den
unterschiedlichen Modellen�

Simulationen von zehn Wiederholungen mit jeweils ���� Realisierungen ergibt dies
f�ur die Simulation einer Renditeverteilung pro Ausgestaltung der Call�Option eine
Rechenzeit von rund acht Stunden bei einem Zeitschritt und rund neun Stunden bei
zehn Zeitschritten� und damit f�ur alle untersuchten Konstellationen eine Rechenzeit
von circa ��� Tagen� ununterbrochene Nutzung des Prozessors vorausgesetzt�

���� Diskussion der Ergebnisse

Abbildung ���� zeigt die Dichtefunktionen der Optionsrenditen� die sich bei einem
Aus�ubungsverh�altnis S�K � ���� und Restlaufzeit � � �� zu Beginn der Halte�
periode am Ende der Halteperiode von einem Tag ergeben� Diese Dichtefunktionen
beruhen auf einer Kerndichtesch�atzung auf Basis von ���� simulierten Realisierun�
gen� Abbildung ���� gibt die Dichtefunktionen bei zehnt�agiger Halteperiode und einer
Restlaufzeit � � 	� zu Beginn der Halteperiode wieder� Zus�atzlich sind in Tabelle ���	
Sch�atzungen einiger statistischer Kenngr�ossen der Verteilungen dieser Optionsrendi�
ten erfasst�

Wie aus den Abbildungen und Tabellen ersichtlich� ergeben sich asymmetrische� links�
schiefe und leptokurtische Verteilungen� Bei eint�agiger Halteperiode ist der unter�
schiedliche Verlauf der Dichtefunktionen f�ur stark negative Renditen zu beachten�
Dies impliziert unterschiedliche Quantil� und damit Value�at�Risk�Sch�atzungen� Bei
zehnt�agiger Halteperiode fallen die Dichten nahezu aufeinander� Dies war zu erwarten�
da sich die Renditeverteilungen der Aktien mit zunehmender Halteperiode aneinan�
der angleichen �vgl� Abschnitt ������� was bei ungef�ahr gleichen Optionspreisen in den
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Halteperiode Modell Erwartungswert Varianz Schiefe Kurtosis

� Tag GBB ������� ������ ����
�� ��
���
SD ������� �����
 �����	� �����	
HYP ������� �����
 ���	��� 	��	��

�� Tage GBB ������� �����
 ������	 �����

SD �����
� �����	 ������� ����	�
HYP ������� ������ �����
� ������

Tabelle ���	� Sch�atzungen f�ur statistische Kenngr�ossen der Modellver�
teilungen von Optionsrenditen�

verschiedenen Modellen zu �ahnlichen Verteilungen der Optionsrenditen f�uhrt�

In Tabelle ���� sind f�ur die ermittelten Dichten Sch�atzungen der Quantile r��p� bei
unterschiedlichen p�Werten sowie die zugeh�origen erwarteten relativen �Uberschrei�
tungsh�ohen erfasst� Gesch�atzt wurden diese Gr�ossen nichtparametrisch auf Grundlage
der vorliegenden Kerndichtesch�atzungen�

p � ���� p � ���� p � ���� p � 
���

Haltep� Modell 
r��p� �REUH 
r��p� �REUH 
r��p� �REUH 
r��p� �REUH

� Tag GBB ������� ������ ���
��� �����
 ������� ���
�� ������� ������
SD ������� ������ ������� ������ ������
 ������ ������� ����
�
HYP ������� ������ ���
�
� ������ ����
�� ���
�� ����
�
 ����
�

�� Tage GBB ����
�� ������ ���
�
� ������ ������� ���
�� ������
 ������
SD ������
 ����
� ���

�� ������ ������� ������ ������� ������
HYP ������� ������ ������� ������ ������� ������ ������� ������

Tabelle ����� Quantilsch�atzungen der Modellverteilungen bei unterschiedlichen Kon�
�denzniveaus und Halteperioden�

Bei eint�agiger Halteperiode und den p�Werten �� und ���� zeigen Sprung�
Di�usions�Prozess und das hyperbolische Modell konservativere Sch�atzungen als die
Geometrische Brownsche Bewegung� Ab dem ���Quantil verkehrt sich diese Situation
ins Gegenteil� nun liefert die Geometrische Brownsche Bewegung die konservativsten
Value�at�Risk�Sch�atzungen� Dieses Ph�anomen resultiert wieder aus den unterschied�
lichen Verl�aufen der Dichtefunktionen in den Modellen relativ zueinander �vgl� die
Diskussion f�ur Aktienrenditen in Abschnitt 
�	���� Bei zehnt�agiger Halteperiode sind
die Abweichungen zwischen den Quantilsch�atzungen geringer�



���	� Diskussion der Ergebnisse �	�

Was die �Uberschreitungsh�ohe betri�t� weist die Geometrische Brownsche Bewegung
bei eint�agiger Halteperiode und f�ur alle p�Werte die geringsten relativen �Uberschrei�
tungsh�ohen auf� Diese Tendenz ist auch bei zehnt�agiger Halteperiode zu erkennen�
wenn auch die Sch�atzwerte wesentlich weniger voneinander abweichen�

In Tabelle ���� sind Sch�atzungen f�ur die Lower�Partial�Moments LPM� und LPM�

erfasst� Als Zielrendite wurden �� und die in den einzelnen Modellen erwartete Ren�
dite ausgew�ahlt� F�ur die Sch�atzungen von LPM� bei eint�agiger Halteperiode zeigt die
Geometrische Brownsche Bewegung die gr�ossten Werte� Beim LPM� dagegen zeigt
die Geometrische Brownsche Bewegung die niedrigsten Sch�atzwerte� Dies kann durch
den Verlauf der Dichtefunktionen erkl�art werden� Die Dichte der Optionsrenditen bei
der Geometrischen Brownschen Bewegung zeigt weniger ausgepr�agte Enden als die
Dichten f�ur die Optionspreismodelle im Fall des Sprung�Di�usions�Prozesses oder
des hyperbolischen Modells� Daf�ur sind die Wahrscheinlichkeiten f�ur Verluste in ei�
nem

�
mittleren� Renditebereich r 
 ���� gr�osser �vgl� Abbildung ������ Werden die

Abweichungen von der Zielrendite nur linear gewichtet wie beim LPM�� so kommt es
vor allem auf den Bereich einer Verteilung an� in dem die Werte mit den hohen Wahr�
scheinlichkeiten liegen� Die Enden einer Verteilung spielen eine untergeordnete Rolle�
Werden aber Abweichungen quadratisch gewichtet� so spielen grosse Abweichungen
eine wichtige Rolle� so dass Verteilungen mit breiten Enden zu gr�osseren Werten f�ur
LPM� f�uhren�

Halteperiode Modell LPM���� LPM���� LPM��E�r�� LPM��E�r��

� Tag GBB ����
� ������ ���
�� ����
�
SD ���
�� ����	� ����
� �����	
HYP �����
 ����	� ������ �����	

�� Tage GBB ������ ������ ������ �����	
SD ������ ���
�� ������ ���	


HYP ������ ������ ���			 ������

Tabelle ����� LPM�Sch�atzungen f�ur die Modellverteilungen von Optionsrendi�
ten�

F�ur zehnt�agige Halteperioden gleichen sich die Lower�Partial�Moment�Sch�atzungen
der verschiedenen Modelle wieder an�

Im folgenden werden Value�at�Risk�Sch�atzungen f�ur verschiedene Aus�ubungsverh�alt�
nisse� Restlaufzeiten� Halteperioden und Kon�denzniveaus miteinander verglichen�
Abbildungen ���	 und ���� zeigen bei eint�agiger Halteperiode die Value�at�Risk�
Sch�atzungen f�ur Kon�denzniveaus 

� und 
���

Mit steigendem Aus�ubungsverh�altnis S�K und wachsenden Restlaufzeiten sinken die
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Value�at�Risk�Werte� H�ohere Aus�ubungsverh�altnisse zu Beginn der Halteperiode be�
deuten� dass die Wahrscheinlichkeit f�ur die Call�Option� am Ende der Halteperiode

�
im Geld zu liegen� h�oher ist und damit das Risiko geringer� Je l�anger die Restlauf�

zeit einer Option� desto gr�osser sind die Chancen� am Verfall
�
im Geld� zu sein� was

wieder ein geringeres Risiko zur Folge hat�

Bei einem Kon�denzniveau von 

� ergibt der Sprung�Di�usions�Prozess die kon�
servativsten� das heisst die h�ochsten Value�at�Risk�Sch�atzungen� die Geometrische
Brownsche Bewegung die kleinsten� F�ur ein Kon�denzniveau von 
�� fallen die
Sch�atzungen nahezu zusammen� trotz deutlich unterschiedlichen Verl�aufen der Dich�
tefunktionen�

Die Value�at�Risk�Sch�atzungen f�ur zehnt�agige Halteperioden sind den Abbildungen
���� und ���� zu entnehmen� wieder bei 

� respektive 
�� Kon�denzniveau� Nur
f�ur kleine Aus�ubungsverh�altnisse sind unterschiedliche Value�at�Risk�Sch�atzungen
zu beobachten� Das Optionspreismodell der Geometrischen Brownschen Bewegung
zeigt dann die konservativsten Sch�atzungen� Insgesamt ergeben sich aber geringere
Unterschiede zwischen den Modellen als bei eint�agiger Halteperiode�

���� Zusammenfassung

F�ur die Value�at�Risk�Sch�atzung bei Optionen ist der Verlauf der Dichtefunktion vor
allem in den Enden der Verteilung der Optionsrenditen von Bedeutung� Da bei glei�
chen Basispreisen alle untersuchten Optionspreismodelle zu vergleichbaren Options�
preisen f�uhren� sind f�ur einen unterschiedlichen Verlauf der Dichten von Optionsren�
diten vor allem die Dichten der Aktienrenditen verantwortlich� Da diese Verteilungen
der Aktienrenditen beim Sprung�Di�usions�Prozess und dem hyperbolischen Modell
breitere Enden aufweisen als bei der Geometrischen Brownschen Bewegung� ergibt
sich f�ur die unterschiedlichen Modellverteilungen der Optionsrenditen ein �ahnliches
Bild wie f�ur Aktienrenditen�

Die Untersuchungen �uber die Value�at�Risk�Sch�atzungen bei Aktien haben gezeigt�
dass das Modellrisiko beim Sprung�Di�usions�Prozess und beim hyperbolischen Mo�
dell geringer ist als bei der Geometrischen Brownschen Bewegung und dass dieses
Modellrisiko bei eint�agiger Halteperiode kleiner als bei zehnt�agiger Halteperiode ist�
Die obigen �Uberlegungen lassen den Schluss zu� dass sich dies auch auf Optionen
�ubertragen l�asst�

Da bei eint�agiger Halteperiode die Value�at�Risk�Sch�atzungen bei einer Restwahr�
scheinlichkeit p � �� trotz unterschiedlichen Verl�aufen der Dichtefunktionen zusam�
menfallen� sollten kleinere Restwahrscheinlichkeiten gew�ahlt werden� Das Options�
preismodell im Sprung�Di�usions�Prozess ergibt dann bei p � �� die konservativ�
sten Value�at�Risk�Sch�atzungen� Aus numerischer Sicht ist dieses Modell dem hy�
perbolischen Modell vorzuziehen� da die Simulationszeiten f�ur die Generierung einer
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Verteilung von Optionsrenditen viel kleiner sind�
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Zusammenfassung

Werden Risikomasse zur Quanti�zierung von Marktrisiken bestimmt� so sind bei die�
sem Vorgehen drei Risikoarten zu ber�ucksichtigen� Da Risikomasse auf der Grundlage
von Modellen zur Beschreibung des Untersuchungsgegenstandes bestimmt werden� ist
ein Risiko mit der Wahl des

�
richtigen� Modells verbunden� Es besteht ein Modellrisi�

ko� Risikomasse k�onnen nur gesch�atzt werden und unterliegen daher dem Sch	atzrisiko�
Ein Parameterrisiko besteht schliesslich deshalb� da die Wahl einer Kenngr�osse als Ri�
sikomass eventuell nicht alle risikorelevanten Eigenschaften erfasst�

Das Modellrisiko stellt unter diesen drei Risikoarten das zentrale Risiko dar� Die
vorliegende Arbeit ging daher der Fragestellung nach� wie gross das Modellrisiko ver�
schiedener Modelle als Grundlage f�ur die Messung von Marktrisiken ist� Als Konzept
zur Risikomessung wurde dabei im wesentlichen der Value�at�Risk verwendet� Das
Modellrisiko ist letztlich eine unbekannte Gr�osse� Deshalb wurden die Modelle und
die ihnen zugrundeliegenden Annahmen empirisch �uberpr�uft� indirekte Kriterien zur
Absch�atzung des Modellrisikos bei Value�at�Risk�Sch�atzungen eingef�uhrt und eben�
falls empirisch untersucht�

Teil I der Arbeit befasste sich mit Modellen zur Beschreibung der Kursdynamik von
Aktien und der Verteilung von Aktienrenditen� Die Modellierung des Aktienkurses
als zeitabh�angige Zufallsvariable hat sich hierbei als geeignetes Konzept erwiesen�
Der entsprechende theoretische Rahmen wurde in Kapitel � erarbeitet�

Im Anschluss wurden einige h�au�g getro�ene� allgemeine Annahmen �uber Aktien�
renditen vorgestellt� Instrumente zu deren �Uberpr�ufung eingef�uhrt und anhand von
Daten des schweizerischen Aktienmarktes analysiert� Die Hypothese unabh�angig und
identisch verteilter Renditen wurde mittels BDS�Test� empirischer Autokorrelations�
funktionen und Q�Statistiken untersucht� Q�Statistik und BDS�Test ergeben dabei
kein einheitliches Bild� Die Ergebnisse des BDS�Tests lassen allerdings den Schluss
zu� dass zumindest f�ur bestimmte l�angere Zeitr�aume die i�i�d��Hypothese haltbar ist�
Daneben sind allerdings auch Strukturbr�uche und E�ekte wie das Volatilit�atscluste�
ring zu beobachten� Diese E�ekte lassen sich mit einem Recurrence Plot trennscharf
entdecken� Wird die Hypothese von unabh�angig und identisch verteilten Renditen
nicht verworfen� so kann daraus auch geschlossen werden� dass kein deterministisch
chaotisches Verhalten zugrunde liegt� Die Sch�atzung der empirischen Excessfunktion

��	



��� Zusammenfassung

ergibt schliesslich� dass Renditeverteilungen schweizerischer Aktien fat�tailed sind�

Kapitel 	 hatte einen kurzen �Uberblick �uber Ans�atze zur Modellierung von Kurspro�
zessen und Renditeverteilungen zum Inhalt� Jeder dieser Ans�atze versucht dabei� be�
stimmte empirische Befunde m�oglichst gut nachzubilden� Aus diesen Modellen wurde
eine Modellauswahl getro�en und begr�undet� Ausgew�ahlt wurden die Geometrische
Brownsche Bewegung� der Sprung�Di�usions�Prozess und das hyperbolisches Modell�
Diese Modelle stellten die Grundlage f�ur alle nachfolgenden Untersuchungen dar�

Die ausgew�ahlten Modelle wurden in Kapitel � ausf�uhrlich diskutiert� Besonderer
Schwerpunkt war dabei die Darstellung der zugeh�origen Optionspreismodelle� In Ka�
pitel � wurden diese Modelle anhand von Daten des schweizerischen Aktien� und
Optionenmarktes mit Hilfe geeigneter statistischer Tests �uberpr�uft� Es konnte festge�
stellt werden� dass sich die Verteilungen von Aktienrenditen mit der hyperbolischen
Verteilung und der Renditeverteilung� die sich aus dem Sprung�Di�usions�Prozess
ergibt� besser beschreiben lassen als mit einer Normalverteilung� die durch die Geo�
metrische Brownsche Bewegung impliziert wird� Dies gilt insbesondere f�ur die Enden
der Renditeverteilungen� Diese Ergebnisse �ubertragen sich allerdings nicht auf die Un�
tersuchung der Optionspreismodelle� In diesem Zusammenhang ist festzuhalten� dass
alle Modelle ann�ahernd gleiche Optionspreise berechnen� Die Geometrische Brown�
sche Bewegung und der Sprung�Di�usions�Prozess ergeben aber eine leicht bessere
Beschreibung der Marktpreise von Optionen als das hyperbolische Modell�

Der zweite Teil der Arbeit besch�aftigte sich mit der Messung von Marktrisiken auf
Grundlage der im Teil I ausgew�ahlten Modelle� Dazu wurde in Kapitel � das Value�at�
Risk�Konzept zur Messung von Marktrisiken eingef�uhrt� Begri�e wie Risiko� Modell��
Parameter� und Sch�atzrisiko wurden de�niert� Im Vordergrund stand dabei der Be�
gri� des Modellrisikos� Im Zusammenhang mit dem Value�at�Risk wurden Verfahren
zur Generierung von Renditeverteilungen ebenso dargestellt wie die Richtlinien des
Basler Ausschusses f�ur Bankenaufsicht und der Eidgen�ossischen Bankenkommission
zur Anwendung des Value�at�Risk� Daneben wurden die Lower�Partial�Moments als
alternative Risikomasse vorgestellt� Sie ergeben sich zusammen mit dem Value�at�
Risk aus der viel allgemeineren Klasse der Stoneschen Risikomasse�

Kapitel � hatte dann verschiedene statistische Sch�atzverfahren zur Sch�atzung des
Value�at�Risk und von Lower�Partial�Moments zum Inhalt�

In den darau�olgenden Kapiteln stand das Modellrisiko im Mittelpunkt des Interesses�
Der Parameter� der das Modellrisiko beschreibt� ist zwar bekannt� aber der Wert dieses
Parameters ist unbekannt� In Kapitel � wurden aus diesem Grund indirekte Kriterien
vorgestellt� die zumindest eine Absch�atzung des Modellrisikos zulassen� Als Kriteri�
en wurden der Rang�Korrelationskoe�zient nach Kendall� die bin�are Verlustfunktion
und der Vergleich von tats�achlichen mit erwarteten �Uberschreitungsh�ohen der Value�
at�Risk�Sch�atzungen ausgew�ahlt� die im Rahmen des Backtesting zur Anwendung
gelangen�



Zusammenfassung ���

In Kapitel 
 und Kapitel �� wurden Untersuchungen f�ur den Swiss Market Index der
Jahre �

� bis �

� und f�ur Aktien des Jahres �

� vorgenommen� Die drei expliziten
Modelle wurden mit Hilfe der Monte�Carlo�Methode simuliert� um Verteilungen von
Aktienrenditen als Grundlage f�ur Value�at�Risk�Sch�atzungen zu generieren� Zus�atz�
lich wurde die historische Simulation eingesetzt� der eine implizite Modellbildung zu�
grundeliegt� Value�at�Risk�Sch�atzungen wurden f�ur verschiedene Halteperioden und
Kon�denzniveaus durchgef�uhrt� Beim Backtesting wurden die erw�ahnten Kriterien
eingesetzt� Daneben wurden auch Lower�Partial�Moments gesch�atzt�

Bez�uglich des Modellrisikos lassen sich nun folgende Aussagen machen� Die Rendite�
verteilungen im Modell des Sprung�Di�usions�Prozess und des hyperbolischen Mo�
dells beschreiben empirische Renditeverteilungen besser als die Normalverteilung im
Modell der Geometrischen Brownschen Bewegung� Dies ist ein erstes Indiz f�ur ein
geringeres Modellrisiko des Sprung�Di�usions�Prozesses und des hyperbolischen Mo�
dells� In Kapitel 
 und Kapitel �� wurden zus�atzlich Value�at�Risk�Sch�atzungen auf
Grundlage von Monte�Carlo�Simulationen und der historischen Simulation miteinan�
der verglichen� Die verwendeten Kriterien zur Absch�atzung des Modellrisikos ergaben
dabei folgendes Bild� das implizite Modell� welches der historischen Simulation zugrun�
de liegt� weist das geringste Modellrisiko auf� gefolgt von Sprung�Di�usions�Prozess
und hyperbolischem Modell� Die Geometrische Brownsche Bewegung weist in diesem
Vergleich das h�ochste Modellrisiko auf� Dieses Risiko ist zudem bei allen Modellen bei
k�urzeren Halteperioden und in der Regel bei kleineren p�Werten geringer� Als Kri�
terium zur Absch�atzung des Modellrisikos hat sich dabei die bin�are Verlustfunktion
in Verbindung mit Likelihood�Ratio�Tests nach Kupiec als zu wenig aussagekr�aftig
erwiesen� Es wurde daher um die Analyse der �Uberschreitungsh�ohen erg�anzt�

Ein Multiplikationsfaktor von Drei zur Berechnung der Eigenkapitalunterlegung hat
sich auch in den F�allen als ausreichend erwiesen� in denen das Ampelkonzept der Ban�
kaufsichtsbeh�orden eigentlich eine Erh�ohung dieses Faktors zur Folge gehabt h�atte�

Als abschliessende Untersuchung wurden Sch�atzungen des Value�at�Risk und von
Lower�Partial�Moments f�ur ein ausgesuchtes Beispiel einer Aktienoption vorgenom�
men� Verglichen wurden die drei expliziten Modelle� Da alle drei Optionsmodelle �ahn�
liche Optionspreise berechnen� kommt der Verteilung der Preise des Basisinstrumen�
tes eine zentrale Rolle zu� Da zudem die Modellrisiken bei der Modellierung von
Aktienrenditen beim Sprung�Di�usions�Prozess und beim hyperbolischen Modell ge�
ringer sind als bei der Geometrischen Brownschen Bewegung� wurde argumentiert�
dass das Modellrisiko bei der Value�at�Risk�Sch�atzung von Optionen beim Sprung�
Di�usions�Prozess und dem hyperbolischen Modell geringer ist als bei der Geometri�
schen Brownschen Bewegung�

Insgesamt wird folgendes abschliessendes Fazit gezogen� Von den drei Modellen eig�
net sich der Sprung�Di�usions�Prozess am besten als Grundlage f�ur Value�at�Risk�
Sch�atzungen� Er weist gegen�uber der Geometrischen Brownschen Bewegung ein ge�
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ringeres Modellrisiko auf� Im Vergleich mit dem hyperbolischen Modell ergeben sich
etwas bessere Optionsmodellpreise� Der Sprung�Di�usions�Prozess ist zudem deut�
licher einfacher und vor allem schneller zu simulieren als das hyperbolische Modell�
was vor allem bei der Monte�Carlo�Simulation von Optionsrenditen ins Gewicht f�allt�
Zus�atzlich ist die Kursdynamik �okonomisch anschaulich interpretierbar�

Aus diesen Ausf�uhrungen lassen sich zudem Vorschl�age zur �Anderung der Richtlinien
der Eidgen�ossischen Bankenkommission ableiten� Die zehnt�agige Halteperiode sollte
durch eine eint�agige Halteperiode ersetzt werden� Das Kon�denzniveau von 

� der
Value�at�Risk�Sch�atzung sollte allerdings nicht ver�andert werden� Beim Einsatz des
Backtestingverfahrens wird empfohlen� die bin�are Verlustfunktion um die Analyse von
�Uberschreitungsh�ohen zu erg�anzen�



Anhang A

Generierung von

Zufallszahlen

F�ur die Monte�Carlo�Simulation der einzelnen Modelle m�ussen �Pseudo�� Zufallszah�
len generiert werden� So m�ussen f�ur die Geometrische Brownsche Bewegung normal�
verteilte Zufallszahlen� f�ur den Sprung�Di�usions�Prozess normalverteilte und pois�
sonverteilte und f�ur das hyperbolische Modell hyperbolisch verteilte Zufallsvariablen
erzeugt werden� Die nachfolgenden Abschnitte erl�autern die dazu eingesetzten Routi�
nen�

A�� Gleichverteilte Zufallszahlen

Die Methoden zur Generierung von Zufallszahlen gem�ass einer bestimmten Vertei�
lung greifen auf gleichverteilte Zufallszahlen zur�uck� Zu deren Erzeugung wird ein
Park�Miller�Algorithmus mit zus�atzlichem Bays�Durham�Shu/e eingesetzt� Nume�
rical Recipes stellt hierf�ur mit der Routine

�
ran��c� einen entsprechenden Algorithmus

zur Verf�ugung �vgl� Press et al� �
� � S� ��� ����

Der Park�Miller�Algorithmus beruht auf der linearen Kongruenzmethode� nach der
eine Reihe von Zufallszahlen rn � N iterativ nach der Vorschrift

rn�� � �a rn " b� mod m �A���

berechnet werden� Die so erzeugten Zahlen sind gleichverteilt im Intervall ��	m � Eine
Zufallszahl � aus ��	 � ergibt sich durch Division mit m� � � rn�m� Gleiche Folgen
von Pseudozufallszahlen erh�alt man� wenn jedesmal mit dem gleichen Anfangswert
gestartet wird� Deshalb ist zun�achst der Zufallszahlengenerator zu initialisieren� indem
man den Startwert der Rekursion von der Systemzeit des Rechners abh�angen l�asst�
So lassen sich immer neue Folgen generieren� Nach sp�atestens m Zahlen wiederholen
sich die Elemente der Reihe rn� so dass m m�oglichst gross gew�ahlt werden sollte� Die

���
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Routine
�
ran��c� verwendet folgende Parametereinstellungen

�a	 b	m� � ���	 �	 ���� �� �

Aufgrund der rekursiven Berechnung der Zufallszahlen� weisen diese eine Korrelation
auf� Um diese Korrelationen zu verringern� wird ein sogenannter Shu/e�Algorithmus
verwendet� hier das Bays�Durham�Shu/e �vgl� Press et al� �
� � S� ��� f��� Dieses Ver�
fahren verl�auft in mehreren Schritten� Zun�achst wird ein Vektor von 	� gleichverteilten
Zufallszahlen nach dem obigem iterativen Schema erzeugt� Danach wird eine weitere
gleichverteilte Zufallszahl generiert� mit deren Hilfe aus dem Vektor eine bestimmte
Zufallszahl gezogen wird� Diese gezogene Zahl wird einerseits dazu verwendet� in ei�
ner weiteren Ziehung aus dem Vektor der 	� Zufallszahlen auszuw�ahlen� andererseits
stellt sie den Output des Verfahrens dar� Die durch die Ziehung entstandene

�
L�ucke�

im Vektor wird durch eine Zufallszahl� berechnet nach der Iterationsvorschrift� wieder
aufgef�ullt�

A�� Normalverteilte Zufallszahlen

F�ur die Monte�Carlo�Simulation der Geometrischen Brownschen Bewegung werden
normalverteilte Zufallszahlen ben�otigt�

Normalverteilte Zufallsvariablen lassen sich mit Hilfe der sogenannten Koordina�
tentransformationsmethode �vgl� Honerkamp ��� � S� ��� erzeugen� Dazu zieht man
zun�achst zwei Zufallszahlen �x�	 x��� jeweils gleichverteilt in ��	 � � Daraus bildet man
die beiden Werte

y� �
p
�� lnx� cos���x�� 	

y� �
p
�� lnx� sin���x�� 	 �A���

die dann Realisierungen einer standardnormalverteilten Zufallsvariablen darstellen�
Man nennt diese Methode auch Box�M	uller�Verfahren�

A�� Verwerfungsmethode

Zur Generierung von poissonverteilten Zufallszahlen f�ur die Simulation der Sprung�
Ereignisse im Sprung�Di�usions�Prozess und von hyperbolisch verteilten Zufalls�
zahlen im hyperbolischen Modell wird die Verwerfungsmethode verwendet� Sie wird
zun�achst allgemein dargestellt �vgl� Honerkamp ��� � S� �� f� und Press et al� �
� �
S� ��� ����

Ziel ist die Generierung einer Zufallszahl in einem Intervall �a	 b � welche eine Reali�
sierung einer bestimmten Verteilung mit Dichte f�x� darstellt� Dazu verwendet man



A�	� Verwerfungsmethode ��


x

f(x)

a b

Cg(x)

f(x)

Abbildung A��� Grundidee der Verwerfungsmethode�

eine Dichtefunktion g�x�� f�ur welche sich Realisierungen leicht berechnen lassen und
f�ur die im Intervall �a	 b mit einer Konstanten C gilt �vgl� Abbildung A����

C g�x� � f�x� � �A�	�

Im Gebiet unterhalb der Funktion C g�x� werden nun Paare von Zufallszahlen �x�	 y��
nach folgender Vorschrift erzeugt�

�� Generiere eine Zufallszahl x� gem�ass der Dichte g�x��

�� Generiere eine Zufallszahl y� gleichverteilt in ��	 C g�x����

Dieses Paar �x�	 y�� wird akzeptiert� falls y� � f�x��� ansonsten muss ein neues Paar
erzeugt werden� Die auf diese Weise generierten Zufallszahlen x� besitzen schliesslich
die gew�unschte Verteilung gem�ass der Dichte f�x��

A���� Poissonverteilte Zufallszahlen

Sollen mit der Verwerfungsmethode poissonverteilte Zufallszahlen generiert werden�
stellt sich das Problem� dass es sich bei der Poisson�Verteilung um eine diskrete Ver�
teilung handelt� Ein Vergleich mit einer stetigen Verteilung ist daher zun�achst nicht
m�oglich� Die Idee besteht nun darin� die diskrete Verteilung zu einer stetigen Funktion
zu erweitern� Dazu wird der Wert der Wahrscheinlichkeitsfunktion an einer bestimm�
ten Stelle j auf das ganze Intervall von j bis j " � ausgedehnt� Abbildung A�� stellt
dieses Vorgehen graphisch dar� Man erh�alt so eine stetige Funktion� die sich zur An�
wendung der Verwerfungsmethode eignet� Die erzeugten Zufallszahlen sind zun�achst
Elemente der reellen Zahlen und werden durch Abrunden auf die n�achst kleinere
nat�urliche Zahl zu Realisierungen einer diskreten Zufallsvariablen �vgl� Press et al�
�
� � S� ��	 f���
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x

f(x)

a b

Cg(x)

f(x)

j-1 j j+1 j+2

Abbildung A��� Erweiterung einer diskreten zu einer stetigen Funktion zur An�
wendung der Verwerfungsmethode�

Numerical Recipes stellt mit der Routine
�
poidev�c� einen Algorithmus bereit� der

poissonverteilte Zufallszahlen nach dem beschriebenen Verfahren erzeugt�

A���� Hyperbolisch verteilte Zufallszahlen

Zur Erzeugung hyperbolisch verteilter Zufallszahlen wird als Hilfsverteilung g�x� f�ur
die Verwerfungsmethode die Normalverteilung verwendet� Dabei ist vor allem darauf
zu achten� dass in den Enden der Verteilung die Dichte der gew�ahlten Hilfsverteilung
multipliziert mit dem Faktor C �uberhalb der Dichte der hyperbolischen Verteilung
liegt� F�ur die Implementierung der Verwerfungsmethode m�ussen in diesem Fall die
Parameter der Normalverteilung � und � sowie der konstante Faktor C angegeben
werden�



Anhang B

Annahmen �uber

Renditeverteilungen und

empirische Befunde

B�� BDS�Statistiken

Die Nullhypothese von unabh�angig und identisch verteilten Renditen wird mit Hilfe
des BDS�Tests �uberpr�uft� In den nachfolgenden Tabellen sind die Werte der Test�
gr�ossen� welche unter H� asymptotisch standardnormalverteilt sind� sowie die Tester�
gebnisse dargestellt�
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Titel ROG

Periode ��������� ��������� ���������

Beobachtungen n 
��� �
�� �
�	

m �


 ��� ����	
 ������ ������
� ��� ���	�� ����
� ������
� ��� ��
��� ��
��� ���
��
� ��� ���	�� ���	�� ����		


 ��� ������ ����
� ����	

� ��� ��
��� ������ ������
� ��� ������ ������ ��	���
� ��� ����
� ������ ������


 ��� ������ ����	� ��
���
� ��� ������ ��
��� �����	
� ��� 
��	��� ����
� ���	��
� ��� 
�	��	�� 
��	�	� ������


 
�� ���
�� �����	 ����	�
� 
�� ������ ���	�� ������
� 
�� ������ ������ ������
� 
�� 
������ 
�
�	�� ��
���

� signi�kant bei � � ��
�� signi�kant bei � � ��

B�� Q�Statistiken

Die Nullhypothese von verschwindenden Autokorrelationen der Renditen wird mit Hil�
fe der Q�Statistiken von Box�Pierce und Box�Ljung �uberpr�uft� F�ur die Berechnung
der Testgr�ossen wurden m � �� Autokorrelationen ber�ucksichtigt� In den nachfol�
genden Tabellen sind die Werte der Testgr�ossen� welche unter H� �

��verteilt mit m
Freiheitsgraden sind� sowie die Testergebnisse dargestellt�

SMI

Zeitraum Q�Statistik r r� jrj

��������� Box�Pierce 

��	�	 ��������� ���	�����

Box�Ljung 

����� ��
��
��� ���������

��������� Box�Pierce 
����	� �����	��� ����	�	��

Box�Ljung 
���	�
 ���	����� ������
��

��������� Box�Pierce 
���	�� �
����
�� ��
������

Box�Ljung 
����
� �
������� �����	���

� signi�kant bei � � ��
�� signi�kant bei � � ��



B��� Q�Statistiken ���

ABBI

Zeitraum Q�Statistik r r� jrj

��������� Box�Pierce �
�

���� 	�	��		�� �����

��

Box�Ljung �
������� 	���	���� ��
������

��������� Box�Pierce �����	��� ������
�� ���������

Box�Ljung ��������� �����
��� �����
���

��������� Box�Pierce ����		��� ��������� ����	����

Box�Ljung ���
	
��� ��	��	��� ����

���

� signi�kant bei � � ��
�� signi�kant bei � � ��

NESN

Zeitraum Q�Statistik r r� jrj

��������� Box�Pierce ��������� ��������� ���������

Box�Ljung ���
��	�� ��������� ��
�	����

��������� Box�Pierce 
������ ���	����� ���������

Box�Ljung 
��
��� ������
�� ���������

��������� Box�Pierce ���	
�
�� �	������� ��
������

Box�Ljung ������	�� �	���	��� ��	�	����

� signi�kant bei � � ��
�� signi�kant bei � � ��

NOVN

Zeitraum Q�Statistik r r� jrj

��������� Box�Pierce ����
�� ��������� 
����	
��

Box�Ljung �����	� ��������� 
���
�
��

��������� Box�Pierce ���	��	 ��������� 	��������

Box�Ljung ������� ��������� 	��
�����

��������� Box�Pierce �����	
 ���
��� ���������

Box�Ljung �����
� ������� ��	������

� signi�kant bei � � ��
�� signi�kant bei � � ��
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ROG

Zeitraum Q�Statistik r r� jrj

��������� Box�Pierce ������
�� 
����	��� ���������

Box�Ljung ��������� 
�������� �
�������

��������� Box�Pierce 
��		�� ������	�� 
����
���

Box�Ljung 
������ �	��		��� 
��������

��������� Box�Pierce ������� ����		��� 
��������

Box�Ljung ������� ����	���� 
�	�
�
��

� signi�kant bei � � ��
�� signi�kant bei � � ��



Anhang C

Parametersch�atzungen und

Testergebnisse f�ur

Aktienrenditen

C�� Tagesrenditen

In den nachfolgenden Tabellen sind die Ergebnisse der Parametersch�atzungen f�ur die
einzelnen Modelle dargestellt� Die Nullhypothese von gem�ass einem bestimmten Mo�
dell verteilter Renditen wird mit verschiedenen Tests �uberpr�uft�

�
�� bedeutet signi�

�kant bei Signi�kanzniveau � � ���
�
��� bedeutet signi�kant bei Signi�kanzniveau

� � ���

���



��� Anhang C� Ergebnisse f�ur Aktienrenditen

SMI ��j�ahrig ��j�ahrig ���j�ahrig

Modell �
 �� ����� ����� �����

GBB 
� ������
� �������� �������� �������� ��������

�� �������� �������� �������� �������� ��������
Schiefe �������
� ��������� ��������� ��������� ���
�����
Kurtosis �������� ����

�� ��������� �������� ���
�
��

���Test �� �� �� ��
KS�Test � �� �� �� ��
LQ�Test �� �� �� �� ��

SD 
�B �������� ������
� �����
�� �������� ��������

��B �������� �������� �������� �������� ��������

�J ��������� �����
��� ������
�
 �������
� ���������

��J �������� �������� �������� �������� ��������

� ���
���� �������� �������� �������� �������

���Test

HYP 
� ��
������� ��������
� ���������� ���������� ��
���

�



 �������� �������� �������� ������
� ��������

� ���������� ��
������� �����
���� ���������� ����
�����

� ������
� �������� �������� �������� �����
��
���Test � ��

SMI ��j�ahrig
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C�� Zehntagesrenditen

Die Nullhypothese� dass Zehntagesrenditen normalverteilt sind� wird mit Hilfe ei�
nes ���Anpassungstests �uberpr�uft� In nachfolgender Tabelle sind die entsprechenden
Testresultate dargestellt�

Zeitraum SMI ABBI CSN NESN NOVN ROG
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��������
 �� � �� �
��������� � �� � ��
��������� �� � �� � �� ��
���	����� �� �� �� �� �
��������� �� �� �� �� ��
��������� �� �� �� �� �� ��
��������� �� �� �� �� �� ��

� signi�kant bei � � ��
�� signi�kant bei � � ��
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Anhang D

Ergebnisse der �Uberpr�ufung

der Optionsmodelle

In den nachfolgenden Tabellen sind die mittleren relativen Abweichungen zwi�
schen Marktpreisen und theoretischen Optionspreisen der Optionen f�ur verschiedene
Aus�ubungsverh�altnisse S�K und Restlaufzeiten � aufgef�uhrt� Fett gedruckt ist jeweils
die Zahl� welche die geringste Abweichung darstellt� Negative Abweichungen stellen
eine �Uberbewertung durch einen theoretischen Optionspreis dar�

���
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Anhang E

Value�at�Risk�Sch�atzungen

und Backtesting

In den nachfolgenden Tabellen sind die Ergebnisse der Value�at�Risk�Sch�atzungen
und des Backtesting f�ur verschiedene Aktien im Jahr �

� aufgef�uhrt� Der Value�at�
Risk�Sch�atzung liegen ein� und zehnt�agige Halteperioden sowie p�Werte von �� und
�� zugrunde� Als Kriterien beim Backtesting werden bin�are Verlustfunktion� relative
�Uberschreitungsh�ohen und das aus �Uberschreitungszahlen und �Uberschreitungsh�ohen
gebildete kombinierte Kriterium eingesetzt� Bei der bin�aren Verlustfunktion kann die
Nullhypothese� dass die Value�at�Risk�Sch�atzungen auf Basis eines genauen vorge�
nommen wurden� �uberpr�uft werden� Dazu dient der Likelihood�Ratio�Test nach Ku�
piec�

���
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Anhang F

Beigelegte Software

Insgesamt sind dieser Arbeit f�unf Programme auf Diskette beigelegt� Mit ihrer Hil�
fe wurde ein Grossteil der empirischen Untersuchungen durchgef�uhrt� Programmiert
sind sie in der Programmiersprache C auf einem C"" Compiler der Firma Borland�
wobei Routinen von Numerical Recipes �
� eingebunden wurden� um mathematische
Teilprobleme zu l�osen� Die ausf�uhrbaren Programme �nden sich im Ordner

�
Ausf�uhr�

bare Programme�� wobei diese erst noch dekomprimiert werden m�ussen�

Bei der Programmierung wurde auf ein hohes Mass an Benutzerfreundlichkeit zu�
gunsten einer m�oglichst fehlerfreien und stabilen Implementierung der Algorithmen
verzichtet� Die Programme werden daher in MS�DOS�Fenstern ausgef�uhrt�

Nachfolgend werden einige eher allgemeine Ausf�uhrungen zu den einzelnen Program�
men gegeben� Details sind den Programmen jeweils in einer Datei im Postscript� und
im PDF�Format beigef�ugt�

Das Programm
�
iafm� dient zur Analyse von Annahmen �uber Renditeverteilungen�

Intergriert ist der BDS�Test� der Recurrence Plot� eine Routine zur Sch�atzung der Au�
tokorrelationsfunktion� Q�Statistiken nach Box�Pierce und Box�Ljung� eine Routine
zur Sch�atzung der Excessfunktion sowie die M�oglichkeit zur Erstellung einer Com�
pass Rose� Der BDS�Test wird vom Programm als externe Routine aufgerufen� die
von Dechert zur Verf�ugung gestellt wird�

W� D� Dechert
Departement of Economics
University of Houston&USA

http�&&dechert�econ�uh�edu&software

Im Ordner
�
iafm� �nden sich die entsprechenden Dateien� Details sind der Datei

�
iafm�ps� respektive

�
iafm�pdf� zu entnehmen�

��


http://dechert.econ.uh.edu/software
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Das Programm
�
est�� dient in erster Linie zur Behandlung der drei ausgew�ahlten Mo�

delle� das heisst der Geometrischen Brownschen Bewegung� des Sprung�Di�usions�
Prozess und des hyperbolischen Modells� So sind f�ur die einzelnen Modelle Routinen
zur Parametersch�atzung� zur Berechnung der Dichtefunktionen der Renditen und de�
ren graphischen Darstellung� statistische Tests wie Kolmogorov�Smirnov�Test� ���
Anpassungstest und Likelihood�Quotienten�Test zur �Uberpr�ufung von Verteilungs�
hypothesen und schliesslich Algorithmen zur parametrischen Sch�atzung von Quan�
tilen und Lower�Partial�Moments integriert� Die Parametersch�atzung beim Sprung�
Di�usions�Prozess wird mit Hilfe des Newton�Raphson�Verfahrens durchgef�uhrt� Zur
Sch�atzung der Parameter im hyperbolischen Modell wird eine externe Routine aufge�
rufen� die von Bl+sild und S,rensen ��� zur Verf�ugung gestellt wird�

P� Bl+sild� M� S,rensen
Departement of Theoretical Statistics

Insitute of Mathematics
University of Aarhus&DK

ftp�&&imf�au�dk&pub&dist&hyperbolic

Dar�uber hinaus bietet das Programm die M�oglichkeit zur Sch�atzung von Quantilen
und Lower�Partial�Moments auf der Basis geordneter Stichproben und auf der Basis
von Histogrammen�

Im Ordner
�
est�� �nden sich die entsprechenden Dateien� Details sind der Datei

�
est��ps� respektive

�
est��pdf� zu entnehmen�

Kerndichtesch�atzungen k�onnen mit dem Programm
�
kernel� vorgenommen werden�

Die Funktionsweise richtet sich dabei nach den in Abschnitt ��	 geschilderten Schrit�
ten� Dar�uber hinaus sind Routinen implementiert� die eine Sch�atzung von Quantilen
und Lower�Partial�Moments auf Basis der gesch�atzten Dichte zulassen� Im Ordner

�
kernel� �nden sich die entsprechenden Dateien� Details sind der Datei

�
kernel�ps�

respektive
�
kernel�pdf� zu entnehmen�

Eine Monte�Carlo�Simulation der Geometrischen Brownschen Bewegung� des
Sprung�Di�usions�Prozesses und des hyperbolischen Modell ist mit dem Programm

�
mc� m�oglich� Die Parametersch�atzungen m�ussen dabei als externe Files ins Pro�

gramm eingelesen werden� Als Ausgabe liefert die Routine Quantil� und Lower�
Partial�Moment�Sch�atzungen sowie Sch�atzungen f�ur den Erwartungswert derjenigen
Renditen� welche die Quantilsch�atzungen unterschreiten� Im Ordner

�
mc� �nden sich

die entsprechenden Dateien� Details sind der Datei
�
mc�ps� respektive

�
mc�pdf� zu

entnehmen�

Mit dem Programm
�
option� lassen sich schliesslich theoretische Optionspreise eu�

rop�aischer Call�Optionen in den drei Modellen berechnen� Eine Eingabe verschiede�
ner Restlaufzeiten und Aus�ubungsverh�altnisse ist dabei m�oglich� Im Ordner

�
option�

�nden sich die entsprechenden Dateien� Details sind der Datei
�
option�ps� respektive

ftp://imf.au.dk/pub/dist/hyperbolic
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�
option�pdf� zu entnehmen�

Als Graphik�Routine wird
�
gnuplot� von den einzelnen Programmen im Bedarfsfall

aufgerufen� Eine Ausgabe der Graphiken auf einen Drucker ist somit ebenfalls m�oglich�
Mit dem Befehl

�
exit� gelangt man anschliessend wieder zum Hauptprogramm zur�uck�

Bei dieser Graphik�Routine handelt es sich um ein Public�Domain�Produkt� welches
in der Regel auf ftp�Servern von Universit�aten zu �nden ist� Auf der beigelegten Dis�
kette be�ndet sich mit der Datei

�
gnuplot	��zip� eine komprimierte Version dieses

Programms�

Kursdaten werden im Format

TT�MM�JJ Kurswert

eingelesen� wobei anschliessend in logarithmische Renditen umgerechnet wird� Rendi�
tedaten werden im Format

ldf� Nr� Rendite

eingelesen� Ausgaben in Dateien erfolgen im Text�Format mit Tabulatorabst�anden
als Spaltenabgrenzung� Dadurch wird eine Weiterverarbeitung in Standardsoftware
m�oglich�
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