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ABSTRACT

This thesis investigates the optimization of automated high-density storage systems at design
stage and in control logic development. In modern storage technology, automated high-density
storage systems offer a space saving alternative to traditional storage rack systems. They com-
prise several floors subdivided into parallel storage aisles and linking cross-aisles. Pallet move-
ments are computer-controlled and executed by elevators and transfer carriages integrated in

each aisle. Layout and operation of a specific warehouse are customer-dependent.

Two main issues are investigated. A central problem in designing complex storage systems is to
estimate their performance in a reliable way. Performance analysis is needed in order to evaluate
various design alternatives differing in size, layout and other parameters. Common performance
measures are based on maximum throughput (i.e. number of incoming and outgoing pallets in a
given time period). Due to the complexity of automated high-density storage systems, no standard
analytical method for performance analysis is available. Also, the use of simulation methods is
questionable, not only because of the large number of processes to be simulated, but also because

the control logic is often not fully specified at the design stage.

In this work, a linear optimization model for performance analysis is developed which is indepen-
dent of the control system and needs a minimum of input data. The storage system is described by
a network model where palette movements are represented by multi-commodity flows. An optimal
allocation strategy and resulting processor loads can be calculated by flow optimization, leading
to performance upper bounds. This multi-commodity flow model is then enhanced in order to take
into account idle processor moves directly affecting processor loads, and pallet sojourn times in
the system which affect storage strategy. It is shown that idle processor moves can be modeled via
special transportation problems embedded in the flow model. Furthermore, constraints based on
Little's formula are introduced in order to link stock levels, pallet sojourn times and throughput.
Numerical results show the validity of the model. In addition to calculating performance upper
bounds, the model offers support in identifying bottleneck resources and designing efficient stor-

age and routing strategies.

The second issue concerns the development of an optimized control logic for automated high-den-
sity warehouses. Controlling such storage systems is a complex task involving a multitude of
decisions at different levels. Three main logical components can be distinguished: determination
of the transportation orders based on the storage and retrieval orders (storage strategy, routing),
determination of the relocations (forced relocations, reorganization) and determination of the

schedule (sequencing and scheduling of the transportation actions). This thesis focuses on opti-



mizing the control system at the schedule level. An optimization model is developed which gener-
ates an optimized schedule based on a given set of transportation orders. The transportation
orders determine the actions to be performed by each processor. The model’s objective is to
sequence and schedule the actions in order to minimize total makespan. In the following, this

problem is referred to as the storage problem.

As a first result, it is shown that the set of all admissible schedules (i.e. the solution space) can be
fully described by means of conjunctive and disjunctive precedence constraints. A precedence con-
straint expresses the condition that there must be a given time lag between the starting times of
two operations. A disjunctive precedence constraint corresponds to a pair of precedence con-

straints of which at least one must hold.

Models with disjunctive precedence constraints can be formulated as disjunctive graph problems.
The nodes represent the operations and the weighted arcs the precedence constraints. Disjunctive
precedence constraints correspond to a disjunctive arc set, i.e. a pair of disjunctive arcs of which
one has to be selected. Disjunctive graphs are a well-known concept for modeling sequencing
problems. Up to now, they have been used mainly in the context of the famous job-shop problem.
This problem can be expressed in a disjunctive graph where a complete acyclic selection of dis-
Jjunctive arcs has to be determined which minimizes the length of a maximal path in the resulting

graph. A selection is called complete if it contains at least one arc of each disjunctive set.

A distinctive property of disjunctive job-shop graphs is that each disjunctive set contains two arcs
with identical extremities but reverse orientation. Modeling the storage problem with disjunctive
precedence constraints leads to disjunctive graphs for which this property does not hold. Moti-
vated by this fact, this thesis introduces a generalization of classical disjunctive graphs, allowing

disjunctive pairs of arcs with different extremities.

The structural properties of generalized disjunctive graphs are studied. A main result is that the
feasibility problem for generalized disjunctive graphs - in contrast to the feasibility problem in the
job-shop case - is NP-hard. The feasibility problem addresses the question whether a generalized
disjunctive graph has an admissible, i.e. complete, positive acyclic selection of disjunctive arcs.
Furthermore, it is shown that the feasibility problem is also NP-hard for the disjunctive graphs
resulting from the storage problem. This has severe consequences for the design of optimization
algorithms for the storage problem and solution methods developed for the job-shop problem can-

not be applied to the storage problem.

Constructive heuristics like priority dispatch rule methods are hardly applicable since the ques-
tion whether a partial solution can be extended to an admissible solution is NP-hard. Iterative
improvement methods based on the exchange of critical disjunctive arcs are problematic as well
since exchanging critical arcs in disjunctive graphs can lead to inadmissible solutions. Bottleneck
approaches like the well-known shifting bottleneck algorithm are not applicable because the

sequencing of single processors typically produces inadmissible solutions. The design of an



appropriate neighborhood for iterative improvement is difficult since, in general, several arcs on
different processors have to be exchanged in order to obtain an admissible neighbor solution. A
crucial question is which arcs need to be exchanged additionally when exchanging one critical
arc. This problem leads to the concept of forced and forbidden arcs. A partial selection forces,
respectively forbids a disjunctive arc if all admissible selections including this partial selection

must contain, respectively cannot contain this arc.

For solving the storage problem, a neighborhood is defined which is based on forced and forbid-
den arcs and the concept of 1-job-storage-graphs. These graphs are a relaxation of storage graphs
in the sense that only disjunctive arcs are considered which are incident to a given job. Of special
interest are 1-job-storage-graphs that are conjunctively closed, i.e. in which no forced arcs exist.
An important result is that a conjunctively closed, positive acyclic 1-job-storage-graph always has
an admissible selection. Moreover, it is shown that the feasibility problem for 1-job-storage-graphs
is polynomially solvable and the forced arcs can be calculated in polynomial time. These results
allow the design of a relatively complex neighborhood involving the calculation of the forced arcs
set in a 1-job-storage-graph and its completion to an admissible selection. Based on this neighbor-
hood, a descent method is devised which improves an existing solution by iteratively exchanging
critical arc sets. Numerical results are favorable and demonstrate considerable optimization
potential. For realistic problem data and arbitrary starting sequences, schedule improvements in

the order of thirty to fifty percent can be achieved in a few minutes of computation time.






/USAMMENFASSUNG

Die vorliegende Dissertation beschiftigt sich mit der Optimierung automatisierter Kompaktlager
in der Phase des Entwurfs und bei der Entwicklung der Lagersteuerung. Automatisierte Kom-
paktlager bilden in der modernen Lagertechnik eine platzsparende Alternative zu herkémmlichen
Zeilenregallagern. Ein automatisiertes Kompaktlager besteht aus mehreren Lagerebenen, welche
gegliedert sind in parallel aneinanderliegende Lagerkanile und rechtwinklig dazu angeordnete
Verbindungsquerginge. Der Transport des palettisierten Lagerguts geschieht mit Hilfe von inte-

grierten Kanalfahrzeugen, Quergangwagen und Aufziigen.

Im Zusammenhang mit automatisierten Kompaktlagern werden zwei Problemstellungen bearbei-
tet. In der Entwurfsphase ist die Problematik der Leistungsanalyse von zentraler Bedeutung. Die
Evaluation verschiedener Entwurfsalternativen bedingt eine Methodik zur Abschétzung der zu
erwartenden Lagerleistung. Als Leistungsmass wird die maximale Anzahl Ein- und Auslagerun-
gen betrachtet, welche in einem bestimmten Zeitraum mdoglich ist. Auf Simulation basierende
Ansitze sind aufgrund der Komplexitit der Steuerungsprozesse nur schwer realisierbar. In die-
ser Arbeit wird ein Lineares Optimierungsmodell fir die Leistungsanalyse entwickelt, welches
steuerungsunabhingig ist und ein Minimum von Eingabedaten benétigt. Zur formalen Darstel-
lung der Lagersysteme wird ein Netzwerkmodell entworfen, in welchem die Lagerbewegungen
als Mehrgiiterfliisse dargestellt werden. Durch Flussoptimierung lisst sich die Belastung der
Forderprozessoren bei optimaler Allokationsstrategie abschitzen, woraus eine obere Schranke fiir
die Lagerleistung resultiert. Eine Schwierigkeit bei der Abschitzung der Prozessorenbelastung
besteht darin, den Aufwand fir die reihenfolgeabhingigen Anfahrtswege zu bestimmen. Es wird
gezeigt, wie mit Hilfe von speziellen Transportproblemen, welche in das Lineare Programm einge-
bettet sind, der Leerfahrtenaufwand der Forderprozessoren abgeschitzt werden kann. Als weitere
Modellkomponente wird die Lagerstrategie abhéngig gemacht von den Verweilzeiten der Paletten
im Lager. Auf der Basis des Little’schen Gesetzes wird ein System von linearen Restriktionen ent-
worfen, welches einen Zusammenhang zwischen Lagerbestand, Verweilzeit und Lagerleistung
herstellt. Numerische Resultate zeigen die Validitdt des Modells. Neben der Bestimmung einer
oberen Leistungsschranke bietet das Modell Unterstiitzung bei der Erkennung von Engpass-Res-

sourcen und beim Entwurf von optimierten Lager-, Routen- und Reorganisationsstrategien.

Als zweite Problemstellung beschaftigt sich diese Arbeit mit dem Entwurf einer optimierten
Steuerung fir automatisierte Kompaktlager. Die Steuerung eines Lagersystems bildet eine kom-
plexe Aufgabe, welche eine Vielzahl von Entscheidungsdimensionen umfasst. Auf der Stufe der
dispositiven Steuerung lassen sich drei Hauptfunktionen unterscheiden: Bestimmung der Trans-

portauftrage aufgrund der Ein- und Auslagerungsauftrige (Lagerstrategie, Routenwahl),
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Bestimmung der Umlagerungen (erzwungene Umlagerungen, Reorganisation) und Bestimmung
des Ablaufplans (Reihenfolge und Terminierung der Transportaktionen). In dieser Arbeit wird die
Optimierung der Steuerungsprozesse auf der Ebene der Ablaufpliane betrachtet. Es wird ein Opti-
mierungsmodell entwickelt, welches ausgehend von einer Menge von Transportauftrigen einen
optimierten Ablaufplan generiert. Durch die Transportauftrage wird fir jeden Forderprozessor
die Menge der auszufiihrenden Aktionen vorgegeben. Ziel des Optimierungsmodells ist die
Bestimmung der Ausfiihrungsreihenfolge und der Startzeitpunkte dieser Aktionen, so dass die
Gesamtdauer des Lagerprozesses (makespan) minimiert wird. Dieses Optimierungsproblem wird

im folgenden als Lager-Problem bezeichnet.

Als erstes Resultat wird gezeigt, dass sich die Menge aller zuldssigen Ablaufplidne (d.h. der
Losungsraum) vollstédndig beschreiben ldsst mit Hilfe von konjunktiven und disjunktiven Préze-
denzbedingungen. Eine Priazedenzbedingung besagt, dass zwei Operationen zeitlich nacheinander
ausgefiihrt werden miissen, wobei zwischen den Startzeitpunkten der Operationen eine
bestimmte minimale Zeitspanne verstreichen muss. Eine disjunktive Prizedenzbedingung ent-

spricht einem Paar von Prizedenzbedingungen, von denen mindestens eine zutreffen muss.

Modelle mit disjunktiven Prazedenzbedingungen lassen sich in Form von disjunktiven Graphen
darstellen. Die Knoten repréasentieren die Operationen und die gewichteten Bogen die Prazedenz-
bedingungen. Disjunktive Prizedenzbedingungen entsprechen einer disjunktiven Bogenmenge,
d.h. einem Paar von disjunktiven Bogen, von denen einer ausgewihlt wird. Disjunktive Graphen
bilden ein bekanntes Konzept zur Modellierung von Reihenfolgeproblemen und wurden bis anhin
vor allem im Zusammenhang mit dem Job-Shop-Problem verwendet. Das Job-Shop-Problem lésst
sich als disjunktives Graphenproblem darstellen, bei welchem es darum geht, eine vollstdndige,
azyklische Selektion von disjunktiven Bogen zu bestimmen, so dass die Linge eines lingsten
Weges im resultierenden Graphen minimal ist. Eine Selektion heisst vollstdndig, wenn sie aus

jeder disjunktiven Menge mindestens einen Bogen enthilt.

Disjunktive Job-Shop-Graphen haben die Eigenschaft, dass die disjunktiven Mengen aus zwei
Bogen bestehen, welche dieselben Knoten verbinden, aber entgegengesetzte Richtungen aufwei-
sen. Die Modellierung des Lager-Problems mit Hilfe von disjunktiven Prézedenzbedingungen
fuhrt zu disjunktiven Graphen, bei welchen diese Eigenschaft nicht zutrifft. Dies fiihrt zu einer
Verallgemeinerung des Konzepts der disjunktiven Graphen. Als neuer Modellierungsansatz wer-
den in dieser Arbeit verallgemeinerte disjunktive Graphen betrachtet, welche sich von klassischen
disjunktiven Graphen dadurch unterscheiden, dass die disjunktiven Mengen zwei Bogen mit

unterschiedlichen Start- und Endknoten umfassen.

Die strukturellen Eigenschaften von verallgemeinerten disjunktiven Graphen werden ausfiithr-
lich untersucht. Als wichtiges Resultat wird gezeigt, dass das Zulassigkeitsproblem fiir verallge-
meinerte disjunktive Graphen NP-hart ist. Unter dem Zuldssigkeitsproblem wird die Frage
verstanden, ob ein verallgemeinerter disjunktiver Graph eine zulédssige, d.h. eine vollstdndige,

positiv azyklische Selektion von disjunktiven Bogen besitzt. Weiter wird gezeigt, dass diese kom-
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plexitatstheoretische Eigenschaft auch fiir die disjunktiven Lager-Graphen zutrifft, welche bei
der Modellierung des Lager-Problems resultieren. Dies hat weitreichende Konsequenzen fiir den
Entwurf eines Optimierungsverfahrens fiir das Lager-Problem. Eine Folge davon ist, dass ein
Grossteil der Losungsansitze, welche im Zusammenhang mit dem Job-Shop-Problem entwickelt
wurden, nicht auf das Lager-Problem tibertragbar sind. Heuristische Er6ffnungsmethoden wie
beispielsweise Prioritdtsregeln-Verfahren sind kaum anwendbar, da die Frage, ob eine bestehende
Teilldsung zu einer zuldssigen Losung erweitert werden kann, NP-hart ist. Verbesserungsverfah-
ren, welche auf dem Austausch von kritischen disjunktiven Bogen beruhen, sind ebenfalls proble-
matisch, da der Austausch kritischer Bogen in verallgemeinerten disjunktiven Graphen zu
unzuldssigen Losungen fihren kann. Bottleneck-Verfahren im Stil des bekannten Shifting-Bott-
leneck-Algorithmus sind nicht anwendbar, da die Sequenzierung einzelner Prozessoren typi-
scherweise  unzulidssige Losungen  produziert. Der Entwurf eines geeigneten

Nachbarschaftsbegriffs fiir ein Verbesserungsverfahren erweist sich als schwierig, da im allge-
meinen mehrere disjunktive Bogen auf verschiedenen Prozessoren ausgetauscht werden miissen,

damit eine zuldssige Nachbarlosung resultiert.

Beim Entwurf eines Nachbarschaftsbegriffs stellt sich die Frage, welche Bogen beim Austausch
eines kritischen Bogens zusétzlich ausgetauscht werden missen, damit eine zulissige Nachbars-
elektion entsteht. Zur Bewaltigung dieses Problems wird das Konzept der erzwungenen und ver-
botenen disjunktiven Bogen eingefiihrt. Ein disjunktiver Bogen heisst erzwungen bzw. verboten
von einer Teilselektion, wenn alle zulissigen Selektionen, welche diese Teilselektion umfassen,

diesen Bogen enthalten miissen bzw. nicht enthalten kénnen.

Zur Losung des Lager-Problems wird ein Nachbarschaftsbegriff entworfen, welcher einerseits auf
dem Konzept der erzwungenen und verbotenen Bogen basiert, und andererseits auf der Idee der
1-Job-Lager-Graphen. Diese bilden eine Relaxation der Lager-Graphen, bei welchen nur disjunk-
tive Bogen betrachtet werden, die mit einem ausgewéhlten Job inzidieren. Betrachtet werden 1-
Job-Lager-Graphen, welche konjunktiv abgeschlossen sind, d.h. in welchen keine disjunktiven
Bogen erzwungen werden. Als wichtiges Resultat wird gezeigt, dass ein konjunktiv abgeschlosse-
ner, positiv azyklischer 1-Job-Lager-Graph stets eine zuldssige Selektion besitzt. Weiter wird
gezeigt, dass das Zulidssigkeitsproblem fiir 1-Job-Lager-Graphen polynomial 16sbar ist und die
Bestimmung der erzwungenen Bogen mit polynomialem Aufwand mdglich ist. Diese Resultate
ermoglichen den Entwurf eines relativ komplexen Nachbarschaftsbegriffs, bei welchem ausge-
hend von einem 1-Job-Lager-Graphen durch Bestimmung der erzwungenen Bogen und Ergin-
zung zu einer zulédssigen Selektion eine Nachbarldsung konstruiert wird. Auf der Basis dieses
Nachbarschaftsbegriffs wird ein iteratives Abstiegsverfahren entwickelt, welches eine bestehende
Losung sukzessive durch Austausch von kritischen Bogenmengen verbessert. Die numerischen
Resultate sind vielversprechend und zeigen ein betrachtliches Optimierungspotential. Fiir reali-
stische Problemdaten und zuféllige Startreihenfolgen wird bei einem Rechenaufwand von weni-
gen Minuten eine Verbesserung der Ablaufpline im Bereich von dreissig bis fiinfzig Prozent

erzielt.
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KAPITEL 1

Elemente
der Lagertechnik

Als Einfiihrung werden in diesem Kapitel einige grundlegende Konzepte der Lagertechnik
besprochen. Abschnitt 1.1. beschéftigt sich mit der Bedeutung des Lagerns in der Logistik und
den verschiedenen Lagerfunktionen innerhalb eines Produktionsbetriebs. In Abschnitt 1.2. wer-
den die funktionalen Komponenten eines Lagersystems diskutiert und verschiedene elementare
Begriffe aus der Lagertechnik erldutert. Abschnitt 1.3. gibt eine Uebersicht iiber die gebrduch-
lichsten Lagertypen. Ein spezielles Gewicht wird den Kompaktlagern und insbesondere den dyna-
mischen Blocklagern zugewiesen. In Abschnitt 1.4. wird der Betrieb und die Steuerung von
Lagersystemen diskutiert. Der Begriff der Lagersteuerung wird abgegrenzt, und die verschiede-
nen Aufgaben und Komponenten der Lagersteuerung werden besprochen. Besondere Beachtung
wird der Ebene der dispositiven Steuerung geschenkt, welche die wesentlichen Entscheidungsme-

chanismen der Lagersteuerung umfasst.

Die Ausfiithrungen dieses Kapitels dienen als Grundlage fiir die anschliessenden Problemstellun-

gen bei der Optimierung automatisierter Kompaktlager.

1.1. Lager und Logistik

Die Logistik befasst sich allgemein mit der Gestaltung, Steuerung und Kontrolle von Fliissen von

Objekten zwischen verschiedenen Orten. Die Aufgabe der Logistik besteht in der Bereitstellung
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der richtigen Objekte zum richtigen Zeitpunkt am richtigen Ort. Als Objekte der Logistik werden
priméir physische Giiter betrachtet, es konnen aber auch Menschen, Dienstleistungen oder Infor-

mationen darunter verstanden werden.

Die Logistik umfasst zwei Hauptfunktionen: Transport und Lagerung. Transportvorginge bezie-
hen sich auf die rdumliche Dimension der Logistik, die Bewegung der Objekte an den richtigen
Ort, und Lagervorgénge auf die zeitliche Dimension, die Bereitstellung der Objekte zum richtigen
Zeitpunkt. Transporte sind notwendig, wenn Objekte sich nicht am gewiinschten Ort befinden,
und Lagerung, wenn Objekte sich nicht zur gewiinschten Zeit an einem Ort befinden. Bei der
Betrachtung von Objektfliissen ist Lagerung generell an denjenigen Stellen notwendig, wo zu
einem bestimmten Zeitpunkt die kumulierten Zufliisse von Objekten die kumulierten Abfliisse
ubersteigen (vgl. [Corsten, H. (1996)]).

Die Unternehmenslogistik befasst sich speziell mit den Objektfliissen, welche im Rahmen eines
Unternehmens auftreten. In einem Produktionsunternehmen beginnt der Materialfluss typischer-
weise bei der Beschaffung der Rohmaterialien, durchlduft die Produktion und endet bei den Fer-
tigprodukten, welche zu den Abnehmern transportiert werden. Die Aufgaben der

Unternehmenslogistik lassen sich entsprechend unterteilen in die Bereiche Beschaffung, Produk-

tion und Distribution (und eventuell Entsorgung).

Die Lagerung stellt eine wesentliche Komponente der Logistik eines Produktionsunternehmens
dar. Entsprechend der Position im Produktionsablauf werden die verschiedenen Lager in einem
Produktionsunternehmen unterteilt in Beschaffungslager, Produktionslager und Distributionsla-

ger.

Beschaffungslager

Beschaffungslager (bzw. Eingangslager, Rohmateriallager, Werkstofflager) dienen der Lagerung
von Ausgangsmaterialien, welche ausserhalb des Unternehmens beschafft werden, und versorgen
die Produktion geméss den Fertigungsauftragen. Sie haben unter anderem zur Funktion, die Pro-
duktionsprozesse zu einem gewissen Grade von den Zulieferern abzukoppeln und somit unvorher-
gesehene Schwankungen oder Engpidsse auf dem Beschaffungsmarkt auszugleichen. Sie

ermoglichen weiter eine preisgiinstige Beschaffung der Ausgangsmaterialien, beispielsweise
durch Sammelbestellungen, Mengenrabatte fiir Grossbestellungen oder Einkauf bei giinstigem

Angebot.

Produktionslager

Produktionslager (bzw. Zwischenlager, Pufferlager, Halbfabrikatelager) gleichen die technolo-
gisch oder organisatorisch bedingten Asynchronitidten zwischen den einzelnen Arbeitsgingen
der Produktionsprozesse aus. Produktionslager sind aufgrund ihrer Pufferfunktion typischer-

weise Kurzeitlager mit relativ niedrigen Lagerbestdnden. Die Notwendigkeit und der Umfang der
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Zwischenlager werden weitgehend von der Flexibilitdt des Produktionsapparates bestimmt. Diese
ist abhingig von der Einsetzbarkeit der Produktionsmittel, den Losgrdssen, den Umriistzeiten,
der Intelligenz, Anpassungs- und Reaktionsfdhigkeit der Produktionssteuerung sowie dem Auto-
matisierungsgrad der Produktion. Durch Flexibilisierung und Automatisierung der Produktion
konnen die Lagerbestinde in den Zwischenlagern reduziert und gewisse Zwischenlager mogli-

cherweise ginzlich eliminiert werden.

Distributionslager

Distributionslager (bzw. Handelslager) speichern die Erzeugnisse eines Unternehmens fiir die
unternehmensiibergreifende Warenverteilung. IThre Funktion ist im wesentlichen, Differenzen
zwischen Produktionsangebot und Verbrauchernachfrage auszugleichen. Spezielle Distributions-
lager mit weiteren Funktionen sind Saisonlager, Sortimentslager und Umschlagslager. Saisonla-
ger werden bendtigt, wenn Fertigstellungs- und Verbrauchszeitpunkt der Endprodukte
erhebliche, unvermeidbare zeitliche Verschiebungen aufweisen. Sortimentslager sind dazu
bestimmt, die Sortimente der Produktion in bedarfsgerechte Handelssortimente umzuwandeln.
Umschlagslager sind erforderlich, wenn bei der Distribution ein Wechsel der Giiter von einem

Transportsystem zu einem andern notwendig ist.

Lagerung ist stets mit Kosten verbunden. Einerseits entstehen Kosten aus der Erstellung und
dem Betrieb der Lagersysteme und andererseits aufgrund der Kapitalbindung durch die Lagerbe-
stdnde. Typischerweise bildet in einem Produktionsunternehmen die Lagerung einen wesentli-
chen Kostenfaktor. Seit geraumer Zeit wird immer deutlicher erkannt, dass fiir ein Unternehmen
im Bereich der Lagerung oftmals ein grosses Sparpotential vorhanden ist. Neue Produktionsstra-
tegien im Sinne der Just-in-Time-Philosophie, welche darauf abzielen, die Lagerbestinde mog-
lichst klein zu halten oder sogar zu eliminieren, setzen sich immer mehr durch. Eine

Verminderung der Lagerbestidnde bedeutet einerseits weniger Kosten aufgrund von Kapitalbin-
dung und Lagerbetrieb, und erlaubt andererseits eine Verringerung der Durchlaufzeiten,

wodurch schneller auf die Anforderungen des Absatzmarktes reagiert werden kann.

Aus diesen grundlegenden Verdnderungen in der Produktionsphilosophie entstehen neue Anfor-
derungen an die Lagersysteme. Die Lagerbestédnde der einzelnen Artikel werden kleiner, aber die
Anzahl der verschiedenen Artikel nimmt hiufig aufgrund der Produktdiversifizierung zu. Die
Ein- und Auslagerungsauftrige werden typischerweise immer kleiner, aber dafiir um so hiufi-
ger. Die Lagerzugriffe sollten moglichst schnell und stérungsfrei abgearbeitet werden. Die Lager
sollten moglichst platzsparend erstellt und kostengtinstig betrieben werden. Technische Fort-
schritte ermoglichen einen stets wachsenden Automatisierungsgrad der Lager. Eine effiziente
Lagerverwaltung setzt voraus, dass Lager nicht als isolierte Funktionseinheiten, sondern als inte-

grierte Komponenten der gesamten Unternehmenslogistik betrachtet werden.
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1.2. Lagersysteme

In diesem Abschnitt wird der Begriff des Lagers oder Lagersystems geklirt, und es werden die
funktionalen Komponenten eines Lagersystems erldutert. Dariiber hinaus werden einige grund-
legende Begriffe aus der Lagertechnik eingefithrt und erklirt. Weitere Begriffskldrungen finden
sich beispielsweise in [Vogt, G. (1996)] und [Schulze, L. (1990)].

Unter Lagerung wird der geplante und kontrollierte zeitliche Aufenthalt von Objekten an einem
bestimmten Ort verstanden. Die Gesamtheit der technischen und organisatorischen Einrichtun-

gen, welche dem Zweck der Lagerung dienen, wird als Lager oder Lagersystem bezeichnet.

1.2.1. Lagergut

Die in einem Lager gelagerten Objekte bilden das Lagergut. Je nach Aggregatszustand unter-
scheidet man festes, fliissiges und gasformiges Lagergut. Falls das Lagergut unterteilt ist in dis-
krete Objekte, welche technisch als Einheiten gehandhabt und/oder organisatorisch als Einheiten
identifiziert und verwaltet werden, spricht man von Stiickgut, andernfalls je nach Form des
Lagerguts von Schiittgut oder Fliessgut. Bei Stiickgutlagern wird bisweilen unterschieden zwi-
schen Lagereinheit, Lade- bzw. Transporteinheit, Einlagerungs- und Auslagerungseinheit. Die
Lagereinheit ist die Einheit, welche einen einzelnen Lagerplatz belegt und organisatorisch bei der
Lagerplatzverwaltung als elementares Objekt verwaltet wird. Die Lade- bzw. Transporteinheit ent-
spricht der Einheit, welche von den lagerinternen Transportmitteln bei den Lade- und Transport-
vorgangen als Einzellast behandelt wird. Die Ein- bzw. Auslagerungseinheit ist die Einheit,
welche beim Eintritt in bzw. Austritt aus dem Lager als einzelnes Objekt registriert und verwaltet

wird. Oft sind diese beiden Einheiten identisch und werden kurz als Lagereinheiten bezeichnet.

Zur besseren Handhabung des Lagerguts werden hiufig Lagergerite (bzw. Lagermittel, Lager-
hilfsmittel) eingesetzt. Gingige Lagergerite sind Paletten, Rollpaletten, Behilter, Gitterboxen,
Kasten und Kassetten. Lagergerite nehmen eine gewisse Menge Lagergut auf, um es handlicher
zu machen fir den Transport und die Lagerung. Typischerweise bildet ein Lagergerit zusammen
mit dem aufgenommenen Lagergut eine Lagereinheit bzw. eine Transport-, Ein- oder Auslage-

rungseinheit.

Das Lagergut setzt sich ublicherweise aus verschiedenen Typen von Objekten zusammen. Diese
Typen werden als Artikel bezeichnet. Das Sortiment (bzw. die Artikelmenge) entspricht der Menge

aller im Lager vorhandenen Artikel.

Bei Betrachtung der Funktionsweise von Lagern muss zwischen zwei verschiedenen Systemen

unterschieden werden: Einheitenlager und Kommissionierlager.
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Einheitenlager

Bei einem Einheitenlager wird das Lagergut innerhalb des Lagers nicht veréndert oder umstruk-

turiert. Die Einlagerungs-, Lager- und Auslagerungseinheiten sind identisch.

Kommissionierlager

Bei einem Kommissionierlager entsprechen die Auslagerungseinheiten nicht den Einlagerungs-
einheiten. Innerhalb des Lagers wird eine Umstrukturierung vorgenommen, indem den einzelnen
Lagereinheiten Teilmengen entnommen werden und diese aufgrund der Kommissionierauftriage

neu zusammengestellt werden zu auftragsbezogenen Auslagerungseinheiten.

Unter dem Begriff Kommissionieren wird geméss VDI Richtlinie 3590 das Zusammenstellen von
bestimmten Teilmengen aus einer bereitgestellten Gesamtmenge aufgrund von Bedarfsinforma-
tionen (Auftrigen) verstanden. In diesem Sinne erfiillt jedes Lager die Funktion des Kommissio-
nierens. Der Unterschied zwischen Einheiten- und Kommissionierlagern ergibt sich aus der Art
des Kommissionierens. Falls bei der Zusammenstellung der Auftrage nur komplette Lagereinhei-
ten entnommen werden, spricht man von Einheitenlager, falls einzelne Lagereinheiten angebro-

chen und Teilmengen davon entnommen werden, von Kommissionierlager.

Haufig besteht ein Lagersystem aus zwei rdumlich und funktional getrennten Teilbereichen, von
denen einer ein Kommissionierlager und der andere ein Einheitenlager darstellt. Im Kommissio-
nierlager befinden sich einige wenige Lagereinheiten der bendétigten Artikel, welche bei der
Zusammenstellung der Auftrage angebrochen werden. Das Einheitenlager dient als Reservelager,
aus welchem bei Bedarf neue, komplette Lagereinheiten an das Kommissionierlager libergeben
werden. In diesem Sinne ist die Unterscheidung zwischen Kommissionier- und Einheitenlager

héufig auch eine Frage der Systemabgrenzung.

Beim Kommissionieren werden zwei Strategien unterschieden, welche mit den altertiimlich
anmutenden Begriffen "Mann zur Ware" und "Ware zum Mann" bezeichnet werden. Im ersten Fall
bewegen sich die Kommissionierer durch das Lager zu den einzelnen Lagereinheiten und stellen
so die Auftrige zusammen, im zweiten Fall werden die benétigten Lagereinheiten an Kommissio-

nierplétze transportiert, wo die Auftragszusammenstellung stattfindet.

In den folgenden Ausfithrungen werden ausschliesslich Einheitenlager betrachtet, und es wird
darauf verzichtet, auf die spezifischen Problemstellungen im Zusammenhang mit Kommissionier-

lagern einzugehen.

Fiir die systematische Beschreibung eines Lagers ist es hilfreich, das Lager in drei funktionale
Hauptkomponenten zu unterteilen: Lagereinrichtungen, Transporteinrichtungen und Steuerung.
Diese drei Teilsysteme werden in den folgenden Abschnitten niher betrachtet. Weiter wird auch
auf die Schnittstelle des Lagers zum umgebenden System, den sogenannten Warenein- und aus-

gang, eingegangen.



6 Kapitel 1 Elemente der Lagertechnik

1.2.2. Lagereinrichtungen

Funktional gesehen stellen die Lagereinrichtungen die Menge aller Lagerplitze dar, welche zur
Aufnahme der Lagereinheiten bestimmt sind. Technisch gesehen umfassen sie alle baulichen und

konstruktiven Einrichtungen, durch welche diese Lagerplétze realisiert werden.

Grundsétzlich wird bei Stiickgutlagern unterschieden zwischen Bodenlagerung (bzw. Stapellage-
rung) und Regallagerung. Bei der Bodenlagerung werden die Lagereinheiten ohne Lagereinrich-
tung auf dem Boden plaziert, wobei oft mehrere Lagereinheiten - eventuell mit Hilfe eines
Lagergerits - aufeinander gestapelt werden. Bei der Regallagerung sind Lagereinrichtungen in

Form von Regalen vorhanden, auf welchen die Lagereinheiten plaziert werden kénnen.

Unter dem Begriff Regal (bzw. Lagergestell) wird allgemein eine Konstruktion verstanden, wel-
che eine Menge von aneinander angrenzenden Lagerplitzen bereitstellt (vgl. [Cormier, G., Gunn,
E. A. (1992)] und [Vogt, G. (1996)]). In der Praxis existiert eine Vielzahl von Regalkonstruktio-
nen, welche sich unter anderem unterscheiden beziiglich der konstruktiven Ausfiihrung, der Art
der Lagereinheiten, der verwendeten Lagergerite, den Dimensionen und der Zugriffsart. Als
einige der gebrauchlichsten Formen seien hier erwéhnt: Palettenregale (Einplatz oder Mehrplatz-
system), Fachbodenregale, Behilterregale (Kassettenregale), Kragarmregale und Wabenregale.

Eine ausfiihrliche Beschreibung diverser Regalkonstruktionen ist zu finden in [Vogt, G. (19986)].

Im engeren Sinne wird der Begriff Regal meistens fiir Lagergestelle verwendet, bei denen Direkt-
zugriff auf jede Lagereinheit besteht. In diesem Fall werden die Lagereinheiten nebeneinander
auf dem Lagergestell angeordnet, wobei weder mehrere Lagereinheiten aufeinander gestapelt
noch hintereinander aufgereiht werden. Die entsprechenden Lager werden als Zeilenregallager
bezeichnet. Ein typisches Beispiel dieses Lagertyps sind die weit verbreiteten Hochregallager.
Falls im Gegensatz dazu mehrere Lagereinheiten hintereinander angeordnet werden, spricht man
von Blocklagern, Kompaktlagern oder Kanallagern. In diesem Falle werden die einzelnen Lage-
reinrichtungen, in welchen die Lagereinheiten hintereinander angeordnet werden, als Lagerka-
nile (bzw. Lagerkorridore) bezeichnet. In einem Lagerkanal ist der Direktzugriff nur auf die
vorderste Lagereinheit moglich, und der Zugriff auf dahinter liegende Lagereinheiten bedingt die
Umlagerung der davor plazierten Einheiten. In Abschnitt 1.3. werden die verschiedenen Lagerty-

pen im einzelnen diskutiert.

Damit auf die gelagerten Einheiten zugegriffen werden kann, muss in einem Lager Platz freige-
halten werden, welcher den Zugang zu den verschiedenen Lagerplitzen gewadhrt. Diese Zugangs-
wege werden als Lagergassen (bzw. Regalbediengassen) bezeichnet oder entsprechend der

raumlichen Anordnung beispielsweise als Querginge.

In einem weiteren Sinne kann auch die gesamte Gebdudekonstruktion eines Lagers zu den Lage-
reinrichtungen gezihlt werden. Gebriauchliche Gebdudeformen sind Flachbau, Hochflachbau,
Einzweckhochbau, Geschossbau, Traglufthalle sowie Lager im Freien ohne Gebidude (fiir weitere
Details siehe beispielsweise [Jansen, R. (1990/91)]).
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Eingangs- und Ausgangspunkte

Die Schnittstelle eines Lagers zum umgebenden System wird gebildet durch sogenannte Ein- und
Ausgangspunkte (bzw. Annahme- und Abgabepunkte, Ein- und Auslagerungspunkte). An einem
Eingangspunkt werden die Lagereinheiten vom umgebenden System in das Lager aufgenommen
und an einem Ausgangspunkt an das umgebende System abgegeben. Ein Lager kann mehrere
Ein- und Ausgangspunkte haben. Die Abgrenzung zwischen dem Lagersystem und dem Umsy-
stem ist nicht immer klar vorgegeben. Sie hingt einerseits ab von den Lager- und Transportein-
richtungen, und andererseits davon, welche Transportprozesse in die Logik der Lagersteuerung

miteinbezogen sind und welche ausgegrenzt werden.

1.2.3. Transporteinrichtungen

Neben der Funktion des Lagerns, realisiert durch die Lagereinrichtungen, hat ein Lagersystem
auch Transportfunktionen. Die dafiir vorgesehenen Transporteinrichtungen (bzw. Fordereinrich-
tungen) umfassen alle technischen Einrichtungen in einem Lager, welche dem Transport von

Lagereinheiten innerhalb des Lagers dienen.

Es sei darauf hingewiesen, dass im Rahmen dieser Arbeit die Begriffe des Transportierens und
Forderns gleichbedeutend verwendet werden. Bisweilen wird eine Unterscheidung gemacht,
wobei Fordern eher im innerbetrieblichen und Transportieren im zwischenbetrieblichen Kontext

verwendet wird (vgl. [Favarger, M., Bamert, A., Rupper, P. (1982)]).

Transportfunktionen

Prinzipiell kénnen in einem Lager drei elementare Transportfunktionen (bzw. Lagerbewegungen,
Lagerprozessfunktionen) unterschieden werden: Einlagerung, Auslagerung und Umlagerung.
Bei einer Einlagerung iibernimmt das Lagersystem eine Lagereinheit an einer bestimmten Stelle
(Einlagerungspunkt, Eingangspunkt) vom umgebenden System, transportiert sie an einen freien
Lagerplatz und stellt sie dort ab. Bei einer Auslagerung wird eine Lagereinheit an ihrem Lager-
platz aufgenommen, zu einer bestimmten Stelle (Auslagerungspunkt, Ausgangspunkt) transpor-
tiert und dort an das umgebende System abgegeben. Eine Umlagerung entspricht dem Transport

einer Lagereinheit innerhalb des Lagers von einem Lagerplatz zu einem andern Lagerplatz.

Zusétzlich zu den erwahnten Transportfunktionen wird in der Lagertechnik héufig der Begriff
des Lagerspiels verwendet. Ein Lagerspiel entspricht der Kombination einer Einlagerung und
einer daran anschliessenden Auslagerung. In einem Lagerspiel tibernimmt das Transportmittel
eine Lagereinheit an einem Eingangspunkt, bewegt sich zu einem Lagerplatz, 1adt die Last ab,
bewegt sich anschliessend zu einem andern Lagerplatz, 14dt die neue Lagereinheit auf, bewegt
sich zu einem Ausgangspunkt und tbergibt die Last. Das Konzept der Lagerspiele wird oft ver-

wendet im Zusammenhang mit der Leistungsabschitzung von Lagersystemen (siehe Kapitel 3).
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Uebersicht Uber Transporteinrichtungen

Fur die lagerinterne Forderung existiert eine fast untiberschaubare Vielzahl von verschiedenen
Transporteinrichtungen. Zusétzlich werden entsprechend der technischen Entwicklung laufend
neue Konstruktionen entwickelt. Der folgende Abschnitt soll einen Ueberblick geben iiber die
wichtigsten Transporteinrichtungen. Ziel dabei ist weniger der Anspruch auf Vollstandigkeit als
das Aufzeigen verschiedener Kriterien, nach welchen Transporteinrichtungen klassifiziert wer-
den kénnen. Weitere Informationen tiber Transporteinrichtungen finden sich beispielsweise in
[Budde, R., Schwarz, W. (1988)], [Martin, H. (1990)] und [Vogt, G. (1996)].

Die Art der Transporteinrichtungen eines Lagers steht in engem Zusammenhang mit dem Typ
des Lagerguts (z.B. Stiickgut), den verwendeten Lagergeriten (z.B. Paletten) und der Art der

Lagereinrichtungen (z.B. Hochregale). Im folgenden werden vor allem Stiickgutlager betrachtet.

Eine erste Unterscheidung bei den Transporteinrichtungen wird gemacht zwischen Stetigférde-
rern und Untstetigforderern. Beispiele fiir Stetigforderer sind Fliessbdnder und Rollenbahnen.
Unstetigférderer lassen sich in Bezug auf ihre technischen und funktionalen Eigenschaften nach
verschiedenen Kriterien einteilen. Nachfolgend werden einige Merkmale aufgelistet, welche in
der Lagertechnik traditionellerweise zur Klassifizierung der Unstetigférderer angewendet wer-

den:

¢ Forderer fiir Bodenlagerung und Forderer fiir Regallager
¢ flurfreie und flurgebundene Forderer
¢ gleislose und gleisgebundene Férderer

¢ regalunabhingige und regalgebundene Férderer

Als Forderer fir Bodenlagerung kommen vorwiegend Kranen und Stapler zum Einsatz. Forderer
fur Regallager sind im wesentlichen Kranen, Stapler, Forderwagen, Hochregalstapler und

Regalbediengeriate in diversen Ausfihrungen.

Flurfreie Férderer sind Einrichtungen, welche zur Fortbewegung nicht an den Boden gebunden
sind. Es handelt sich im allgemeinen um Kranen verschiedener Bauart (Stapelkranen, Mobilkra-
nen, etc.). Flurgebundene Forderer (auch Flurférderzeuge genannt) kénnen unterteilt werden in

gleislose und gleisgebundene Einrichtungen.

Gleislose Flurférderzeuge sind typischerweise Stapler, welche in diversen Bauarten mit unter-
schiedlichen Funktionalititen existieren (Gabelstapler, Front- und Seitenstapler, Hochregalstap-
ler, Mehrpaletten-Gabelstapler, etc.). Gleisgebundene Forderer sind einerseits Regalbediengerite
verschiedenster Art und andererseits Forderwagen, wie sie beispielsweise in automatisierten

Kompaktlagern eingesetzt werden.

Regalgebundene Forderer konnen im Gegensatz zu regalunabhingigen Forderern nur einzelne
Regale bedienen. Meist sind sie technisch mit der Regalkonstruktion verbunden, wie Beispiels-

weise die weit verbreiteten Regalbediengerite (RBG) bei Hochregallagern oder Hubbalkenkon-



1.2. Lagersysteme 9

struktionen. Gassengebundene Forderer sind technisch an eine bestimmte Lagergasse gebunden

und bedienen die Regale auf beiden Seiten der Gasse.

Die aufgefiihrten Unterscheidungskriterien entstammen der traditionellen Lagertechnik und
basieren im wesentlichen auf technischen Merkmalen der Fordereinrichtungen. Mit dem techno-
logischen Fortschritt und den damit verbundenen Automatisierungsmoglichkeiten in der Lager-
technik gewann der Einsatz von automatisierten Lagern in neuerer Zeit immer mehr an

Bedeutung. Es wurde eine Vielzahl von neuartigen, vollautomatisierten Lagersystemen entwik-
kelt, deren Transportsysteme computergesteuert sind und technologische Merkmale aufweisen,
welche in den traditionellen Kategorien nicht erfasst werden. Zeitgleich mit dieser Automatisie-
rungstendenz wuchs das Interesse an platzsparenden Alternativen zu den herkémmlichen Zeilen-
regallagern (z.B. Hochregallager). Dies gilt speziell fiir die hochindustrialisierten Léndern
Europas, wo der Boden eine zunehmend knappe und kostenintensive Ressource darstellt. Aus die-
sem Grund wuchs in der Lagertechnik der Trend zur Kompaktlagerung, und es entstanden neu-
artige Lagersysteme, welche die Automatisierungsmoglichkeiten mit den Vorteilen der

kompakten Lagerung verbinden. Diese Lagertypen werden unter dem Begriff automatisierte
Kompaktlager oder automatisierte Blocklager zusammengefasst. Beispiele dafiir sind dynami-
sche Blocklager, Kanal- oder Tunnellager und Satellitenlager. Automatisierte Kompaktlager wer-

den in Abschnitt 1.3. ndher besprochen.

Merkmale automatisierter Transportsysteme

Vorangehend wurden einige Merkmale aufgefiihrt, nach welchen sich Transporteinrichtungen in
Lagern kategorisieren lassen. Weiter wurde erwahnt, dass in jingerer Zeit diverse neue Lager-
konzepte entworfen wurden, insbesondere verschiedene Typen von automatisierten Kompaktla-
gern. Die Transporteinrichtungen dieser Lager unterscheiden sich teilweise wesentlich von den
herkdmmlichen Systemen, sowohl was die technischen Installationen betrifft, als auch in Bezug
auf die automatisierte, computerbasierte Steuerung. Dieser Abschnitt versteht sich als Beitrag
zur Charakterisierung automatisierter Transporteinrichtungen. Es werden gewisse Eigenschaf-
ten solcher Systeme herauskristallisiert, welche speziell beim Entwurf der Steuerungslogik eine

wesentliche Rolle spielen.

Zur Charakterisierung der Transporteinrichtungen automatisierter Lager (und insbesondere
automatisierter Kompaktlager) werden neben den traditionellen Kategorien folgende Merkmale

vorgeschlagen:

¢ Anzahl Stufen des Transportsystems

¢ Transfer zwischen den Transportmitteln
o Wahlbarkeit der Transportmittel

¢ Wahlbarkeit der Transportroute

¢ Ladekapazitdt der Transportmittel
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Diese Eigenschaften sowie ihre Implikationen auf die Steuerungslogik werden im folgenden

erlautert.

Anzahl Stufen des Transportsystems

Traditionelle Lagersysteme haben typischerweise ein einstufiges Transportsystem. Das bedeutet,
dass eine elementare Lagerbewegung (d.h. eine Ein-, Aus- oder Umlagerung) von einem einzigen
Transportmittel ausgefiihrt wird. Dies ist beispielsweise der Fall bei nicht-automatisierten
Lagern, welche von personengesteuerten Staplern bedient werden, oder bei automatisierten Hoch-

regallagern, welche mit Regalbediengeriten ausgestattet sind.

Im Gegensatz dazu haben automatisierte Kompaktlager hiufig ein mehrstufiges Transportsy-
stem. Als Beispiel seien die dynamischen Blocklager angefiihrt, welche in dieser Arbeit unter-
sucht werden (vgl. Kapitel 2). Das Transportsystem eines dynamischen Blocklagers umfasst
Forderwagen in allen drei rdumlichen Dimensionen: Aufziige (Senkrechtférderer), Quergangwa-
gen und Korridorwagen. Fiir die Ausfiihrung einer Ein- oder Auslagerung werden alle drei
Typen von Transportmitteln bendtigt. Bei einer Auslagerung beispielsweise wird eine Lagerein-
heit zunichst von einem Korridorwagen, dann von einem Quergangwagen und schliesslich von
einem Aufzug transportiert. In mehrstufigen Transportsystem erfolgt ein Lasttransfer zwischen
verschiedenen Transportmitteln. Damit ein solcher stattfinden kann, miissen die Bewegungen
der verschiedenen Transportmittel aufeinander abgestimmt werden, was zu entsprechenden

Bedingungen in der Steuerungslogik fiihrt.

Transfer zwischen den Transportmitteln

Der Transfer zwischen den verschiedenen Transportmitteln eines mehrstufigen Transportsy-
stems kann auf verschiedene Weise erfolgen. Ein wichtiges Unterscheidungsmerkmal ist, ob der
Transfer synchron oder asynchron geschieht. Bei synchronem Transfer miissen sich die beiden
kommunzierenden Transportmittel gleichzeitig fiir eine bestimmte Zeitspanne an dem Ort befin-
den, wo die Lastiibergabe stattfindet. Dies ist beispielsweise der Fall in dynamischen Blocklagern.
Bei ansynchronem Transfer kann eine Last tibergeben werden, ohne dass die Bewegungen der
beteiligten Transportmittel aufeinander abgestimmt werden miissen. Asynchroner Transfer kann
realisiert werden, indem zwischen zwei kommunizierenden Transportmitteln ein Puffer geschal-
tet wird, in welchem die Lagereinheiten kurzzeitig gelagert werden kénnen. Asynchroner Trans-
fer liegt auch vor, wenn das ilibernehmende Transportmittel ein Stetigférderer ist, welcher
dauernd in einem Zustand ist, der die Uebernahme einer Last ermdglicht. Dies ist beispielsweise
der Fall bei Durchlauflagern (bzw. Fliesslagern), welche eine Form von dynamischen Blocklagern

darstellen, bei welchen die Kanalforderer mittels Rollenbahnen realisiert sind.

Allgemein lasst sich sagen, dass speziell der synchrone Lasttransfer und die damit verbundene
Abgleichung der Transportmittelbewegungen einen neuen Planungsaspekt in der Lagersteue-

rung darstellt, welcher die Komplexitit der Steuerungslogik wesentlich erhéhen kann.
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Wihlbarkeit der Transportmittel

In vielen Lagern ist die Wahl der Transportmittel fiir eine elementare Lagerbewegung (d.h. eine
Ein-, Aus- oder Umlagerung) fest vorgegeben. Betrachte beispielsweise ein Hochregallager, das
mit regalgebundenen Bediengeriten ausgestattet ist. In diesem Fall ist jedem Lagerplatz (und
jedem Ein- bzw. Ausgangspunkt) genau ein Regalbediengerit zugeordnet, welches diesen Platz
bedient. Bei vorgegebenen Lagerbewegungen ist eindeutig bestimmt, welche Transportmittel zur

Ausfiihrung verwendet werden.

Im Gegensatz dazu besteht bei gewissen Lagersystemen eine Wahlmdglichkeit fiir die Transport-
mittel. Es gibt beispielsweise Satellitenlager, bei welchen von einer Lagergasse aus mehrere funk-
gesteuerte Satelliten eingesetzt werden fir den Transport innerhalb der Lagerkanéle. In diesem
Fall muss eine Wahl getroffen werden, welcher Satellit wann in welchem Kanal eingesetzt wird.
Auch in dynamischen Blocklagern besteht eine gewisse Wahlmoglichkeit fiir die Transportmittel.
Es ist beispielsweise moglich, dass fiir eine Umlagerung mehrere Transportrouten existieren, auf
welchen die Lagereinheit von der Startposition an die Zielposition beférdert werden kann. Jede
mogliche Route fiihrt zu einer unterschiedlichen Auswahl von beteiligten Férderwagen. Die
Wahlbarkeit der Transportmittel fithrt zu einer zusétzlichen Entscheidungsdimension, welche

von der Lagersteuerung bewiltigt werden muss.

Wahlbarkeit der Transportroute

Im vorangehenden Abschnitt wurde darauf hingewiesen, dass in gewissen Lagersystemen eine
Wahlmoglichkeit besteht fiir die Transportroute einer Lagerbewegung. Bei der Wahlbarkeit der

Transportroute konnen zwei Falle unterschieden werden.

Im ersten Fall werden Lagerbewegungen (d.h. Ein-, Aus- und Umlagerungen) betrachtet, deren
Start- und Zielort vorgegeben ist. Es gibt Lagersysteme, bei welchen aufgrund der Anordnung
der Transporteinrichtungen verschiedene Transportwege zwischen einem vorgegebenen Start-
und Zielort existieren. In diesem Fall besteht eine Wahlmoglichkeit fiir die Transportroute zwi-

schen den vorgegeben Punkten.

Der zweite Fall bezieht sich auf Lagerbewegungen, fiir welche der Startpunkt und/oder der Ziel-
punkt nicht vorgegeben ist. Dies ist hiufig der Fall bei der Steuerung von Lagersystemen. Typi-
scherweise wird dem Steuersystem als Input ein Menge von Lagerbewegungen (ein sogenannter
Lagerauftrag) vorgegeben, welche vom Transportsystem auszufiihren sind. Bei Einlagerungen
wird normalerweise der Eingangspunkt vorgegeben, an welchem die Lagereinheit abgeholt wer-
den muss, der Zielort jedoch, d.h. der Lagerplatz, wo die Einheit eingelagert wird, ist hdufig nicht
spezifiziert und wird vom Steuersystem bestimmt. Bei Auslagerungen wird iiblicherweise der
Artikel und eventuell der Ausgangspunkt vorgegeben, nicht jedoch die spezifische Lagereinheit
des Artikels, welche ausgelagert werden soll. Die Wahl einer konkreten Lagereinheit ist wie-
derum Aufgabe des Steuerungssystems. Somit besteht bei der Steuerung von Lagersystemen im

allgemeinen eine Wahlmoglichkeit beziiglich der Start- und/oder Zielpositionen der Lagerbewe-



12 Kapitel 1 Elemente der Lagertechnik

gungen. Diese Art der Routenwéihlbarkeit ist eine Konsequenz des Steuerungskonzepts und
héngt nicht von der physischen Auslegung der Transporteinrichtungen ab. Sie existiert prinzipi-
ell in jedem Lager und bildet eine Entscheidungsdimension auf der Ebene des Steuersystems. In
Abschnitt 1.4. wird auf diese Thematik weiter eingegangen im Zusammenhang mit der Steue-

rung von Lagersystemen.

Ladekapazitiat der Transportmittel

Haufig sind die Transportmittel eines Lagersystems so ausgelegt, dass eine einzelne Lagereinheit
pro Fahrt transportiert wird. Dies ist beispielsweise der Fall bei Hubstaplern, Hochregalstaplern
und Regalbediengeraten. Es existieren jedoch Lagersysteme mit Transportmitteln, welche eine
grossere Ladekapazitit haben und mehrere Lagereinheiten gleichzeitig transportieren kénnen.
Als Beispiel seien Mehrpalettenstapler, Mehrpaletten-Aufziige und Mehrpaletten-Regalbedienge-
rate erwahnt. Falls ein Transportmittel mehrere Lagereinheiten gleichzeitig transportieren kann,
entsteht eine neue Entscheidungsdimension fiir das Steuersystem. Es muss festgelegt werden,
welche Lagereinheiten in welcher Reihenfolge fiir eine Transportfahrt zusammengefasst werden.
Damit verbunden ist ein Routenproblem, da ein Sammeltransport auf mehrere Arten zusammen-
gestellt werden kann, wobei jede Moglichkeit zu einer unterschiedlichen Fahrtroute des Trans-

portmittels fithrt.

Ziel dieses Abschnittes war, zu zeigen, dass in modernen Lagersystemen und speziell in automati-
sierten Kompaktlagern Transporteinrichtungen eingesetzt werden, deren Steuerung wesentlich
komplexer ist als bei traditionellen Lagern. Es wurden verschiedene Merkmale hervorgehoben,
durch welche sich diese Lagertypen von den traditionellen Systemen unterscheiden. Weiter wurde
gezeigt, welchen Einfluss diese Eigenschaften auf die Entscheidungsdimensionen und die Kom-

plexitit des Steuersystems haben.

1.3. Typen von Lagersystemen

In diesem Abschnitt wird eine Ubersicht {iber die gebréuchlichsten Lagertypen gegeben. Es wer-
den verschiedene Unterscheidungskriterien aufgefiihrt, nach denen die Vielfalt der in Praxis ver-
wendeten Lagertypen systematisch beschrieben und klassifiziert werden koénnen. Die
betrachteten Merkmale beziehen sich auf die technischen Systemkomponenten (Lagereinrichtung
und Transportsystem) und nicht auf die logistische Funktion der Lager innerhalb der

Materialflusskette eines Unternehmens.

Die vorgeschlagene Klassifikationssystematik ist speziell aus dem Blickpunkt der Lagersteue-

rung konzipiert. Hauptkriterien sind die Lageranordnung und die Lagereinrichtungen sowie die
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eingesetzten Fordersysteme und Bedienprinzipien. Ein spezielles Gewicht wird den Kompaktla-

gern und insbesondere den dynamischen Blockregallagern zugewiesen.

Eine grossangelegte Ubersicht iiber die hiufigsten Lagertypen ist in [Vogt, G. (1996)] zu finden,
wobei die Klassifikation der verschiedenen Lagersysteme von einem leicht anderen Gesichtspunkt
aus erfolgt und von der hier vorgeschlagenen abweicht. Jeder Lagertyp wird ausfiihrlich
beschrieben, mit Abbildungen dokumentiert, und es werden viele technische Details erwdhnt, wel-
che fiir den Praktiker hilfreich sind. Weitere Lagerklassifikationen finden sich beispielsweise in
[Martin, H. (1990)], [Schulze, L. (1990)], [Schulze, L. (1995)], [Jansen, R. (1990/91)],[P6rsch, M.
(1988)] und [Beschaffung (1991a)].

Bei der Lageranordnung muss prinzipiell unterschieden werden zwischen Zeilenlagern und

Blocklagern (bzw. Kompaktlagern). Dieser Unterschied wird im folgenden niher erlautert.

Zeilenlager und Blocklager

Die Unterscheidung zwischen Zeilen- und Blocklagern basiert auf der raumlichen Anordnung der

Lagerplatze und der dazwischenliegenden Lagergassen.

In Zeilenlagern (bzw. Reihenlagern) sind die Lagerplidtze in ein- oder doppelreihigen parallelen
Lagerzeilen angeordnet, zwischen welchen jeweils eine Lagergasse liegt. Charakteristisch fir Zei-
lenlagern ist, dass nicht mehrere Lagereinheiten hintereinander abgestellt werden. Falls keine
Lagereinheiten aufeinandergestapelt werden, besteht die Moglichkeit des Direktzugriffs auf jede

Lagereinheit. Die untenstehende Abbildung zeigt schematisch die Struktur eines Zeilenlagers.

Lagerzeile Lagergasse Lagereinheit
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Abbildung 1.1. Struktur eines Zeilenlagers

In Blocklagern (bzw. Kompaktlagern) werden im Gegensatz dazu mehrere Lagereinheiten hinter-
einander angeordnet. Ein Blocklager setzt sich zusammen aus einzelnen Lagerblocken, welche

von einander abgetrennt sind durch dazwischenliegende Lagergassen. Eine Kolonne von hinter-
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einanderliegenden Lagereinheiten (bzw. die Lagereinrichtung, in welcher diese Lagereinheiten
plaziert werden) wird als Lagerkanal bezeichnet. Charakteristisch fir Blocklager ist, dass nur
Direktzugriff auf die vordersten Lagereinheiten in einem Lagerkanal besteht. Falls mehrere
Lagereinheiten aufeinandergestapelt werden, besteht nur Zugriff auf die vordersten, obersten
Lagereinheiten. Wenn Lagereinheiten bewegt werden sollen, auf welche kein Direktzugriff

besteht, miissen zuvor gewisse Umlagerungen ausgefiihrt werden.

Blocklager bilden eine platzsparende Alternative zu Zeilenregallagern, da die Zahl der Lagergas-
sen wesentlich kleiner ist und somit weniger Platz fir die Zugangswege zu den Lagerplatzen frei-
gehalten werden muss. Als Nachteil resultiert daraus, dass nicht auf alle Lagereinheiten direkt
zugriffen werden kann und zusitzliche Umlagerungen notwendig sind. Durch diese zusétzlichen
Transportbewegungen wird der Lagerprozess tendenziell verlangsamt und die Komplexitat der
Steuerung erhoht sich. Daraus wird ersichtlich, dass gerade in automatisierten Blocklagern ein
Bedarf besteht, die tendenzielle Verlangsamung der Lagerzugriffe und den damit verbundenen

Leistungsverlust durch eine Optimierung der Steuerungslogik auszugleichen.

Die folgende Abbildung zeigt schematisch die Struktur eines Blocklagers.

Lagerblock Lagergasse Lagerkanal Lagereinheit
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Abbildung 1.2. Struktur eines Blocklagers (bzw. Kompaktlagers)

Stapellager und Regallager

Als zweites Kriterium bei der Klassifizierung der Lagertypen wird unterschieden zwischen Sta-

pel- und Regallagern. Diese Unterscheidung bezieht sich auf die Art der Lagereinrichtungen.

Stapellager (bzw. Bodenlager) verwenden keine oder nur sehr einfache Lagereinrichtungen. Die
Lagereinheiten werden direkt auf dem Boden gelagert, wobei hidufig mehrere Lagereinheiten auf-
einandergestapelt werden. Die Stapelung kann mit oder ohne Lagergeriten erfolgen. Stapellager

sind aufgrund der fehlenden Lagereinrichtungen kostengiinstige Lagersysteme. Als Nachteil
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besteht die Einschrinkung, dass nur auf die vordersten, obersten Lagereinheiten eines Stapels

zugegriffen werden kann.

In Regallagerlagern werden im Gegensatz dazu Regale eingesetzt, auf welchen die Lagereinhei-
ten plaziert werden. Bei entsprechender Anordnung kann mit Hilfe von Regalen ein Direktzugriff
auf alle Lagereinheiten realisiert werden, wobei nicht auf das Uebereinanderlagern von Einheiten
verzichtet werden muss. Gleichzeitig erlauben Regale den Einsatz von technisch hochstehenden,

automatisierten Transporteinrichtungen wie beispielsweise Regalbediengeriten.

1.3.1. Ueberblick Gber Lagertypen

Die untenstehende Tabelle gibt eine Uebersicht tiber die gebrauchlichsten Lagertypen. Die Lager-
systeme sind einerseits unterteilt in Zeilenlager, Blocklager und andere Lagertypen, und anderer-
seits in Stapellager und Regallager. Bei Blockregallagern wird unterschieden zwischen

statischen und dynamischen Lagern. Zu jeder Kategorie werden weitere gingige Bezeichnungen

fir die entsprechenden Lagertypen und einige Beispiele gegeben.
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Lagereinrichtung:
Anordnung:
Stapellager Regallager
Zeilenstapellager Zeilenregallager
Weitere Bezeichnungen: Weitere Bezeichnungen:
Boden- / Flachenlager in Zeilen- /Linien- / Hochregallager, Flachregallager, Reihenla-
Reihenanordnung ger, Linienlager
Beispiele: Beispiele:
Zeilenlager « ohne Lagergerat: Containerstapel, Rohren- | « Palettenregal, Einplatzsystem
stapel, Rollenstapel « Palettenregal, Mehrplatzsystem
* mit Lagergerat: Palettenstapel, Gitterboxen- | « Fachbodenregal
stapel » Behélterregal (Kassettenregal, Kleinteilela-
ger, AKL-System)
» Kragarmregal
» Wabenregal (Langgutregal)
Blockstapellager Statische Blockregallager
Weitere Bezeichnungen: Weitere Bezeichnungen:
Boden- / Flachenlager in Blockanordnung, Statische Block- / Kompaktlager
Blocklager Beispiele:
Beispiele: « Einfahrregal (Drive-In-Regal)
« ohne Lagergerat: Containerstapel, Réhren- | « Durchfahrregal
stapel, Rollenstapel _ Dynamische Blockregallager
Blocklager « mit Lagergerat: Palettenstapel, Gitterboxen-

stapel

Weitere Bezeichnungen:
Dynamische / automatische Block- / Kom-
pakt- / Kanal- / Tunnellager

Beispiele:

* Einschubregal

« Durchlaufregal (Fliesslager)
« Satellitenlager
 Kanalfahrzeuglager

Andere Lager

Verschiebe- und Umlaufregallager

Beispiele:

* Horizontal umlaufendes Fachbodenregal
(Horizontal-Karussell, Rotary Rack)

« Paternosterregal (Umlaufregal, Grossraum-
schrank)

« Verschiebeumlaufregal

Mehrgeschossige Regallager

Beispiele:

» Mehrgeschossiges Fachbodenregal
(Podestanlage)

 Buihnenlager

Abbildung 1.8. Klassifikation der haufigsten Lagertypen

Die in der Tabelle aufgefiihrten Lagertypen werden im folgenden kurz beschrieben.

Zeilenstapellager

In Zeilenstapellagern sind die Lagerplitze in Zeilen angeordnet und die Lagereinheiten werden

ohne (oder mit minimalen) Lagereinrichtungen auf dem Boden gestapelt. Hiufig werden mehrere
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Lagereinheiten (ohne oder mit Lagergerit) aufeinander gestapelt, so dass jeweils nur die obersten

Einheiten einer Lagerzeile direkt zugreifbar sind.

Zeilenregallager

In Zeilenregallagern werden die Lagereinheiten auf Regalen gelagert, welche in Zeilen angeord-
net sind. Es besteht tiblicherweise Direktzugriff auf jede Lagereinheit. Zeilenregallager gehdren
zu den am haufigsten verwendeten Lagertypen. Ein bekannter Vertreter sind die weit verbreite-
ten Hochregallager. Bei Palettenregalen wird unterschieden zwischen Einplatz- und Mehrplatzsy-
stemen. Bei Einplatzsystemen sind die Regalflichen unterteilt in einzelne Regalabteile (bzw.
Regalfécher), welche genau eine Palette aufnehmen kénnen. Bei Mehrplatzsystemen werden meh-
rere Paletten nebeneinander in einem Regalabteil gelagert. Behélterregale sind im Gegensatz zu
Palettenregalen fiir die Aufnahme von Lagergeriten in Form von Behéltern verschiedener Art
und Grosse konzipiert. In Kragarmregalen werden vor allem Langgiiter (z.B. Rohren, Metall-
stdbe, Armierungseisen, etc.) gelagert, wobei die Lagereinheiten quer auf die hervorstehenden
Kragarme gelegt werden. Wabenregale sind ebenfalls primér fiir Langgtiter konzipiert, wobei die

Lagereinheiten in diesem Fall der Lange nach in rohrenartige Wabenbehélter eingesteckt werden.

Blockstapellager

In Blockstapellagern sind mehrere Lagerplitze hintereinander in Blocken angeordnet und die
Lagereinheiten werden ohne (oder mit minimalen) Lagereinrichtungen auf dem Boden gestapelt.
Haufig werden mehrere Lagereinheiten (ohne oder mit Lagergerit) aufeinander gestapelt, so dass
jeweils nur die obersten, vordersten Einheiten eines Lagerblocks (bzw. eines Lagerkanals) direkt

zugreifbar sind.

Statische und dynamische Blockregallager

Diese Lagersysteme werden im néchsten Abschnitt separat diskutiert.

Andere Lager

Neben den erwédhnten Lagertypen existiert eine Vielzahl von weiteren Lagersystemen, welche hier
nicht alle besprochen werden konnen. Es seien nur zwei relativ verbreitete Kategorien erwahnt:
Verschiebe- und Umlauflager sowie mehrgeschossige Regallager. Verschiebe- und Umlauflager
zeichnen sich dadurch aus, dass die Regale nicht ortfest installiert, sondern je nach Lagertyp auf
verschiedene Weise verschiebbar sind. Es kann unterschieden werden zwischen horizontal ver-
schiebbaren, horizontal umlaufenden und vertikal umlaufenden Regalen (sogenannten Paterno-
sterregalen). In mehrgeschossigen Regallagern sind die Regale auf verschiedenen unabhéngigen
Lagerebenen (bzw. Stockwerken) angeordnet, welche miteinander verbunden sind (beispielsweise

durch Aufzige, Treppen, etc.).
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1.3.2. Zeilen- und Blockregallager

In diesem Abschnitt wird eine Uebersicht tiber die wichtigsten Zeilen- und Blockregallager gege-
ben. Bei den Blockregallagern wird unterschieden zwischen statischen und dynamischen Lagern.
Dynamische Blockregallager sind im Gegensatz zu statischen Blockregallagern mit speziellen
Fordereinrichtungen ausgestattet, welche die Lagereinheiten innerhalb der Kanéle transportie-
ren. Als weiteres Unterscheidungsmerkmal werden Struktur und Anzahl Stufen des Transportsy-

stems untersucht.

Allgemein lassen sich die Transportbewegungen in einem Lager unterteilen in Vertikalforderung
und Querférderung. Vertikalférderung bezieht sich auf Bewegung der Lagereinheiten in der ver-
tikalen Dimension und Querforderung auf den Transport in den Lagergassen. Als zusitzliche
Dimension kommt bei Blocklagern die Forderung innerhalb der Lagerkanéle hinzu. Bei der Verti-
kal- und Querférderung wird unterschieden zwischen kombinierter und separater Férderung.
Bei kombinierter Forderung werden die Bewegungen in den beiden Dimensionen von selben
Transportmittel ausfithrt, wihrend bei separater Forderung zwei verschiedene Transportmittel

eingesetzt werden.

Lager mit kombinierter Vertikal- und Querférderung haben ein zweistufiges bzw. einstufiges
Transportsystem, je nachdem, ob Kanalforderzeuge eingesetzt werden oder nicht. Bei separater
Vertikal- und Querforderung liegt ein drei- bzw. zweistufiges System vor, wiederum in Abhingig-
keit vom Einsatz von Kanalférderern. Allgemein 14sst sich sagen, dass die Komplexitat der Lager-

steuerung wéchst, je mehr Stufen ein Transportsystem umfasst.

Als Literatur zum Thema der automatisierten Blockregallager seien die folgenden Beitrige
erwahnt: [Birkholz, F. (1996)], [Blumenschein, K. (1991)], [Favarger, M., Bamert, A., Rupper, P.
(1982)], [FM (1990)], [Godicke, D. (1991)], [Gremm, F. (1989)], [Hollenstein, E. (1996)], [Kahr-
mann, V. (1989)], [Logistik im Unternehmen (1989)], [Neue Verpackung, (1990)], [Schulte-Zur-
hausen, M. (1982)] und [Weber, R. (1990)].

Die untenstehende Abbildung zeigt einen Ueberblick tiber die verschiedenen Zeilen- und Blockla-
ger. Lager mit zweistufigem Transportsystem sind hellgrau und solche mit dreistufigem System

dunkelgrau hervorgehoben. Die Lagertypen werden anschliessend im einzelnen diskutiert.
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Vertikal- und Querférderung:

Blockregallager

* Durchfahrlager

Lagertyp: Kanalforderer: kombiniert: separgF: . )
Stapler / Regalbediengerat unabhangige Vertikal- und
Querforderer
Beispiele: Beispiele:
» Hochregallager mit Stapler- | « SYSTORE-Lager
bedienung
Zeilenregallager - * Hochregallager mit
Regalbediengeraten (RBG)
« Hochregallager mit Hubbal-
kenbedienung
. Beispiele: -
statische keine * Einfahrlager

dynamische Block-
regallager

Rollenbahnen /
Rolluntersatze

Beispiele:
« Einschublager

Beispiele:
* DYNASTORE-Lager

angetrieben  Durchlauflager (Fliesslager)
durch Schwer-
kraft / Getriebe-
motoren
Beispiele: Beispiele:
« Satellitenlager mit Stapler- | « Satellitenlager mit Etagen-
Satelliten bedienung fahrzeugen und Aufziigen
« Satellitenlager mit Regalbe-
diengeraten
Kanalfahrzeuge Beispiele:
(Kulis) * ACTIW-Lager

Abbildung 1.4. Uebersicht Uber Zeilen- und Blockregallager

Zeilenregallager

Einige Eigenschaften und Beispiele von Zeilenregallager wurden schon im vorangehenden
Abschnitt besprochen. Die meisten Zeilenregallager haben eine kombinierte Vertikal- und Quer-
forderung. Dies gilt beispielsweise fir die weit verbreiteten Hochregallager, welche je nach Aus-
fihrung mit Hochregalstaplern, Regalbediengerédten oder Hubbalken bedient werden. Eine
Ausnahme stellen die sogenannten SYSTORE-Lager dar, eine moderne Art von Hochregallagern,

welche mit separaten Vertikal- und Querforderern bedient werden.

Statische Blockregallager

In statischen Blockregallagern sind die Lagerplitze blockweise auf Regalen angeordnet. Sie
unterscheiden sich von dynamischen Blockregallagern dadurch, dass in den Lagerkanilen keine
Fordereinrichtungen vorhanden sind. Statische Blockregallager sind iiblicherweise nicht automa-
tisiert und werden von personengesteuerten Staplern bedient. Als Lagergerite werden meistens
Paletten verwendet. Es wird unterschieden zwischen Einfahr- und Durchfahrregalen. Bei Ein-
fahrregalen werden die Lagerkanéle nach dem LIFO-Prinzip bedient (last in first out), d.h. die

Einlagerungen erfolgen auf der selben Kanalseite wie die Auslagerungen. Bei Durchfahrregalen
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sind die Lagerkanéle durchgingig, und die Stapelfahrzeuge konnen die Lagerkanéile traversie-
ren. Die Kanile kénnen sowohl nach dem LIFO- als auch nach dem FIFO-Prinzip (first in first out)
bedient werden. Beim FIFO-Prinzip werden die Paletten auf der einen Kanalseite eingelagert und

auf der anderen Seite ausgelagert.

Dynamische Blockregallager

Dynamische Blocklager zeichnen sich dadurch aus, dass sie iiber spezielle Fordereinrichtungen
verfiigen, welche den Transport innerhalb der Lagerkanile ibernehmen. Als Lagergerite werden
meistens Paletten verwendet. Es kénnen drei Arten von Kanalférderern unterschieden werden:

Rollenbahnen bzw. Rolluntersitze, Satelliten und Kanalfahrzeuge.

Kanalforderung mit Rollenbahnen oder Rolluntersitzen

Rollenbahnen sind fest installierte Transporteinrichtungen in den Lagerkanéilen. Sie sind mei-
stens von der Schwerkraft angetrieben, d.h. die Lagerkanéle besitzen eine leichte Neigung, so
dass die Paletten zur tieferliegenden Kanalseite rollen. Es wird unterschieden zwischen Einschub-

lagern und Fliesslagern.

Bei Einschublagern sind die Lagerkanéle in zwei Halften geteilt, wobei die Kanalmitte erhoht ist
und die beiden Kanalenden tiefer liegen. Die Paletten werden beidseitig in die Kanéle eingescho-
ben. Durch die Schwerkraft sammeln sich die eingelagerten Paletten stets an den beiden Kanalen-
den. Die Bedienung der Lagerkanile erfolgt nach dem LIFO-Prinzip (last in first out), da die

Paletten auf derselben Kanalseite eingelagert und ausgelagert werden.

In Fliesslagern sind die Lagerkanile durchgéngig und nur auf eine Seite geneigt. Die Paletten
werden am hoheren Kanalende eingelagert und am tieferen Ende entnommen. Die Kanéle werden
dementsprechend nach dem FIFO-Prinzip bedient, d.h. die Paletten fliessen von einer Kanalseite

zur anderen.

An Stelle von Rollenbahnen kénnen auch Rolluntersitze zum Einsatz kommen. In diesem Fall
werden die Lagereinheiten auf fahrbare Untersitze gestellt, mit Hilfe welcher sie durch den
Lagerkanal rollen. Rolluntersitze sind in der Regel ebenfalls mittels Schwerkraft angetrieben.
Lagersysteme mit motorenbetriebenen Rollenbahnen oder Rolluntersitzen finden sich eher sel-

ten.

Dynamische Blocklager mit Rollenbahnen oder Rolluntersitzen konnen mit kombinierter oder
separater Vertikal- und Querforderung ausgestattet sein. Bei kombinierter Férderung werden
hiufig Stapler zur Bedienung eingesetzt. Ein erfolgreiches, modernes Kanallagersystem ist das

DYNASTORE-Lager. Es verfiigt iiber separate automatisierte Gassen- und Vertikalférderer.
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Kanalforderung mit Satelliten

Satelliten sind technologisch hochstehende, eigenstidndige Kanalférderzeuge, welche nicht an ein-
zelne Lagerkanéle gebunden sind. Sie werden meistens mit Hilfe sogenannter Satellitenstapler
bedient. Der Stapler transportiert den Satelliten zu einem Lagerkanal und setzt ihn dort ab. Der
Satellit fahrt eigenstdndig in den Kanal ein, positioniert sich unter einer Palette und transportiert
diese an das Kanalende. Dort tibernimmt der Stapler die Palette und den Satelliten. Es wird unter-

schieden zwischen staplergebundenen und funkgesteuerten Satelliten.

Staplergebundene Satelliten sind mit einem Kabel fest mit dem Stapler verbunden und werden
von diesem gesteuert. Beim Einsatz des Satelliten muss der Stapler am Kanalende warten, bis der
Satellit aus dem Kanal zuriickkehrt. Funkgesteuerte Satelliten sind bei ihrem Einsatz nicht
abhingig von der Prisenz des Staplers. Sie werden von diesem durch Funksignale gesteuert.
Dadurch ist der Stapler nicht gezwungen, wahrend des Satelliteneinsatzes am Kanalende zu war-
ten. Haufig bedient ein Stapler mehrere funkgesteuerte Satelliten, die er in verschiedenen Korri-

doren aussetzt und anschliessend wieder abholt.

Eher selten anzutreffen sind Satellitenlager mit Regalbediengeriten oder separaten Etagenfahr-

zeugen und Aufziigen.

Kanalforderung mit Kanalfahrzeugen

Kanalfahrzeuge (auch Kulis genannt) sind eigenstindig angetriebene Férderwagen, welche in die
Lagerkanéle integriert sind und den Palettentransport in den Kanélen tibernehmen. Der bekann-
teste und erfolgreichste Blocklagertyp mit Kanalfahrzeugen ist das sogenannte ACTIW-Lager.
Ein ACTIW-Lager besitzt ein dreistufiges, automatisiertes Transportsystem, bestehend aus Aufzii-
gen, Quergangwagen und Kanalfahrzeugen (Korridorwagen). Da jeder Lagerkanal und jeder
Quergang mit einem eigenen Forderwagen ausgestattet ist, umfasst eine solches Lager eine
enorme Anzahl (Hunderte bis Tausende) von autonom betriebenen und individuell gesteuerten
Transportmitteln, deren Bewegungen zu koordinieren sind. Entsprechend komplex sind die Ent-
scheidungsmechanismen bei der Steuerung dieser Lagersysteme. Diese Arbeit beschiftigt sich
mit der Leistungsabschitzung und Steuerungsoptimierung von ACTIW-Lagern. Eine ausfiihrli-

che Besprechung dieser Lagersysteme findet sich in Kapitel 2.

1.4. Betrieb und Steuerung von Lagersystemen

Der Betrieb und die Steuerung von Lagersystemen umfasst eine Vielzahl von Funktionen, welche
je nach Gesichtspunkt unterschiedlich definiert und strukturiert werden kénnen. Zur Beschrei-

bung dieser Funktionen werden in der Literatur unter anderem die Begriffe Lagerverwaltung,
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Lagerhaltung und Lagersteuerung verwendet. Die Auslegung dieser Begriffe sowie die Struktu-
rierung der entsprechenden Funktionen ist nicht einheitlich und féllt je nach Autor und Betrach-

tungsstandpunkt unterschiedlich aus.

In diesem Abschnitt wird versucht, die verschiedenen Begriffe, welche im Zusammenhang mit
dem Betrieb von Lagersystemen verwendet werden, vom Standpunkt dieser Arbeit aus zu klédren.
Ziel dabei ist, den Begriff der Lagersteuerung abzugrenzen und die funktionalen Komponenten
einer Lagersteuerung zu beschreiben. Die Systemanalyse basiert einerseits auf den Arbeiten ver-
schiedener Autoren und andererseits auf Ueberlegungen, welche im Rahmen dieser Arbeit
gemacht wurden im Zusammenhang mit den Problemen der Leistungsabschitzung und Steue-
rungsoptimierung bei automatisierten Kompaktlagern. Literatur zum Thema findet sich in unter
anderem in [Martin, H. (1990)], [Aggteleky, B. (1990)], [Schulze, L. (1995)], [Reichert, H. (1989)],
[Schardt, W. (1991)] sowie in diversen weiteren Beitrdgen aus [Kapoun, J. (1993 - 1996)] und
[Kapoun, J. (1993 - 1997)].

Es sei darauf hingewiesen, dass die nachfolgenden Systembetrachtungen unter dem speziellen
Gesichtpunkt dieser Arbeit erfolgen. Somit wird vor allem auf diejenigen Aspekte der Lagersteue-
rung eingegangen, welche beim Steuerungsentwurf fiir automatisierte (Kompakt-)Lager von
Bedeutung sind, und andere Aspekte, welche im Rahmen dieser Arbeit weniger wichtig sind, wer-

den bewusst weggelassen.

1.4.1. Lagerhaltung und Lagersteuerung

Als Komponente der Logistikkette eines Unternehmens stellt ein Lager eine Einrichtung dar, in
welcher Material bis zum Zeitpunkt des Bedarfs zwischenzeitlich gelagert werden kann. Auf der
Ebene der Materialfliisse bildet ein Lager eine Systemkomponente, welcher Material zugefiihrt

wird in Form von Einlagerungen und aus welcher Material abfliesst in Form von Auslagerungen.

Einlagerungen Auslagerungen
E— Lagersystem — -

Abbildung 1.5. Lagersystem als Komponente der Materialflusskette

Bei der Diskussion von Betrieb und Steuerung von Lagersystemen muss unterschieden werden
zwischen einer Betrachtungsebene, welche Lager auf der Ebene der Materialfliisse untersucht,
und einer Betrachtungsebene, welche auf die internen Prozesse eines Lagersystems eingeht. Dem-
entsprechend lassen sich die Aufgaben der Lagerverwaltung aufteilen in Lagerhaltung und

Lagersteuerung.
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Lagerhaltung

Der Begriff der Lagerhaltung bezieht sich auf diejenigen Funktionen der Lagerverwaltung, wel-
che sich auf die Verwaltung und Kontrolle der Materialfliisse beziehen. Die Lagerhaltung ist
unabhingig von der Struktur des Lagersystems und beschéftigt sich nicht mit den internen Pro-
zessen des Lagersystems. Die Funktionen der Lagerverwaltung lassen sich in drei Hauptkompo-
nenten aufteilen: Artikel- und Bestandesverwaltung, Einlagerungskomponente (bzw.

Beschaffungskomponente) und Auslagerungskomponente (bzw. Absatzkomponente).

Artikel- und Bestandesverwaltung

Aufgabe der Artikelverwaltung ist es, die verschiedenen Lagerartikel mit den zugehdrenden Pro-
duktdaten zu registrieren und die entsprechenden Informationen auf adiquate Weise verfiigbar
zu machen. Moégliche Produktdaten sind beispielsweise Artikelname, Identifikationscode, Artikel-
beschreibung, Preise, Gewicht, Volumen, Lieferantendaten, statistische Daten, usw. In der
Bestandesverwaltung werden die aktuellen Lagerbestinde der Artikel festgehalten und entspre-
chend den Ein- und Ausgingen fortwéhrend nachgefiihrt. Die Artikel- und Bestandesverwaltung
umfasst ausschliesslich Datenverwaltungsfunktionen und wird heutzutage typischerweise in

Form einer elektronischen Datenbank realisiert.

Einlagerungskomponente

Aufgabe der Einlagerungskomponente ist die Verwaltung und Generierung der Einlagerungs-
auftrdge. Je nach Funktion eines Lagers innerhalb der Unternehmenslogistik (d.h. Beschaffungs-
lager, Produktions- oder Distributionslager) konnen Einlagerungsauftrage auf verschiedene
Weise ausgeldst werden. Die Beschaffung bei einem Beschaffungslager kann beispielsweise auf
der Basis einer bestimmten Beschaffungsstrategie erfolgen. Diese kontrolliert die aktuellen
Lagerbestidnde und 16st aufgrund gewisser Kriterien Materialbestellungen aus, welche nach Ein-
treffen der Ware zu Einlagerungsauftragen fithren. Bei Produktions- und Distributionslagern
sind die Einlagerungsauftrage typischerweise abhidngig von den umgebenden Produktions- und

Distributionsprozessen und werden ausgeldst beim Eintreffen von neuem Material.

Die Einlagerungskomponente umfasst neben den Datenverwaltungsfunktionen (Verwaltung der
Einlagerungsauftrage) auch Entscheidungsfunktionen bei der Generierung der Einlagerungs-
auftrige: Es muss entschieden werden, wann und in welcher Reihenfolge die Einlagerungsauf-
trage an das Steuersystem iibergeben werden. Auf die Formulierung der Einlagerungsauftrige

und deren Uebergabe an die Lagersteuerung wird weiter unten noch eingegangen.

Auslagerungskomponente

Aufgabe der Auslagerungskomponente ist die Verwaltung und Generierung der Auslagerungs-
auftragen. Analog zur Einlagerungskomponente konnen Auslagerung je nach Funktion eines

Lagers ebenfalls auf verschiedene Weise ausgeltst werden. Ebenso umfasst die Auslagerungs-
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komponente sowohl Datenverwaltungs- als auch Entscheidungsfunktionen. Auslagerungsauf-

trage werden zur Ausfithrung an die Lagersteuerung weitergegeben.

Abschliessend sei bemerkt, dass die Lagerhaltung in modernen Unternehmen immer hiufiger als
eine Teilfunktion der gesamten Logistik- und Produktionsplanung gesehen wird und weniger als
Verwaltungsfunktion eines einzelnen Lagersystems. Je nach Unternehmensorganisation ergibt
sich daraus eine unterschiedliche Abgrenzung zwischen den Ein- und Auslagerungskomponen-
ten eines Lagersystems und den entsprechenden Funktionen in der unternehmensweiten Logi-
stikplanung. Die Thematik der Lagerbewirtschaftung und Lagerhaltung ist ein weites Feld,
welches ausfiihrlich in der Literatur diskutiert wird. Im Rahmen dieser Arbeit wird nicht weiter
darauf eingegangen, da der Fokus dieser Arbeit auf die eigentliche Lagersteuerung ausgerichtet

ist.

Ziel dieses Abschnittes war, den Begriff der Lagerhaltung vom Begriff der Lagersteuerung abzu-
grenzen, die wichtigsten funktionalen Komponenten der Lagerhaltung aufzuzeigen und die

Begriffe des Ein- und Auslagerungsauftrages einzufiithren.

Lagersteuerung

Die Lagersteuerung befasst sich im Gegensatz zur Lagerhaltung mit den internen Transport- und
Lagerprozessen eines Lagers. Als Input fir die Lagersteuerung werden von der Lagerhaltung die
dort generierten Ein- und Auslagerungsauftrage tibergeben. In Anlehnung an [Martin, H. (1990)]
lasst sich die Lagersteuerung aufteilen in eine drei funktionale Komponenten: Administrative

Komponente, dispositive Steuerung und operationelle Steuerung.

Administrative Komponente

Die administrative Komponente umfasst die Verwaltung der Lagereinheiten und Lagerpositionen
sowie die Verwaltung des Lagerplatzbelegung. Auf der Ebene der Lagerhaltung werden die
Lagergiiter in Form von Artikeln und Lagerbestinden verwaltet. Im Gegensatz dazu werden sie
innerhalb eines Lagers als einzelne Lagereinheiten behandelt. Je nach Art des Lagers und der
lagerinternen Transporteinrichtungen wird eventuell weiter unterschieden zwischen Trans-
porteinheiten sowie Ein- und Auslagerungseinheiten (vgl. Abschnitt 1.2.). Lagereinheiten werden
héufig gebildet, indem eine bestimmte Materialmenge eines Artikels mit Hilfe eines Lagergerits

(z.B. einer Palette) zu einer Verwaltungseinheit zusammengefasst wird.

Die Verwaltung der Lagereinheiten umfasst die Identifikation und Registrierung der verschiede-
nen Lagereinheiten sowie die Speicherung der benétigten Informationen zu den Einheiten (z.B.

Artikel, Menge, Gewicht, Volumen, Einlagerungsdatum, etc.).
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Die Verwaltung der Lagerpositionen umfasst die Identifikation und Registrierung der verschie-
den Lagerplédtze sowie ihrer technischen Eigenschaften (z.B. Ort, Grosse, Typ der moglichen

Lagereinheiten, Transportwege, etc.).

Die Verwaltung der Lagerplatzbelegung registriert fiir jeden Lagerplatz, mit welcher Lagerein-
heit er belegt ist, bzw. fiir jede Lagereinheit, an welcher Position sie gelagert ist. Diese Informatio-
nen werden laufend aufgrund der ausgefiihrten Ein-, Aus- und Umlagerungen nachgefiihrt. Die

Lagerplatzbelegung wiederspiegelt den aktuellen Zustand des Lagers.

Dispositive Steuerung

Die dispositive Steuerung stellt die logische Steuerungskomponente eines Lagers dar, in welcher
die wesentlichen Entscheide in Bezug auf die lagerinternen Transport- und Lagervorgidnge fest-
gelegt werden. Die dispositive Steuerung tibernimmt die Ein- und Auslagerungsauftrige aus der
Lagerhaltung und wandelt sie in konkrete Transportanweisungen um. Dies beinhaltet die Wahl
der Lagereinheiten und Lagerpositionen, der Eingangs- und Ausgangspunkte sowie der Trans-
portmittel und Transportrouten. Weiter werden in der dispositiven Steuerung die Aktionen der
verschiedenen Transportmittel bestimmt und zeitlich eingeplant. Der daraus resultierende

Ablaufplan wird an die operationelle Steuerung zur Ausfithrung tibergeben.

Die Problemstellungen dieser Arbeit beziehen sich vorwiegend auf die Ebene der dispositiven
Steuerung, weshalb der Besprechung dieser Komponente besondere Beachtung geschenkt wird.
Eine detaillierte Diskussion der Aufgaben und Funktionen der dispositiven Steuerung findet sich

im nachsten Abschnitt.

Operationelle Steuerung

Die operationelle Steuerung (bzw. Anlagensteuerung) befasst sich mit der untersten, technischen
Ebene der Lagersteuerung. Im Falle von automatisierten Lagern basiert die operationelle Steue-
rung im allgemeinen auf der Technik der speicherprogrammierten Steuerungen (SPS). Typi-
scherweise ist jedes Transportmittel mit einem eigenen SPS-Modul ausgeriistet, welches die
Aktionen des Gerats mit Hilfe von Antrieben, Signalgebern, Sensoren, etc. steuert. Die SPS der
verschiedenen Transportmittel sind mit einem Feldbus untereinander verbunden und werden von
einem Leitrechner kontrolliert, welcher seinerseits mit dem dispositiven Steuerungssystem in
Verbindung steht. Die operationelle Steuerung informiert das dispositive Steuerungssystem lau-
fend tiber den aktuellen Zustand des Lager- und Transportsystems. Eine weitere Aufgabe der ope-
rationellen Steuerung ist die Erfassung von Stérungen im Lagerbetrieb und die Uebergabe der

entsprechenden Informationen an die dispositive Steuerung.

Die operationelle Steuerung von Lagersystemen liegt ausserhalb der Betrachtungen dieser Arbeit
und wird nicht weiter diskutiert. Weiterfithrende Informationen finden sich beispielsweise in
[Martin, H. (1990)], [B6sl, R. (1989)] und diversen Beitrdgen in [Kapoun, J. (1993 - 1996)] und
[Kapoun, J. (1993 - 1997)].
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Uebersicht Uber die Lagerverwaltung

Die untenstehende Abbildung zeigt eine Uebersicht iiber die besprochenen Komponenten der
Lagerverwaltung und die wichtigsten Informationsfliisse zwischen diesen. Komponenten mit rei-
ner Datenverwaltungsfunktion sind als Ovale eingezeichnet und Komponenten mit Entschei-
dungsfunktionen als Rechteck. Die Informationsfliisse sind kursiv beschriftet. Als wichtigste

Komponente fiir die Betrachtungen dieser Arbeit ist die dispositive Steuerung hervorgehoben.

Unternehmenslogistik Unternehmenslogistik

Lagerhaltung | |

Y y

Artikel- und
Bestandes-
verwaltung

Einlagerungs-
komponente

Auslagerungs-
komponente

A

Aenderungen

Lagersteuerung Artikelbestand

Verwaltung der
Lagereinheiten,
Lagerpositionen
und
Lagerplatzbelegung

Aenderungen
v Lagerzustand + + Lagerzustand v

Dispositive Steuerung

Auslagerungs-
auftrage

Einlagerungs-
auftrage

Ablaufplan + + Systemzustand

Operationelle Steuerung

Abbildung 1.6. Komponenten der Lagerverwaltung

Zusammenfassend lasst sich der Betrieb eines Lagersystems wie folgt beschreiben: In den Ein-
und Auslagerungskomponenten der Lagerhaltung werden aufgrund der aktuellen Artikelbe-
stdnde und der externen Beschaffungs-, Produktions- und Absatzinformationen Ein- und Ausla-
gerungsauftrige generiert. Diese werden an die dispositive Steuerung iibergeben. Dort werden

auf der Basis von internen Entscheidungsmechanismen aus den Ein- und Auslagerungsauftra-
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gen konkrete Transportauftrige generiert und die entsprechenden Transportaktionen zeitlich
terminiert. Fur diese Aufgaben werden Informationen tiber den aktuellen Zustand des Lagers und
des Transportsystems benétigt. Der resultierende Ablaufplan wird an die operationelle Steuerung
ubergeben, welche die Ausfithrung der Transportoperationen kontrolliert. Die operationelle
Steuerung informiert die dispositive Ebene laufend iiber den aktuellen Systemzustand. Nach Aus-
fihrung eines Transportauftrags werden die entsprechenden Aenderungen des Lagerzustandes
in der Lagerplatzverwaltung nachgefiihrt. Diese informiert anschliessend die Bestandesverwal-

tung tiber die Aenderungen in den Artikelbestédnden.

1.4.2. Dispositive Steuerung

Die dispositive Steuerung bildet die zentrale Komponente einer Lagersteuerung, in welcher die
wesentlichen Entscheidungen zur Kontrolle der lagerinternen Transport- und Lagerprozesse

gefillt werden.

Als Input tibernimmt die dispositive Steuerung die Ein- und Auslagerungsauftrage vom Lager-
haltungsmodul. Aus diesen Auftragen werden auf der Basis von verschiedenen Entscheidungs-
mechanismen die konkreten Transportauftrige erzeugt. Die Transportauftrige beschreiben fir
jedes Transportmittel die auszufithrenden Aktionen. Aufgrund der Transportauftrige wird ein
Ablaufplan generiert, welcher die Reihenfolge und Ausfithrungszeitpunkte der verschiedenen
Transportaktionen festlegt. Der Ablaufplan wird als Output an die operationelle Steuerung tiber-

geben, welche die vorgegebenen Aktionen ausfiihrt.

Im Falle von Blocklagern, wo nicht alle Lagereinheiten direkt zugreifbar sind, bedingt der Zugriff
auf gewisse Lagerplitze unter Umstédnden die vorangehende Umlagerung anderer Lagereinhei-
ten. Diese erzwungenen Umlagerungen werden von einer speziellen Umlagerungskomponente
verwaltet. Manchmal ist es nétig oder zweckmassig, eine Reorganisation der Lagerplatzbelegung
vorzunehmen. Die entsprechenden Umlagerungsauftrage werden von einer Reorganisationskom-

ponente geplant.

Neben den Angaben iiber die Ein- und Auslagerungsauftriage benotigt die dispositive Steuerung
als zusétzlichen Input Informationen iiber den Lagerzustand (d.h. die Lagerplatzbelegung) und

den aktuellen Zustand des Transportsystems.

Die untenstehende Abbildung zeigt eine Uebersicht tiber die verschiedenen Komponenten der dis-
positiven Steuerung und die wichtigsten Informationsfliisse zwischen diesen. Anschliessend wer-

den die verschiedenen Punkte im einzelnen besprochen.
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Abbildung 1.7. Dispositive Steuerung eines Lagersystems

Ein- und Auslagerungsauftrage

Die Ein- und Auslagerungsauftrige werden auf der Ebene der Lagerhaltung generiert. Es wird

hier angenommen, dass sich Ein- und Auslagerungsauftriage jeweils auf einen Artikel beziehen.

Ein Einlagerungsauftrag spezifiziert typischerweise den Artikel und die Anzahl Lagereinheiten,
welche von diesem Artikel eingelagert werden sollen. Falls das einzulagernde Material nicht in
Form von Lagereinheiten angeliefert wird, muss es vor der Einlagerung in einzelne Lagereinhei-
ten aufgeteilt werden. Dies geschieht hdufig unter Zuhilfenahme von Lagergeriten wie beispiels-
weise Paletten. Anschliessend miissen die Lagereinheiten identifiziert und zusammen mit den
entsprechenden Daten in der administrativen Steuerungskomponente registriert werden. Hiufig
wird in einem Einlagerungsauftrag auch der Eingangspunkt vorgegeben, an welchem das Mate-
rial in das Lager aufgenommen werden soll. Es ist auch moglich, dass eine Menge von moglichen
Eingangspunkten vorgegeben ist, oder dass der Eingangspunkt nicht spezifiziert ist. In diesem
Fall entscheidet die dispositive Steuerung iiber den Eingangspunkt. Typischerweise enthilt ein
Einlagerungsauftrag keine Information dariiber, an welchen Lagerpositionen die neuen Lage-
reinheiten eingelagert werden sollen. Die Aufgabe der Lagerplatzzuweisung stellt eine lagerin-

terne Verwaltungsfunktion dar und wird von der dispositiven Steuerung iibernommen.
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Ein Auslagerungsauftrag spezifiziert den Artikel und die Anzahl Lagereinheiten, welche von die-
sem Artikel ausgelagert werden sollen. Eventuell werden noch Angaben gemacht tiber die mogli-
chen Ausgangspunkte, an denen die Lagereinheiten ausgelagert werden sollen. Bei Wahlbarkeit
des Ausgangspunktes bestimmt die dispositive Steuerung den Ausgangspunkt. Typischerweise
enthilt ein Auslagerungsauftrag keine Information dariiber, welche konkreten Lagereinheiten,
bzw. von welchen Lagerpositionen diese Einheiten ausgelagert werden sollen. Analog zu den Ein-
lagerungen stellt die Wahl der konkreten Lagereinheiten bzw. Lagerpositionen fiir die Auslage-
rung eine lagerinterne Verwaltungsfunktion dar, welche von der dispositiven Steuerung

{ibernommen wird.

Es ist moglich, dass zusammen mit den Ein- und Auslagerungsauftragen gewisse Reihenfolgebe-
dingungen vorgegeben werden, welche Angaben tber die Bearbeitungsreihenfolge der Auftriage

machen.

Bestimmung der Transportauftrage

Die Komponente, welche die Transportauftrage bestimmt, iibernimmt als Input die Ein- und Aus-
lagerungsauftrage sowie die Umlagerungsauftrage aus dem Umlagerungs- und Reorganisations-
modul. Als Output wird eine Menge von Transportauftragen generiert, anhand welcher die
vorgegebenen Ein-, Aus- und Umlagerungsauftrage ausgefiihrt werden. Es wird hier angenom-
men, dass die Transporteinheiten den Lagereinheiten entsprechen und dass die Transportmittel
Einheitskapazitit haben, d.h. dass pro Transportfahrt eine einzige Lagereinheit bewegt wird. In
diesem Falle beziehen sich die Transportauftrige auf einzelne Lagereinheiten, d.h. fir jede zu
transportierende Lagereinheit wird ein Transportauftrag generiert. Ein Transportauftrag ent-

spricht somit der Ein-, Aus- oder Umlagerung einer einzelnen Lagereinheit.

Ein Transportauftrag spezifiziert einerseits die verschiedenen Transportmittel, welche fiir den
Transport einer Lagereinheit eingesetzt werden, und andererseits fiir jedes beteiligte Transport-
mittel die Folge der Aktionen (bzw. Operationen), welche von diesem Gerit ausgefiihrt werden
miissen. Mogliche Aktionen sind beispielsweise die Anfahrt des Transportmittels zu einer Lager-
position, das Aufheben oder Absetzen einer Lagereinheit, die Transportfahrt von einer Position zu

einer anderen Position und die Uebergabe einer Lagereinheit an ein anderes Transportmittel.

In der Terminologie der Maschinenbelegungs- oder Ablaufplanung entspricht die Generierung
der Transportauftrage der Problematik des Routings oder der Ressourcenallokation. Allgemein
befasst sich das Routing bzw. die Ressourcenallokation mit der Aufgabe, die Menge der Ressour-
cen und Operationen zu bestimmen, welche fiir die Bearbeitung eines Objekts eingesetzt werden,
bzw. mit der Zuordnung der fiir die Bearbeitung eines Objekts benottigten Operationen an die vor-
handenen Ressourcen. Im Falle eines Lagersystems entsprechen die Objekte den Lagereinheiten,

die Ressourcen den Transportmitteln und die Operationen den Aktionen eines Transportmittels.
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Die Bestimmung der Transportauftrage umfasst im allgemeinen Entscheidungsprozesse auf vier

Ebenen:

e Wahl der Lagereinheiten und Lagerpositionen
e Wahl der Ein- und Auslagerungspunkte
¢ Wahl der Transportroute

¢ Wahl der Transportmittel

Bei der Sperzifikation der Transportauftrage muss fiir jeden Transportauftrag (d.h. jede Ein-, Aus-
oder Umlagerung) die Start- und die Zielposition festgelegt werden. Im Falle einer Einlagerung
entspricht die Startposition einem Eingangspunkt und die Zielposition einem Lagerplatz, an wel-
chem die Lagereinheit eingelagert wird. Im Falle einer Auslagerung entspricht die Startposition
einem Lagerplatz, von welchem die Lagereinheit entnommen wird, und die Zielposition einem

Ausgangspunkt. Bei Umlagerungen entspricht die Start- und die Zielposition einem Lagerplatz.

Wahl der Lagereinheiten und Lagerpositionen

Ein Einlagerungsauftrag spezifiziert die Menge der einzulagernden Lagereinheiten eines Arti-
kels. Fiir jede Lagereinheit (bzw. jede Einlagerung) muss die Zielposition bestimmt werden, an
welcher diese Einheit eingelagert wird. Die Bestimmung der Einlagerungspositionen basiert auf
einer sogenannten Einlagerungsstrategie. Die Einlagerungsstrategie wird von vielen verschiede-
nen Faktoren beeinflusst und kann je nach Lager sehr unterschiedlich ausfallen. Ein wichtiger
Faktor ist beispielsweise die Unterscheidung zwischen geordneter und chaotischer Lagerung. Bei
geordneter Lagerung werden die Lagerplitze aufgeteilt in verschiedene Bereiche, in welchen aus-
schliesslich Lagereinheiten eines einzigen Artikels gelagert werden. Im Gegensatz dazu werden
bei chaotischer Lagerung die Lagereinheiten der verschiedenen Artikel beliebig auf das Lager
verteilt. Ein weiterer Faktor ist die Frage der Reihenfolgedisziplin. Meistens wird in Lagern eine
FIFO-Strategie (first in first out) angestrebt. Je nach Lagertyp existieren aber auch Lagerberei-
che, welche nach dem LIFO-Prinzip (last in first out) funktionieren. Ein weiterer wichtiger Ein-
flussfaktor bei der Einlagerungsstrategie ist die Erreichbarkeit der Lagereinheiten. Hiufig kann
ein Lagersortiment aufgeteilt werden in verschiedene Artikelklassen, welche sich beziiglich ihrer
durchschnittlichen Aufenthaltsdauer im Lager unterscheiden (sogenannte ABC-Klassifikation
bzw. Schnelldreher und Langsamdreher). Artikel, welche hiufig ein- und ausgelagert werden,
sollen moglichst in Lagerbereichen plaziert werden, welche gut erreichbar sind und wenig Trans-
portaufwand erzeugen. Artikel, welche selten gebraucht werden, kénnen in weniger gut positio-
nierten Lagerbereichen gelagert werden. Schliesslich kann die Wahl der Einlagerungspositionen
auch beeinflusst werden durch Informationen tiber anstehende Auslagerungsauftrige, welche es
ermoglichen, die eingelagerten Einheiten so zu positionieren, dass sie fiir die nachfolgende Ausla-

gerung gunstig plaziert sind.

Bei Auslagerungsauftragen ist die Anzahl der auszulagernden Lagereinheiten eines Artikels vor-

gegeben. Die Wahl der konkreten Lagereinheiten, welche von diesem Artikel ausgelagert werden,
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ist Aufgabe der dispositiven Steuerung. Die Wahl der auszulagernden Einheiten entspricht der
Wahl der Lagerpositionen, an welchen die Lagereinheiten entnommen werden sollen. Somit wird
bei einer Auslagerung durch die Wahl der Lagereinheit auch die Startposition des entsprechen-
den Transportauftrags festgelegt. Analog zu den Einlagerungen erfolgt die Bestimmung der aus-
zulagernden Einheiten aufgrund einer bestimmten Auslagerungsstrategie. Diese basiert auf
ahnlichen Ueberlegungen wie die Einlagerungsstrategie und ist mit dieser eng verkniipft.

Zusammen bilden die Ein- und Auslagerungsstrategie die sogenannte Lagerstrategie.

Zusammenfassend bestimmt die Wahl der Einlagerungspositionen bei Einlagerung die Zielposi-
tionen der entsprechenden Transportauftrige und die Wahl der Auslagerungspositionen (bzw.

der Lagereinheiten) bei Auslagerungen die Startposition der Transportauftriage.

Wahl der Eingangs- und Ausgangspunkte

Die Bestimmung der Start- und Zielpositionen der Transportauftrige beinhaltet auch die Festle-
gung der Eingangs- bzw. Ausgangspunkte fiir die verschiedenen Ein- und Auslagerungen. Bei
einer Einlagerung entspricht die Startposition einem Eingangspunkt und bei einer Auslagerung
entspricht die Zielposition einem Ausgangspunkt. Wie schon frither erwdhnt wurde, sind die Ein-
gangs- und Ausgangspunkte in den Ein- und Auslagerungsauftrigen hiufig nicht oder nur teil-
weise spezifiziert. In diesem Fall ist es Aufgabe der dispositiven Steuerung, diese zu bestimmen.
Die Wahl der Eingangs- und Ausgangspunkte kann auf verschiedenen Kriterien basieren. Ein
Entscheidungsfaktor kann beispielsweise die Minimierung der zeitlichen Dauer der Ein- und
Auslagerungsprozesse sein. In diesem Falle kann versucht werden, die Eingangs- und Ausgangs-
punkte so zu wéhlen, dass die entsprechenden Transportrouten eine moglichst ausgeglichene

Verteilung der Transportaktivitidten auf die verfiigbaren Transportmittel bewirken.

Wahl der Transportroute

In vielen Lagersystemen ist die Transportroute fiir einen Transportauftrag eindeutig festgelegt,
wenn die Start- und Zielposition des Auftrags vorgegeben ist. Es gibt jedoch Lagersysteme, bei
welchen zwischen einer vorgegebenen Start- und Zielposition mehrere Transportrouten existie-
ren. In diesem Falle ist es Aufgabe der dispositiven Steuerung, eine spezifische Transportroute

auszuwéahlen.

Wahl der Transportmittel

Haufig sind in einem Lager mit der Vorgabe der Transportroute auch die fiir den Transport ver-
wendeten Fordermittel festgelegt. Dies ist beispielsweise der Fall bei Hochregallagern, welche mit
Regalbediengeraten ausgestattet sind. Bei gewissen Lagersystemen ist es jedoch moglich, dass
der Transport auf einer bestimmten Route von mehreren verschiedenen Transportmitteln ausge-
fiihrt werden kann. Als Beispiel seinen Lager erwdahnt, welche von mehreren personengesteuer-

ten Staplern bedient werden. Auch wenn die Transportrouten durch die vorhandenen
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Lagergassen vorgegeben sind, besteht die Wahlmoglichkeit, welcher Transportauftrag mit wel-

chem Stapler ausgefiihrt wird.

Bestimmung des Ablaufplans

Die Komponente, welche fiir die Bestimmung des Ablaufplans zustiandig ist, iibernimmt als Input
eine Menge von Transportauftrigen und generiert daraus als Output einen Ablaufplan, welcher
zur Ausfithrung an die operationelle Steuerung tibergeben wird. Durch die Transportauftrage
wird fir jede Ein-, Aus- oder Umlagerung festgelegt, welche Aktivititen von den beteiligten
Transportmitteln auszufiihren sind. Umgekehrt wird durch die Gesamtheit der Transportauf-
trage fir jedes Transportmittel bestimmt, welche Aktivitdten von diesem Transportmittel im Ver-
laufe des betrachteten Lagerprozesses ausgefiihrt werden miissen. Die Transportauftrige legen
jedoch nicht fest, in welcher Reihenfolge und zu welchem Zeitpunkt diese Aktivitiaten stattfinden

sollen. Diese Entscheidungen werden bei der Bestimmung des Ablaufplans geféllt.

Ein Ablaufplan definiert fiir jedes Transportmittel die Reihenfolge, in welcher die Aktivitdten
ausgefiihrt werden sollen und fiir jede Aktivitat den Zeitpunkt der Ausfithrung. Ein notwendiges
Entscheidungskriterium bei der Generierung eines Ablaufplans ist die Zulédssigkeit. Damit ein
Ablaufplan zuléssig ist, miissen die Aktionen zeitlich so eingeplant werden, dass die resultieren-
den Vorgaben von den Transporteinrichtungen tatsichlich ausgefiihrt werden kénnen. Ein weite-

res Zielkriterium kann beispielsweise die Minimierung der Gesamtdauer des Lagerprozesses sein.

In der Terminologie der Maschinenbelegungs- oder Ablaufplanung entspricht die Generierung
eines Ablaufplans der Problematik des Sequencing und Scheduling. Allgemein befasst sich das
Sequencing mit der Aufgabe, die Ausfithrungsreihenfolge von Operationen auf verschiedenen
Maschinen so zu planen, dass ein bestimmtes Zielkriterium optimiert wird. Scheduling befasst
sich mit der zeitlichen Einplanung von Operationen auf Maschinen unter Berticksichtigung eines

Zielkriteriums.

Bestimmung der erzwungenen Umlagerungen

In Blocklagern besteht typischerweise nicht auf alle Lagereinheiten bzw. Lagerpositionen direk-
ter Zugriff. Dadurch wird bei der Ein- oder Auslagerung von Lagereinheiten unter Umstdnden
die Umlagerung weiterer Lagereinheiten erzwungen. Bei Einlagerungen ist dies der Fall, wenn
die Zielposition belegt ist oder der Zugriff im Lagerkanal von anderen Lagereinheiten versperrt
wird. Bei Auslagerungen werden Umlagerungen erzwungen, wenn der Zugriff auf die Auslage-
rungsposition im Lagerkanal versperrt ist. Die Menge der erzwungenen Umlagerungen kann
erst bestimmt werden, wenn die Start- und Zielpositionen sowie die Transportrouten der Ein- und
Auslagerungen festgelegt sind. Erst dann wird ersichtlich, welche Lagereinheiten die Transport-

wege versperren und folglich umgelagert werden miissen.
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Die Komponente, welche die erzwungenen Umlagerungen kontrolliert, generiert auf der Basis
einer Umlagerunsstrategie Umlagerungsauftriage, welche von der dispositiven Steuerung weiter-
verarbeitet werden. Ein Umlagerungsauftrag spezifiziert die umzulagernde Lagereinheit sowie
die Start- und die Zielposition der Umlagerung. Die Bestimmung der Transportroute und der
Transportmittel erfolgt in den entsprechenden Modulen der dispositiven Steuerung. Die Umlage-
rungsstrategie ist abhidngig von verschiedenen Entscheidungsfaktoren und kann je nach Lager
unterschiedlich sein. Eine mogliche Umlagerungsstrategie ist beispielsweise, dass die Lagerein-
heiten, welche den Zugang zu einer Position in einem Lagerkanal versperren, kurzfristig auf
freie Lagerplédtze umgelagert werden und nach erfolgter Ein- bzw. Auslagerung sofort wieder an
ihre urspringliche Position zuriicktransportiert werden. In andern Umlagerungsstrategien wer-
den gewisse Lagerkanile freigehalten und als Abstellplatz fiir die umgelagerten Paletten verwen-
det. Bei Lagersystemen mit chaotischer Lagerstrategie kann die Umlagerungsstrategie darin

bestehen, dass die umzulagernden Einheiten auf beliebige freien Lagerplitze umgelagert werden.

Reorganisation

Unter Reorganisation wird die lagerinterne Umplazierung von Lagereinheiten zum Zwecke der
Herstellung einer bestimmten Lagerordnung verstanden. Reorganisation kann aus verschiede-
nen Griinden durchgefiihrt werden. Beim Betrieb von Lagern ist es hdufig so, dass in Phasen, wo
das System stark belastet ist, die Einlagerung neueintreffender Einheiten auf chaotische Weise
erfolgt. Anschliessend wird in Zeiten mit weniger Aktivitdt die gewilinschte Ordnung im Lager
wiederhergestellt. Die Verwaltung der entsprechenden Umlagerungen ist Aufgabe der Reorgani-
sationskomponente. Ein weiterer Zweck der Reorganisation kann sein, dass in wenig aktiven Zei-
ten Vorbereitungsarbeiten fiir die anstehenden Ein- und Auslagerungsauftrige durchgefiihrt
werden. Diese konnen beispielsweise darin bestehen, dass die Lagereinheiten fiir einen bevorste-
henden Auslagerungsauftrag im voraus zusammengestellt und in einem Bereich des Lagers pla-
ziert werden, wo sie schnell und mit wenig Transportaufwand zu den Ausgangspunkten
befordert werden konnen. Die Entscheidungsmechanismen auf der Ebene der Reorganisation
werden unter dem Begriff Reorganisationsstrategie zusammengefasst. Als Output der Reorgani-
sationskomponente wird eine Menge von Umlagerungsauftragen generiert, welche von der dispo-

sitiven Steuerung weiterverarbeitet werden.

Reorganisation spielt speziell im Falle von automatisierten Lagern eine wichtige Rolle. Da die
Transporteinrichtungen automatisch gesteuert sind, kann mit wenig finanziellem und personel-
lem Aufwand in inaktiven Zeiten (typischerweise wahrend der Nacht) eine Reorganisation des
Lagers vorgenommen werden. Je nach Terminierung der Lagerauftrige und der Verfigbarkeit
der entsprechenden Informationen kénnen dadurch umfangreiche Vorbereitungsarbeiten durch-
gefiihrt werden, welche die anschliessenden Lagerprozesse wesentlich beschleunigen kénnen. In
diesem Sinne bildet die Reorganisation eine wichtige leistungsbeeinflussende Komponente bei der

Steuerung von automatisierten Lagersystemen.
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Ziel dieses Abschnittes war, die wichtigsten Komponenten der dispositiven Lagersteuerung zu
besprechen und die verschiedenen Entscheidungsdimensionen im Bereich der dispositiven Steue-
rung aufzuzeigen. Die Problemstellungen dieser Arbeit beziehen sich grosstenteils auf die Ebene
der dispositiven Lagersteuerung, weshalb der Besprechung dieser Thematik besondere Aufmerk-

samkeit geschenkt wurde.
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KAPITEL 2

Automatisierte
Kompaktlager

Das Thema der vorliegenden Arbeit ist die Optimierung automatisierter Kompaktlager. Im voran-
gehenden Kapitel wurden verschiedene Lagertypen vorgestellt, welche unter dem Oberbegriff
automatisierte Kompaktlager oder automatisierte Blocklager zusammengefasst werden. Diese
Arbeit bezieht sich auf ein konkretes Lagersystem, die sogenannten ACTIW-Lager. Im folgenden
werden die Bezeichnungen ACTIW-Lager und automatisiertes Kompaktlager gleichbedeutend

verwendet. Dieses Kapitel liefert eine ausfiihrliche Beschreibung und Diskussion dieses Lager-

typs.

In Abschnitt 2.1. wird eine detaillierte Systembeschreibung von automatisierten Kompaktlagern
gegeben. Abschnitt 2.2. beschéiftigt sich mit den speziellen Eigenschaften der Steuerung dieser
Systeme. In Abschnitt 2.3. wird ein graphisches Modell zur formalen Darstellung automatisierter
Kompaktlager vorgeschlagen. Es handelt sich um den sogenannten System-Graphen, welcher in
den folgenden Kapiteln bei der Leistungsabschitzung und Steuerungsoptimierung eine wichtige

Rolle spielt.

2.1. Systembeschreibung und Funktionsweise

In der modernen Lagertechnik bilden ACTIW-Lager ein relativ neuartiges, platzsparendes Kon-

zept zur Lagerung von Palettenladungen. ACTIW-Lager sind vollautomatisierte Palettenlager und
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gehoren zur Klasse der dynamischen Blocklager (vgl. Abschnitt 1.3.). Urspriinglich entwickelt
wurden diese Lager vor tber dreissig Jahren von der finnischen Firma ACTIW. In der Zwischen-
zeit hat sich das Lagersystem kontinuierlich entwickelt und verbreitet. Es zdhlt in der modernen

Lagertechnik zu einem wichtigen Lagertyp im Bereich der automatisierten Kompaktlagerung.

ACTIW-Lager und dhnliche Lagersysteme werden in der Literatur auch bezeichnet als automati-
sierte Kompaktlager, automatisierte Blocklager, dynamische Blocklager, dynamische Kanallager
oder Kanalfahrzeuglager. In dieser Arbeit wird zur Bezeichnung von ACTIW-Lagern stets der

Begriff automatisierte Kompaktlager verwendet.

2.1.1. Systemubersicht

Ein automatisiertes Kompaktlager (bzw. ACTIW-Lager) besteht aus mehreren Lagerebenen, wel-
che unterteilt sind in verschiedene Sektoren (bzw. Blocke). Die Sektoren sind gegliedert in parallel
nebeneinanderliegende Lagerkorridore (bzw. Lagerkanile), in welchen die Palettenladungen gela-
gert werden. Jeder Korridor umfasst eine Reihe von hintereinanderliegenden Lagerplitzen. Zwi-
schen den Sektoren befinden sich Quergéinge (bzw. Lagergassen), welche den Zugang zu den
Korridoren ermoglichen. Die Korridore und Quergéinge sind mit integrierten Forderwagen aus-
gestattet und die verschiedenen Lagerebenen durch Aufziige (bzw. Senkrechtférderer) miteinan-

der verbunden.

Die Ein- und Ausgang von Paletten erfolgt an sogenannten Ein- und Ausgangspunkten (bzw.
Ein- und Auslagerungspunkten), an welchen sich Transporteinrichtungen in Form von Forder-
bandern, Rollenbahnen oder dhnlichen Forderinstallationen befinden. Sie erméglichen die Auf-
nahme von neuen Paletten in das Lager bzw. die Abgabe von gelagerten Paletten an das
umgebende System. Die Ein- und Ausgangspunkte koénnen sich an verschiedenen Stellen im
Lager befinden, typischerweise liegen sie auf einer gemeinsamen Grundebene (Kommissionier-
Ebene) und werden lagerseitig von den Senkrechtférderern oder Quergangwagen bedient. Haufig
erfolgen die Ein- und Ausgénge an denselben Punkten. Die Ein- und Ausgangspunkte bilden die

Schnittstelle zwischen dem Lager und dem umgebenden System.

Die folgende Abbildung zeigt schematisch die Struktur eines automatisierten Kompaktlagers.
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Abbildung 2.1. Automatisiertes Kompaktlager (ACTIW-Lager)

2.1.2. Transporteinrichtungen

Automatisierte Kompaktlager besitzen ein dreistufiges Transportsystem. Die Kanalférderung
basiert auf dem Einsatz von integrierten, autonom angetriebenen Kanalfahrzeugen (sogenannten
Korridorwagen). Die Vertikal- und Querforderung erfolgt separat durch Aufziige und integrierte

Quergangwagen.

Korridorwagen

Jeder Lagerkorridor ist mit einem integrierten Korridorwagen (bzw. Kanalfahrzeug, Kuli) ausge-
stattet, welcher den Palettentransport innerhalb der Lagerkanals iibernimmt. Die Korridorwagen
sind im allgemeinen schienengebunden und werden durch einfache Seilzug-Motoren angetrieben.
Entweder verfiigt jeder Korridorwagen iiber einen eigenen, unabhéngig gesteuerten Antrieb oder
mehrere Korridorwagen zusammen werden vom selben Antrieb gesteuert. Im folgenden wird

angenommen, dass die Korridorwagen unabhéngig angetrieben und gesteuert werden.

Die Korridorwagen sind so konstruiert, dass sie unter den Paletten durchfahren und sich somit
frei in einem Lagerkorridor bewegen kénnen, auch wenn dieser mit Paletten belegt ist. Zur Last-

aufnahme positioniert sich ein Korridorwagen unter eine Palette und l4dt diese mittels einer
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Hebevorrichtung auf. Ein beladener Korridorwagen kann sich nur in denjenigen Kanalbereichen

bewegen, welche nicht durch andere Paletten belegt sind.

Fiir den Transfer (d.h. fiir die Uebergabe oder Uebernahme) einer Palette zwischen einem Korri-
dor- und einem Quergangwagen muss der Korridorwagen in den Quergang einfahren und sich
unter den Quergangwagen positionieren. Voraussetzung dafiir ist, dass sich der Quergangwa-
gen an der entsprechenden Position befindet. Der Transfer erfolgt synchron, d.h. die beiden betei-
ligten Forderwagen miissen sich gleichzeitig fiir eine bestimmte Zeitspanne an dem Uebergabeort
befinden. Falls sich Aufziige in den Lagerkorridoren befinden, sind die Korridorwagen und Auf-
ziige so konstruiert, dass ein Lasttransfer moglich ist. Die Paletteniibergabe erfolgt auch in die-

sem Falle synchron.

Quergangwagen

Jeder Quergang ist mit einem integrierten Quergangwagen (bzw. Querversetzwagen, Gassen-
fahrzeug) ausgestattet. Diese werden im allgemeinen mittels Seilzug-Motoren angetrieben und
individuell gesteuert. Die Quergangwagen sind so konstruiert, dass ein Lasttransfer zu den
angrenzenden Korridorwagen und Aufziigen moglich ist. Falls sich an einem Quergangende ein
Ein- oder Ausgangspunkt befindet, erfolgt ein Lasttransfer zu den entsprechenden Fordereinrich-
tungen (z.B. Rollenbahnen) des Ein- bzw. Ausgangspunkt. Dieser Transfer ist im allgemeinen

asynchron.

Aufziige

Die Aufziige dienen dem Palettentransport zwischen den verschiedenen Lagerebenen. Sie sind
individuell gesteuert und befinden sich entweder an den Enden der Quergdnge oder innerhalb
eines Lagerkorridors. Haufig sind die Aufzlige mit ausfahrbaren Ladegabeln ausgestattet, welche
einen Lasttransfer zu den angrenzenden Quergang- bzw. Korridorwagen erméglichen. Dieser
Lasttransfer erfolgt in beiden Fallen synchron. Der Lasttransfer zwischen den Aufziigen und den

Ein- und Ausgangspunkten erfolgt typischerweise asynchron.

Fir die Ausfiihrung einer Ein- bzw. Auslagerung werden im allgemeinen alle drei Typen von For-
dereinrichtungen bendétigt. Bei einer Einlagerung wird eine Palette beispielsweise von einem Auf-
zug an einem Einlagerungspunkt tibernommen und zur gewinschten Lagerebene transportiert.
Anschliessend iibernimmt ein Quergangwagen die Palette und transportiert sie zum Zielkorridor.
Dort wird die Palette vom Korridorwagen in Empfang genommen und an die vorgegebene Lager-
position transportiert. Es ist auch moglich, dass eine Lagerbewegung (d.h. eine Ein-, Aus- oder
Umlagerung) den Einsatz von mehr als drei Transportmitteln umfasst. Eine Einlagerung kann
beispielsweise von einem Eingangspunkt via Aufzug, Quergang, Korridor, Quergang und Korri-
dor zur Zielposition erfolgen. Die Beschreibung der verschiedenen moéglichen Transportrouten in

einem automatisierten Kompaktlager wird weiter unten diskutiert.
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2.2. Steuerung

Die Steuerung von Lagersystemen und insbesondere von automatisierten Blocklagern wurde aus-
fuhrlich besprochen in Abschnitt 1.4. Die dort gemachten Ausfithrungen lassen sich direkt iiber-
tragen auf automatisierte Kompaktlager. Abbildung 1.7. gibt eine Uebersicht tiber die

Funktionsweise der dispositiven Steuerung automatisierter Kompaktlager. Zusammengefasst

besteht die dispositive Steuerung aus folgenden funktionalen Komponenten:

¢ Bestimmung der Transportauftrige (Routing)
¢ Wahl der Lagereinheiten und Lagerpositionen
¢ Wahl der Ein- und Ausgangspunkte
¢ Wahl der Transportroute

¢ Wahl der Transportmittel

¢ Bestimmung des Ablaufplans (Scheduling)
» Wahl der Ausfithrungsreihenfolgen der Transportaktionen

o Wahl der Startzeitpunkte der Transportaktionen

¢ Bestimmung der Umlagerungen
¢ Bestimmung der Umlagerungen zwecks Reorganisation

¢ Bestimmung der erzwungenen Umlagerungen

Als Erganzung zu Abschnitt 1.4. werden im folgenden gewisse Aspekte der dispositiven Steue-

rung besprochen, welche speziell bei automatisierten Kompaktlagern von Bedeutung sind.

2.2.1. Transportrouten

Die Bestimmung der Transportauftrage umfasst die Festlegung der Transportrouten der Lager-
bewegungen (d.h. der Ein-, Aus- und Umlagerungen) sowie die Wahl der beteiligten Transport-
mittel. Im Falle der automatisierten Kompaktlager sind die Transportmittel eindeutig bestimmt,
wenn die Transportroute vorgegeben ist. Somit entspricht die Spezifikation der Transportauf-

tréage der Wahl der Transportrouten.

Die Bestimmung der Transportroute einer Lagerbewegung beinhaltet einerseits die Festlegung
der Start- und Zielposition der Route und andererseits die Vorgabe des Transportweges zwischen
diesen beiden Positionen. Die Start- und Zielposition wird festgelegt durch die Wahl der Ein- bzw.
Auslagerungsposition (bzw. Auslagerungseinheit) und durch die Wahl des Ein- bzw. Ausgangs-
punktes. In einem automatisierten Kompaktlager ist je nach Lage der Start- und Zielposition die
Transportroute eindeutig vorgegeben oder es existieren verschiedene Routen zwischen den beiden

Positionen.
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Die untenstehende Abbildung illustriert dies an einem Beispiel. Bei gegebenem Ausgangspunkt
ist die Auslagerungsroute fiir Palette A eindeutig bestimmt. Fiir die Auslagerung von Palette B

sind jedoch verschiedene Transportrouten méglich, je nach Wahl des Durchfahrtskorridors.
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Abbildung 2.2. Transportrouten

Durchfahrtskorridore

Falls die Start- und Zielposition einer Lagerbewegung nicht im gleichen Sektor bzw. in benach-
barten Sektoren liegen, miissen die dazwischenliegenden Sektoren traversiert werden. Dies ist
nur moglich, wenn in den betreffenden Sektoren ein freier Lagerkanal vorhanden ist. Kanéle,
welche zur Traversierung eines Sektors verwendet werden, heissen Durchfahrtskorridore. Es
gibt verschiedene Strategien zur Verwaltung der Durchfahrtskorridore. Eine Moglichkeit ist, in
jedem Sektor einen bestimmten Kanal freizuhalten und diesen als Durchfahrtskorridor zu beniit-
zen. Ein andere Strategie besteht darin, einen beliebigen freien Kanal fir die Durchfahrt zu ver-

wenden. Falls kein freier Korridor existiert, wird durch Umlagerungen ein Kanal freigeschafft.

Zusammenfassend lasst sich sagen, dass Transportrouten von Lagerbewegungen ohne Sektortra-
versierung eindeutig bestimmt sind bei gegebener Start- und Zielposition. Bei Sektortraversierun-
gen hingegen existieren je nach Wahl der Durchfahrtskorridore im allgemeinen mehrere
verschiedene Transportrouten. In Abhéngigkeit von der Anzahl der benititzten Transportmittel
wird eine Transportroute (bzw. die entsprechende Lagerbewegung) als K-stufig bezeichnet, wenn
k Transportmittel an der Ausfithrung beteiligt sind. Transportrouten ohne Sektortraversierung
sind im allgemeinen 3-stufig (z.B. Korridorwagen, Quergangwagen und Aufzug). Bei Sektortra-

versierungen umfassen die Routen entsprechend mehr Stufen.

Die Gesamtheit aller moglichen Transportrouten in einem automatisierten Kompaktlager ist
abhéngig von der rdumlichen Anordnung (dem 'Layout") der verschiedenen Férdereinrichtun-

gen. In Abschnitt 2.3. wird ein Netzwerkmodell zur Darstellung von automatisierten Kompalktla-
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gern vorgeschlagen, mit dessen Hilfe die Menge alle moglichen Transportrouten auf einfache

Weise beschrieben werden kann.

2.2.2. Transportaktionen

Die Spezifizierung der Transportauftrage auf der Ebene der dispositiven Steuerung beinhaltet die
Wahl der Transportrouten fiir die verschiedenen Lagerbewegungen. Ein Transportauftrag ent-
halt detaillierte Angaben iber alle Aktionen, welche von den beteiligten Transportmitteln auszu-
fithren sind. In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie sich die Informationen {iber die notwendigen

Transportaktionen aus den Transportrouten ableiten lassen.

Unter einer Transportaktion wird hier eine elementare Aktivitit eines Transportmittels verstan-
den, welche auf der Ebene der dispositiven Steuerung als Prozesseinheit angesehen und nicht wei-
ter in Teilprozesse zerlegt wird. Beispiele von Transportaktionen sind das Aufladen einer Palette
oder der Transport einer Palette von einer Position zu einer andern. Auf der Ebene der operatio-
nellen Steuerung setzt sich eine Transportaktivitat im allgemeinen aus mehreren Teiloperationen
zusammen (z.B. Beschleunigung und Abbremsung von Motoren, Betatigung hydraulischer Lade-

vorrichtungen, etc.).

Aktionen der Transportmittel

Nachstehend wird eine Uebersicht tiber die moglichen Aktionen der verschiedenen Transportmit-
tel gegeben. Fiir Korridorwagen, Quergangwagen und Aufzlige lassen sich die folgenden

gemeinsamen Transportaktionen festlegen:

¢ Transportfahrt von einer Start- zu einer Zielposition
¢ Leerfahrt von einer Start- zu einer Zielposition
¢ Uebergabe einer Palette an ein angrenzendes Transportmittel

¢ Uebernahme einer Palette von einem angrenzenden Transportmittel
Fir Korridorwagen werden zwei zusitzliche Aktionen definiert:

¢ Aufladen einer Palette an einer Lagerposition

¢ Abladen einer Palette an einer Lagerposition

Quergangwagen und Aufziige, welche mit einem Ein- oder Ausgangspunkt verbunden sind, ver-

fiigen analog tiber die folgenden beiden Aktionen:

¢ Aufladen einer Palette an einem Eingangspunkt

¢ Abladen einer Palette an einem Ausgangspunkt

Mit Hilfe dieser elementaren Transportaktionen lassen sich alle Lagerbewegungen vollstédndig
beschreiben. Die Zeitdauer der Uebergabe- und Uebernahme- sowie der Lade- und Entladeaktionen

ist abhingig von den technischen Gerateparametern und wird hier als konstant angenommen.
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Die Dauer der Uebergabe und der entsprechenden Uebernahme bei einem Lasttransfer ist iden-
tisch. Die Dauer der Transport- und Leerfahrten héngt einerseits von der Fahrtgeschwindigkeit
und Beschleunigung der Fordermittel ab und andererseits von der Distanz zwischen der Start-

und Zielposition.

Beispiel: Transportaktionen bei einer Auslagerung

Zur Illustration wird am Beispiel einer dreistufigen Auslagerung gezeigt, welche Transportaktio-
nen auszufiithren sind. Der zeitliche Verlauf der verschiedenen Aktionen wird in einem Gantt-Dia-

gramm dargestellt.

Gantt-Diagramme werden allgemein im Bereich der Maschinenbelegungsplanung zur Visualisie-
rung von Ablaufplinen verwendet. Ein Gantt-Diagramm ist ein zweidimensionales Balkendia-
gramm, bei welchem auf der horizontalen Achse die Zeit und auf der vertikalen Achse die
verschiedenen Maschinen (bzw. Prozessoren, Ressourcen) dargestellt werden. Eine Operation
(bzw. Aktion, Aktivitat) wird als Balken eingezeichnet, welcher vom Startzeitpunkt bis zum Been-

digungszeitpunkt der Operation reicht.

Die untenstehende Abbildung zeigt ein Gantt-Diagramm fiir eine dreistufige Auslagerung, bei
welcher eine Palette von einer Auslagerungsposition mittels Korridorwagen, Quergangwagen
und Aufzug zu einem Ausgangspunkt transportiert wird (vgl. Auslagerung A in Abbildung
2.2.).

[0] : - :
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Abbildung 2.8. Transportaktionen bei einer Auslagerung

Der Korridorwagen muss sich als erstes von seiner aktuellen Position zu der Lagerposition bewe-
gen, an welcher die Palette ausgelagert wird (Anfahrt, Leerfahrt). Anschliessend wird die Palette
aufgeladen (Laden) und von der Lagerposition zur Uebergabeposition beim Quergang transpor-
tiert (Transport). Je nachdem, ob sich der Quergangwagen schon an der Uebergabeposition befin-
det, kann die Paletteniibergabe (Uebergabe) unmittelbar erfolgen, oder der Korridorwagen muss

mit der Uebergabe warten (Warten), bis der Quergangwagen ankommt.
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Der Quergangwagen bewegt sich von seiner anfinglichen Position zu der Stelle im Quergang, wo
die Palette vom Korridorwagen iibernommen wird. Falls sich bei seiner Ankunft der Korridorwa-
gen noch nicht an der Uebergabestelle befindet, muss der Quergangwagen warten, bis der Korri-
dorwagen ankommt. Anschliessend erfolgt die Paletteniibernahme. Darauf transportiert der
Quergangwagen die Palette zum Ende des Quergangs, wo sich der Aufzug befindet. Falls sich der
Aufzug noch nicht an der Uebergabestelle befindet, muss der Quergang auf dessen Ankunft war-

ten. Darauf erfolgt die Uebergabe der Palette an den Aufzug.

Der Aufzug fahrt von seiner anfanglichen Position zur Lagerebene, wo die Palette ausgelagert
wird. Dort wartet er auf den Quergangwagen, falls dieser noch nicht anwesend ist. Nach der
Ankunft des Quergangswagens Ubernimmt der Aufzug die Palette und transportiert sie zum Aus-

gangspunkt. Dort 14dt er die Palette ab und iibergibt sie an das umgebende System.

Struktur der Transportaktionen

Bei Betrachtung des obigen Gantt-Diagramms fallt auf, dass die Folge der Aktionen, welche aus-
gefiihrt werden miissen, fir alle drei Transportmittel eine dhnliche Struktur aufweisen. Ein ein-
heitliches Bild ergibt sich, wenn die Ladeaktionen der Korridorwagen als spezielle

Uebernahmeaktionen aufgefasst wird, bei welchen eine Palette von einem Lagerplatz tibernom-
men wird. Analog kénnen die Entladeaktionen der Aufziige (und eventuell Querginge) als spezi-
elle Uebergabeaktionen interpretiert werden, bei welchen eine Palette an das Umsystem
ubergeben wird. Mit dieser Interpretation verfiigen alle Transportmittel {iber dieselbe Menge von
Aktionen: (1) Transportfahrt, (2) Leerfahrt, (3) Uebergabe, (4) Uebernahme.

Allgemein 13sst sich feststellen, dass die verschiedenen Transportmittel im Verlaufe eines Lager-
prozesses (d.h. bei der Ausfithrung einer Menge von Ein-, Aus- und Umlagerungen) stets dieselbe
Teilsequenz von Aktionen wiederholen. Die Struktur dieser Teilsequenz ist unabhéngig vom Typ
des Transportmittels (Korridorwagen, Quergangwagen oder Aufzug) und von der Art der Lager-
bewegung (Ein-, Aus- oder Umlagerung). Diese Teilsequenz umfasst der Reihe nach die folgenden

Aktionen:

Leerfahrt

eventuelle Wartephase, unbeladen
Uebernahme

Transport

eventuelle Wartephase, beladen

S

Uebergabe

Hierbei stellen die Wartephasen keine eigentlichen Transportaktionen dar. In Hinblick auf die
Ablaufplanung muss unterschieden werden zwischen beladenen und unbeladenen Wartephasen.
Ein Transportmittel, welches in beladenem Zustand wartet, ist nicht verfiigbar fiir die Bearbei-

tung anderer Paletten. In diesem Sinne kann eine beladene Wartephase als spezielle Aktion aufge-
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fasst werden, welche analog zu den andern Aktionen die Ressource (d.h. das Transportmittel)
belegt und fir andere Aktivitdten nicht verfigbar macht. Im Gegensatz dazu ist bei einer Warte-
phase in unbeladenem Zustand das Transportmittel prinzipiell verfiigbar fiir andere Aktivitaten.
Als Konvention werden im folgenden bei der Darstellung von Ablaufpldnen beladene Wartepha-
sen als schmale, schraffierte Balken eingezeichnet, wiahrend unbeladene Wartephasen nicht ein-

gezeichnet werden.

Dauer der Transportaktionen

Fir zeitliche Betrachtungen muss unterschieden werden zwischen Aktionen mit vorgegebener

Dauer und solchen mit kontextabhidngiger Dauer.

Bei Aktionen mit vorgegebener Dauer ist der Zeitbedarf im voraus bestimmt durch die Transport-
auftrige und unabhingig von der Einplanung der Aktionen. Dies trifft zu fiir die Uebergabe- und

Uebernahmeaktionen (bzw. Lade- und Entladeaktionen) sowie fiir die Transportfahrten.

Bei Aktionen mit kontextabhidngiger Dauer ist der Zeitbedarf abhéingig von der Einplanung der
Aktionen. Dies trifft zu fiir die Leerfahrten. Die Dauer einer Leerfahrt, d.h. einer Anfahrt von
einer urspriinglichen Position zu einer Uebernahmeposition, ist abhingig von der Ausfithrungs-
reihenfolge der Aktionen des betreffenden Transportmittels. Die Ausgangsposition einer Leer-
fahrt entspricht der letzten Position, an welcher eine Paletteniibergabe erfolgt ist. Je nachdem, an
welcher Stelle diese Uebergabe stattgefunden hat, wird fir die Leerfahrt mehr oder weniger Zeit

benotigt.

Die Dauer der beladenen Wartephasen ist ebenfalls kontextabhidngig. Eine beladene Wartephase
kann aus Synchronisationsgriinden notwendig sein vor einer Uebergabeaktion. Die Wartezeit ist
davon abhéngig, zu welchem Zeitpunkt die zugehoérige Uebernahmeaktion auf dem entsprechen-

den Transportmittel eingeplant ist.

Es kénnen zwei Arten von Kontextabhingigkeit unterschieden werden. Leerfahrtzeiten sind rei-
henfolgeabhéngig, aber unabhingig von der konkreten zeitlichen Einplanung der Aktionen.
Beladene Wartezeiten sind stdrker kontextabhéngig und werden durch die zeitliche Einplanung

anderer Aktionen bestimmt.

Jobs und Operationen

In diesem Abschnitt werden automatisierte Kompaktlager von einem abstrahierten Standpunkt
aus betrachtet. Dadurch wird eine Verbindung hergestellt zu den Konzepten und der Terminolo-
gie der allgemeinen Maschinenablaufplanung. Ein automatisiertes Kompaktlager kann aufge-
fasst werden als ein Verarbeitungssystem bestehend aus verschiedenen Prozessoren (bzw.
Maschinen, Ressourcen), auf welchen eine Menge von Operationen ausgefiihrt wird. Die Prozesso-

ren entsprechen den Transportmitteln, wobei drei Typen von Prozessoren unterschieden werden:
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Korridorwagen, Quergangwagen und Aufziige. Die Objekte, welche von den Prozessoren bearbei-

tet werden, entsprechen den Paletten.

Die gesamte Bearbeitung eines Objekts wird als Job bezeichnet. Ein Job entspricht somit einem
Transportauftrag, d.h. der Ein-, Aus- oder Umlagerung einer einzelnen Palette. Ein Job besteht
aus einer Folge von Operationen, wobei jede Operation die Bearbeitung des betreffenden Objekts
auf einem Prozessor darstellt. Die Operationen entsprechen somit der "Bearbeitung" der Paletten
auf den verschiedenen Transportmitteln. Die dreistufige Auslagerung aus Abbildung 2.3.
umfasst beispielsweise drei Operationen, welche der Reihe nach den Transportaktionen des Korri-

dorwagens, des Quergangwagens und des Aufzugs entsprechen.

Die einzelnen Operationen setzten sich aus einer Folge von Transportaktionen zusammen. Weiter
oben wurde gezeigt, dass alle Operationen dieselbe Struktur haben, d.h. dieselbe Folge von Aktio-

nen umfassen: (1) Uebernahme, (2) Transport, (3) beladene Wartephase, (4) Uebergabe.

Die Leerfahrten-Aktionen werden nicht in die Operationen miteinbezogen. Sie kénnen in der Ter-
minologie der Maschinenbelegungsplanung aufgefasst werden als sogenannte Setup-Zeiten (bzw.
Umristzeiten). Setup-Zeiten repriasentieren allgemein den Zeitbedarf fiir Aktivitidten, welche nach
der Bearbeitung einer Operationen durchgefiihrt werden miissen, um den betreffenden Prozessor
in einen Zustand zu versetzen, welcher die Bearbeitung der nichsten Operation erlaubt. Es wird
unterschieden zwischen konstanten und reihenfolgeabhéngigen Setup-Zeiten. Die Leerfahrten

stellen reihenfolgeabhingige Setup-Zeiten dar.

Aus Griinden, welche in Kapitel 4 ersichtlich werden, ist es zweckméssig, die Operationen aufzu-
spalten in zwei Teiloperationen, eine sogenannte Head-Operation und eine Tail-Operation. Die
Head-Operation umfasst die Uebernahme- und die Transport-Aktion, wihrend die Tail-Operation
der Uebergabe-Aktion entspricht. Zu beachten ist, dass die Dauer dieser Teiloperationen vorgege-
ben ist durch die Transportauftrage. Im Gegensatz dazu ist die Dauer der gesamten Operation

kontextabhingig, da die Operation eine kontextabhingige Wartephase enthilt.

Die untenstehende Abbildung zeigt das weiter oben besprochene Auslagerungsbeispiel, wobei die

Operationen und deren Teiloperationen graphisch hervorgehoben sind.
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Abbildung 2.4. Operationen und Teiloperationen

Im folgenden werden automatisierte Kompaktlager hdufig auf der abstrakten Ebene eines Verar-
beitungssystems betrachtet. Dementsprechend werden in der Terminologie die lagerspezifischen
Ausdriicke wie Transportmittel, Transportauftrag und Transportaktion zunehmend ersetzt

durch allgemeine Begriffe wie Prozessor, Job und Operation.

2.3. Netzwerk-Modell zur Systembeschreibung

In diesem Abschnitt wird ein Modell vorgeschlagen, mit welchem sich automatisierte Kompaktla-
ger auf addquate Weise formal darstellen lassen. Die Modellierung basiert auf einem gerichteten,

gewichteten Graphen, welcher als System-Graph bezeichnet wird.

Der System-Graph reprisentiert die topologische Struktur eines automatisierten Kompaktlagers
(bzw. dessen Transportsystems) und umfasst die wesentlichen Systemparameter, welche bei der
Steuerung der Transportprozesse von Bedeutung sind. Mit Hilfe des System-Graphen lasst sich
die Menge aller moglichen Transportrouten auf einfache Weise beschreiben. Fiir jede Transport-
route spezifiziert der Graph die beteiligten Transportmittel sowie die Folge der Aktionen, welche

von diesen ausgefiithrt werden miissen.

2.3.1. Beschreibung

Im folgenden wird gezeigt, wie der System-Graph eines automatisierten Kompaktlagers konstru-
iert wird. Die Bedeutung der Knoten und Bogen wird erklért, und es wird gezeigt, wie die mogli-
chen Transportrouten und die entsprechenden Aktionen mit Hilfe des System-Graphen

beschrieben werden konnen.
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Knoten

Positionsknoten

Die Knoten des System-Graphen repréasentieren die verschiedenen Positionen im Lager, an wel-
chen die Prozessoren anhalten, um eine Uebergabe- oder Uebernahme-Aktion (bzw. Lage- oder
Entlade-Aktion) auszufiihren. Zu beachten ist, dass ein Prozessor prinzipiell beliebige Fahrtbewe-
gungen ausfithren kann und an jedem Ort auf seiner Fahrtstrecke anhalten kann. Bei verntinfti-
ger Steuerung kann jedoch angenommen werden, dass ein Prozessor nur Halt macht an einer

Stelle, wo eine Uebergabe- oder Uebernahme-Aktion stattfindet.

Fir Korridorwagen ist die Menge der zu verwaltenden Positionen gegeben durch die Menge der
Lagerpositionen im betreffenden Kanal. Zusétzlich kommen die Positionen, an welchen der Last-
transfer zu den angrenzenden Quergangwagen oder Aufziigen erfolgt. Fiir Quergangwagen sind
diejenigen Positionen von Bedeutung, an welchen ein Lasttransfer zu den angrenzenden Korri-
dorwagen oder Aufziigen erfolgt. Fir Aufziige miissen die Transferpositionen zu den angrenzen-
den Quergang- oder Korridorwagen verwaltet werden sowie die Ein- und Ausgangspunkte, an

welchen ein Lasttransfer zum Umsystem erfolgt.

Kiinstliche Start- und Endknoten

Zusétzlich zu den Knoten, welche die Prozessorpositionen reprasentieren, werden zwei Paare von
kiinstlichen Knoten eingefiihrt, je ein fiktiver Start- und Endknoten (Quelle und Senke) fir die
Ein- bzw. Auslagerungen. Diese Knoten werden benétigt fiir die Darstellung der Auflade- und
Ablade-Aktionen.

Bogen

Die Bogen des System-Graphen entsprechen den Aktionen, welche von den Prozessoren ausge-

fiihrt werden.

Fahrtbogen

Die Fahrtbogen repriasentieren die Transport- oder Leerfahrten der Prozessoren. Ein Fahrtbogen
verbindet zwei Positionsknoten eines Prozessors und entspricht der Fahrt zwischen diesen beiden
Positionen. Da zwischen jedem Paar von Positionsknoten eines Prozessors eine Fahrt in beiden
Richtungen moglich ist, bilden die Fahrtbogen zusammen mit den Positionsknoten einen voll-

stdndigen Subgraphen fiir jeden Prozessor.

Transferbogen

Die Transferbogen reprasentieren die Uebergabe- bzw. Uebernahme-Aktionen zwischen zwei Pro-
zessoren. Ein Bogen verbindet zwei Positionsknoten unterschiedlicher Prozessoren, an welchen

eine Uebergabe- bzw. Uebernahme erfolgen kann. Da der Transfer im allgemeinen in beiden Rich-
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tungen erfolgen kann, sind die entsprechenden Knoten jeweils durch zwei Bogen entgegengesetz-

ter Richtung miteinander verbunden.

Aufnahme- und Abgabebogen

Die Aufnahme- bzw. Abgabebogen repriasentieren die Auflade- bzw. Abladeaktionen an den Lager-
platzen und an den Ein- und Ausgangspunkten. Ein Aufnahmebogen fiir Einlagerungen verbin-
det die fiktive Einlagerungsquelle mit einer Eingangsposition eines Prozessors (Aufzug oder
Quergangwagen). Analog verbindet ein Aufnahmebogen fiir Auslagerungen die fiktive Auslage-
rungsquelle mit einer Lagerposition eines Korridorwagens. Ein Abgabebogen fiir Einlagerungen
fuhrt von einer Lagerposition zur fiktiven Einlagerungssenke und ein Abgabebogen fiir Auslage-

rungen von einem Ausgangspunkt zur fiktiven Auslagerungssenke.

Bogengewichte

Die Bogengewichte sind gegeben durch die Dauer der verschiedenen Aktionen, welche von den
Bogen représentiert werden. Die Zeiten fir die Fahrt-, Transfer- und Ladeaktionen sind vorgege-
ben durch die technischen Parameter der verschiedenen Transportmittel. Zu beachten ist, dass die
Fahrzeiten der Forderwagen typischerweise stark von den Beschleunigungs- und Abbremsvor-
gingen abhingig sind und folglich nicht anndherungsweise als konstant angenommen werden
koénnen. Dementsprechend ist die Dauer einer Fahrt mit Unterbrechungen im allgemeinen gros-
ser als die Dauer der entsprechenden Direktfahrt. Im System-Graphen bedeutet dies, dass in den
vollstandigen Subgraphen, welche die Fahrten der Prozessoren reprisentieren, die Bogenge-
wichte die Dreiecksungleichung erfiillen. Diese besagt, dass die Summe der Bogengewichte einer

Kantenfolge mindestens so gross wie das Gewicht des entsprechenden transitiven Bogens ist.

Transportrouten und Aktionen

Ein Weg im System-Graphen stellt eine Bogenfolge dar und entspricht somit einer Folge von

Aktionen.

Jede mogliche Lagerbewegung (d.h. Ein-, Aus- oder Umlagerung) lasst sich darstellen als Weg
von einer Quelle zu einer Senke. Eine Ein- bzw. Auslagerung entspricht einem Weg von der Ein-
bzw. Auslagerungsquelle zur Ein- bzw. Auslagerungssenke. Eine Umlagerung entspricht einem
Weg von der Auslagerungsquelle zur Einlagerungssenke. Umgekehrt ldsst sich in analoger
Weise jeder Weg von einer Quelle zu einer Senke interpretieren als eine Lagerbewegung (ausge-

nommen die Wege von der Einlagerungsquelle zur Auslagerungssenke).

Somit 14sst sich die Menge aller moglichen Lagerbewegungen mit Hilfe des System-Graphen auf
einfache Weise beschreiben. Die Menge aller moglichen Ein- bzw. Auslagerungen ist gegeben
durch die Menge aller Wege von der Ein- bzw. Auslagerungsquelle zur Ein- bzw. Auslagerungs-
senke. Die Menge aller moglichen Umlagerungen entspricht der Menge aller Wege von der Ausla-

gerungsquelle zur Einlagerungssenke.
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Hierbei ist zu beachten, dass mit dieser Beschreibung auch Lagerbewegungen erfasst werden, bei
welchen die Prozessoren Zwischenhalte einlegen auf den Transportfahrten. Die Menge aller
Lagerbewegungen ohne Zwischenhalte ist gegeben durch die Menge aller oben beschriebenen
Wege, fiir welche keine transitiven Bogen existieren. Dies ist so zu verstehen, dass kein Teilweg
(von Transportbogen) existiert, welcher durch einen einzelnen (Transport-)Bogen ersetzt werden

kann.

Zusammenfassend wurde gezeigt, wie mit Hilfe des System-Graphen die Menge aller moglichen
Lagerbewegungen in einem automatisierten Kompaktlager auf formale Weise beschrieben wer-
den kann. In Kapitel 3 wird gezeigt, wie auf der Basis des System-Graphen ein Modell zur Lei-

stungsabschiatzung automatisierter Kompaktlager entworfen werden kann.

Der System-Graph spielt auch auf der Ebene der dispositiven Steuerung eine wichtige Rolle. In
Abschnitt 2.2. wurde gezeigt, dass die dispositive Steuerung eine Komponente umfasst, welche
fur die Bestimmung der Transportauftrage (Routing) zustindig ist. Die Aufgabe dieser Kompo-
nente besteht darin, aus den vorgegebenen Ein-, Aus- und Umlagerungsauftragen eine Menge
von Transportauftrigen zu generieren. Im System-Graphen entspricht dies der Aufgabe, eine
Menge von Ein-, Aus- und Umlagerungswegen zu bestimmen, welche die vorgegebenen Auftrage
erfiillt. Eine Menge von Transportauftragen (bzw. eine Menge von Jobs) lasst sich somit formal
spezifizieren als eine Menge von Wegen im System-Graphen. Durch diese Wege werden die Aktio-
nen der Transportauftrage (bzw. die Operationen der Jobs) eindeutig beschrieben. Die formale
Spezifikation der Transportauftrige mit Hilfe des System-Graphen wird in Kapitel 4 benétigt

beim Entwurf einer optimierten Steuerung fiir automatisierte Kompaktlager.

2.3.2. Beispiel

In diesem Abschnitt wird die Konstruktion des System-Graphen anhand eines Beispiels illu-
striert. Ein formale Definition des System-Graphen erfolgt im néchsten Abschnitt. Die untenste-
hende Abbildung zeigt einen kleinen Lagerausschnitt, fir welchen der System-Graph konstruiert

wird. Der Ausschnitt umfasst zwei Korridore, zwei Quergidnge und einen Aufzug.



50 Kapitel 2 Automatisierte Kompaktlager
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Abbildung 2.5. Lagerausschnitt fir Konstruktion des System-Graphen

Die folgende Abbildung zeigt den System-Graphen zu diesem Beispiel. Zur Vereinfachung ist in
jedem Korridor nur eine der sieben Lagerpositionen eingezeichnet. Jeder Korridor umfasst somit
eine Lagerposition und an jedem Ende eine Uebergabe- bzw. Uebernahmeposition fiir den Last-
transfer zu den angrenzenden Quergangwagen. Fiir die Quergangwagen miissen zwei Transfer-
positionen zu den Korridoren und eine zum Aufzug verwaltet werden. Fiir den Aufzug ist die
Transferposition zum Quergangwagen und eine Ausgangsposition eingezeichnet. Die Quelle und
Senke fir die Ein- bzw. Auslagerungen werden bezeichnet als S und t bzw. S und T. An Stelle
von zwei Bogen entgegengesetzter Richtung wird eine ungerichtete Kante eingezeichnet. Die

zweite Abbildung zeigt die Bedeutung der verschiedenen Bogen im System-Graphen.

Uebegabe-/ Uebanahme-
position

Quergang Korridore Quergang

Uebergabe-/
Uebernaonme-
position

Ein-/Ausgangs-
position

-

~~
~~

......
~~~~~~~
~~~~~~

Abbildung 2.6. Bedeutung der Knoten im System-Graphen
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Leerfahrt
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Uebernohme

Ablodenz‘/' %l "

~~~~~

-----

~—ua
~~~~~~~~
~~~~~~

Abbildung 2.7. Bedeutung der Bogen im System-Graphen

2.3.3. Formale Definition des System-Graphen

Nachfolgend wird eine formale Definition des System-Graphen G = é\/O, EO, cfgegeben. Gist ein

gerichteter gewichteter Graph mit Knotenmenge VO, Bogenmenge EO und Bogengewichten

R 0
¢l IRE . Zusitzlich zu den oben erwihnten Bogen wird fiir jeden Positionsknoten Vv noch eine

Schlinge (V, v) eingefiihrt. Diese Schlingen dienen zur Darstellung von Wartezeiten und werden

in Kapitel 3 bei der Leistungsanalyse genauer erlautert.

System-Graph G = a’ E®, ci

Prozessoren:

M Gesamtmenge der Forderprozessoren, M = MAE MBE M©
MA Menge der Aufzugsprozessoren

M B Menge der Quergangprozessoren

MC Menge der Korridorprozessoren

Knoten:

VO Gesamtmenge der Knoten, VO =VE{st st}

t
\% Gesamtmenge der Prozessorpositionen, V = E mi M Vin
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3 -

Menge der Positionen von Prozessor m, mi M
(fiktive) Quelle und Senke fiir Einlagerungsfliisse

(fiktive) Quelle und Senke fiir Auslagerungsfliisse

Gesamtmenge der Eingangspositionen, VI v, VI =E T M MBV:n
Menge der Eingangspositionen von Prozessor m, mi M~ E M
Gesamtmenge der Ausgangspositionen, Vo YA Vo = E mi MAE M8 Vg
Menge der Ausgangspositionen von Prozessor m, m1 MA EM B
Gesamtmenge der Lagerpositionen in den Korridoren, VP i E mi M Vi
P_ g P

V' =Emi m°Vm c
Menge der Lagerpositionen in Korridor m, ml M
Gesamtmenge der Bogen, E°-EEeEVEE EE EE"

~ S
Gesamtmenge der Fahrtbogen der Prozessoren, = E mi M E;]

Menge der Fahrstrecken von Prozessor m, Ei ={(vw):vwi VeV w} mi M
Gesamtmenge der Transferbogen zwischen den Prozessoren,

ETi {ovw) vl Vo owl Vo, mmT M,m? m}, E'=E
Menge der Transferbogen von Prozessor m,

E;z {(vw)1 EN:vi Vit E{(vw) T EN:wi Vb, mi M
Gesamtmenge der Aufnahme- und Abgabebogen fiir Einlagerungen,
E' ={(w):wl V}E{w):vi V} E'=E . En
Menge der Aufnahme- und Abgabebogen fiir Einlagerungen von Prozessor m,
Em={(w)i E:wi VIE{(n)l E:vi v}, mi M

Gesamtmenge der Aufnahme- und Abgabebogen fiir Auslagerungen,

E = {(sw):wl V}E{wD:vI V) E"=E . En

Menge der Aufnahme- und Abgabebogen fiir Auslagerungen von Prozessor m,
Em={(sw)1 E":wi V }E{(V)I E":vi vV }.mI M

Gesamtmenge der Wartebogen (Schlingen), EL = E mi th

Menge der Wartebogen (Schlingen) von Prozessor m, E = {(v,v):vIl V_} ml M

-
m1 MEm

*

Menge aller Bogen fiir Einlagerungsfliisse, E = ES E ET EE
Menge der Bogen fiir Einlagerungsfliisse von Prozessor m, E_ = Eﬁ] E E-r; E E,
ml M

Menge aller Bogen fiir Auslagerungsfliisse, E = EEEE EE"

Menge der Bogen fiir Auslagerungsfliisse von Prozessor m, E,,= E,E E

mil M

Bogengewichte:

Zeitbedarf fir die durch den Bogen € reprasentierte Prozessor-Aktion, el EO

o fiir e=(v,w) 1 E:S Dauer einer Fahrt von Position wnach Position w
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o fiir e=(v,w) 1 ET Dauer einer Palettentiibergabe von Position \nach Position w

o fiir e=(s, W) T E* Dauer einer Palettenaufnahme an Eingangsposition W

e fiir e=(v,t) T E* Dauer des Abladens einer Palette an Lagerposition Vv

o fiir e=(S,w) 1 E ? Dauer des Aufladens einer Palette an Lagerposition W

o fiir e=(v, T)1 E’ Dauer einer Palettenabgabe an Auslagerungsposition v

o fiir e=(v, V) ] El? untere Schranke fiir die Wartezeit eines Prozessors, wenn dieser
an Position V eine Palette iibergibt (oder ablidt) und anschliessend direkt wieder eine

Palette an Position Vv iibernimmt (bzw. aufladt)

Der Subgraph é\/O, E, ciibzw. é\/o, E, Cfivird als Ein- bzw. Auslagerungsgraph von (ezeich-

net. Als gemeinsame Bogen umfassen diese beiden Subgraphen die Fahrtbogen ES und die Trans-
ferbogen ET. Zusitzlich enthilt der Einlagerungsgraph die Aufnahme- und Abgabebogen E’,
welche mit der Einlagerungsquelle S bzw. -senke t inzidieren. Analog enthélt der Auslagerungs-
graph die Aufnahme- und Abgabebogen E”, welche mit der Auslagerungsquelle S bzw. -senke

t inzidieren.

Reduktion des System-Graphen

Bei der Entwicklung eines Modells zur Leistungsabschitzung in Kapitel 3 wird aus Griinden der
Modellgrosse von einem reduzierten System-Graphen ausgegangen, bei welchem die Lagerplétze
eines Korridors nicht einzeln verwaltet, sondern zu einem einzigen Lagerknoten zusammenge-
fasst werden. Geméass obiger Definition des System-Graphen wird jeder Lagerplatz durch einen
eigenen Knoten repriasentiert. Aufgrund der grossen Anzahl von Lagerplitzen fiihrt dies zu einer
umfangreichen Menge von Knoten im System-Graphen. Die Zahl der Fahrtbogen eines Korridor-
prozessors wachst quadratisch mit der Anzahl der Lagerpositionen des Korridors, so dass eine
enorme Anzahl von Korridor-Fahrtbogen resultiert. Die Grosse des System-Graphen kann
betrachtlich reduziert werden, wenn die Lagerplatze eines Korridors zu einem einzigen Knoten
(oder zu einigen wenigen Knoten) zusammengefasst werden. In diesem Falle kénnen die Lager-
knoten in den Korridoren als fiktive Lagerplétze interpretiert werden, an welchen mehrere Palet-
ten gleichzeitig gelagert werden kénnen. Die Kapazitit eines Lagerknotens entspricht der Anzahl
Lagerplatze, welche durch den Knoten reprasentiert werden. Falls die Lagerplitze eines Korri-
dors durch einen einzigen Lagerknoten dargestellt werden, ist die Kapazitat dieses Knotens gege-
ben durch die Anzahl Lagerplitze im Korridor. Die Fahrzeiten zu diesen fiktiven Lagerknoten
entsprechen der durchschnittlichen Fahrzeit zu den reprisentierten Lagerpldtzen. Auf die Lei-
stungsabschitzung hat diese Reduktion keinen wesentlichen Einfluss, da die Korridorprozesso-

ren typischerweise wenig ausgelastet sind und keine Engpass-Ressourcen darstellen.
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KAPITEL 3

Modell zur
Leistungsanalyse

Bei der Konzeption automatisierter Kompaktlager ist die Leistungsanalyse von wichtiger Bedeu-
tung. Die Evaluation verschiedener Entwurfsalternativen bedingt eine Methodik zur Abschét-
zung der zu erwartenden Lagerleistung. Als Leistungsmass wird die maximale Anzahl Ein- und
Auslagerungen betrachtet, welche in einem bestimmten Zeitraum moglich ist. Auf Simulation
basierende Ansétze sind aufgrund der Komplexitit der Steuerungsprozesse nur schwer realisier-
bar. In dieser Arbeit wird ein Lineares Optimierungsmodell fiir die Leistungsanalyse entwickelt,
welches steuerungsunabhingig ist und ein Minimum von Eingabedaten bendétigt. Das Modell
basiert auf Ressourcenallokations-Ueberlegungen und verwendet eine Darstellung der Ein- und
Auslagerungen als Mehrgtiterfliisse im System-Graphen. Durch Flussoptimierung lésst sich die
Belastung der Forderprozessoren bei optimaler Allokationsstrategie abschétzen, woraus eine
obere Schranke fiir die Lagerleistung resultiert. Als spezielle Modellkomponenten werden die rei-
henfolgeabhéngigen Anfahrtszeiten der Férderprozessoren und die Verweilzeiten der Artikel im

Lager berticksichtigt.

Abschnitt 3.1. bespricht den Entwurf automatisierter Kompaktlager und diskutiert die Problema-
tik der Leistungsanalyse. Dabei wird auch auf Erfahrungen aus der Praxis eingegangen. In
Abschnitt 3.2. wird gezeigt, wie sich Ein- und Auslagerungen als Fliisse im System-Graphen dar-
stellen lassen. Daraus wird ein Lineares Optimierungsmodell zur Leistungsabschitzung entwik-
kelt. In Abschnitt 3.3. werden die Leerfahrten, d.h. die reihenfolgeabhingigen Anfahrtswege der
Prozessoren in das Modell integriert. Abschnitt 3.4. zeigt, wie die Verweilzeiten der Artikel im

Lager durch das Modell berticksichtigt werden konnen. Abschnitt 3.5. gibt eine vollstdndige
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Uebersicht tiber das entwickelte Modell zur Leistungsanalyse. In Abschnitt 3.6. werden numeri-
sche Beispiele prasentiert, welche die Validitdt und die Anwendungsmoglichkeiten des Modells

illustrieren.

3.1. Problembeschreibung

3.1.1. Entwurf automatisierter Kompaktlager

Automatisierte Kompaktlager sind massgeschneiderte Systeme, welche fiir jeden Kunden indivi-
duell entworfen und an dessen spezifische Bediirfnisse angepasst werden. Der konzeptuelle Ent-
wurf findet sowohl auf der physischen Ebene der Lager- und Transporteinrichtungen als auch

auf der logischen Ebene des Steuerungssystems statt.

Der Entwurf der Lager- und Transporteinrichtungen beinhaltet einerseits die Dimensionierung
und andererseits die Anordnung der verschiedenen Einrichtungen. Dabei miissen unter anderem

die folgenden Entscheidungsgrossen festgelegt werden:

¢ Dimensionierung:
Anzahl Sektoren, Anzahl Lagerebenen, Anzahl Korridore pro Sektor, Anzahl Lagerplétze pro
Korridor

¢ Anordnung:
Anordnung der Aufziige (an Quergang-Enden oder innerhalb von Korridoren),

Anordnung der Ein- und Ausgangspunkte (bei Aufziigen oder an Quergang-Enden)

Der Entwurf des Steuerungssystems ist eine komplexe Aufgabe, welche eine Vielzahl von Ent-
scheidungsdimensionen umfasst. In Abschnitt 2.2. wurde die Funktionsweise der Steuerung und
insbesondere des dispositiven Steuerungssystems besprochen. Zusammenfassend kénnen die fol-

genden Hauptkomponenten unterschieden werden:

¢ Bestimmung der Transportrouten:
Wahl der Ein- und Auslagerungspositionen (Lagerstrategie), Wahl der Ein- und Ausgangs-
punkte, Wahl der Transportroute

¢ Bestimmung des Ablaufplans:
Wahl der Ausfihrungsreihenfolge, Wahl der Startzeitpunkte der Operationen

¢ Bestimmung der Umlagerungen und Reorganisation:

Bestimmung der erzwungenen Umlagerungen, Bestimmung der Reorgansisations-Strategie
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Planungsvorgaben

Bei der Konzeption eines automatisierten Kompaktlagers werden vom Kunden Anforderungen
spezifiziert, welche vom Lager zu erfiillen sind. Die Vorgaben lassen sich in folgende Bereiche

aufteilen:

¢ Lagerdimensionen und Anordnung der Einrichtungen
¢ Lagerkapazitit
¢ Lagerleistung

¢ Steuerstrategien

Lagerdimensionen und Anordnung der Einrichtungen

Haufig sind aufgrund des verfiigbaren Grundstiicks Vorgaben hinsichtlich der Grosse der Lager-
grundfldche gegeben. Dazu kommen eventuelle Vorgaben tber maximale Gebdudehdhen, sei es
aufgrund von Bauvorschriften oder aufgrund konstruktiver Einschridnkungen. Falls das Lager
in ein bestehendes Gebdude eingebaut wird oder mit vorhandenen Gebduden und Einrichtungen
verbunden wird, ergeben sich weitere Vorgaben hinsichtlich der Dimensionierung und Anord-

nung der Lager- und Transporteinrichtungen.

Lagerkapazitit

Im allgemeinen wird die Gesamtzahl der Palettenplitze spezifiziert, welche das Lager bereitstellen
muss (z.B. 12000 Lagerplitze). Bisweilen existieren zusatzliche Vorgaben, dass gewisse Lagerbe-
reiche eine bestimmte Anzahl von Lagerplidtzen umfassen miissen. Hiufig sind noch Angaben
verfigbar tUber die Anzahl der gelagerten Artikel und die Anzahl Lagerpléatze, welche fir jeden

Artikel vorgesehen werden muss.

Lagerleistung

Als Vorgaben fir die Lagerleistung wird typischerweise die Anzahl Ein- und Auslagerungen
angegeben, welche vom Lagersystem in einer bestimmten Zeitperiode (z.B. in einem Tag) bewil-
tigt werden muss. Bisweilen wird unterschieden zwischen Normalbetrieb und Maximalbetrieb.

Auf die Problematik der Leistungsabschétzung wird weiter unten noch néher eingegangen

Steuerstrategien

Hinsichtlich der Entscheidungsstrategien auf der Steuerungsebene bestehen in der Entwurfs-
phase im allgemeinen keine oder nur wenige Vorgaben. Die Konzeption des Steuerungssystems
erfolgt typischerweise erst nach dem physischen Entwurf des Lagersystems. Bisweilen werden
gewisse grundlegende Vorgaben fir die Lagerstrategien gemacht. Es kann beispielsweise die
Forderung bestehen, dass die Lagereinheiten artikelrein gelagert werden, d.h. dass ein Lagerka-
nal oder ein bestimmter Lagerbereich nur mit Paletten desselben Artikels belegt wird. Eine wei-
tere typische Vorgabe ist beispielweise die Forderung, dass die Lagerstrategie nach dem FIFO-

Prinzip (first in first out) erfolgen muss.



58 Kapitel 3 Modell zur Leistungsanalyse

3.1.2. Leistungsanalyse

Die Offertenstellung bei einem Kunden beinhaltet die Konzeption, die Spezifikation und die Eva-
luation verschiedener Entwurfsalternativen. Eine besondere Bedeutung kommt hierbei der Lei-
stungsanalyse zu. Die Abschitzung der zu erwartenden Lagerleistung bildet eine der

Hauptschwierigkeiten bei der Evaluation von Design-Alternativen. Die tibrigen Planungsvorga-
ben (Dimension und Anordnung der Einrichtungen, Lagerkapazitit) sind statische, betriebsunab-
hiéngige Werte, welche sich bei gegebener Planungsalternative leicht tiberpriifen lassen. Die
Lagerleistung jedoch ist ein dynamischer Wert, der neben dem physischen Lagerlayout in star-
kem Masse vom eingesetzten Steuerungssystem abhéngig ist. Die Problematik dabei ist, dass in
der Phase des Entwurfs das Steuerungssystem im allgemeinen nicht oder nur in Ansétzen spezi-

fiziert ist.

Die Abschitzung der Lagerleistung bei automatisierten Kompaktlagern ist eine komplexe Auf-
gabe, fur deren Bewiltigung wenig methodisches Knowhow vorhanden ist. Es lassen sich zwei

methodische Ansétze unterscheiden: Simulation und analytische Methoden.

Simulation

Die Simulation eines automatisierten Kompaktlagers bedingt eine Nachbildung des physischen
Lagersystems sowie des gesamten Steuerungssystems. Dies bildet aus zwei Griinden eine aufwen-
dige und anspruchsvolle Aufgabe. Erstens zeichnen sich automatisierte Kompaktlager dadurch
aus, dass sie iiber eine grosse Zahl (Hunderte bis Tausende) von autonomen Foérderprozessoren
verfiigen, welche alle als eigenstdndige Entitaten im Simulationsmodell verwaltet werden miis-
sen. Zweitens ist die Steuerungslogik im Vergleich zu anderen Lagertypen sehr komplex und
hingt von vielen Entscheidungsfaktoren ab. Ein wesentlicher Grund dafiir ist, dass im Unter-
schied zu vielen klassischen Lagersystemen automatisierte Kompaktlager ein mehrstufiges
Transportsystem haben, bei welchem mehrere Forderprozessoren an den Lagerbewegungen betei-
ligt sind. Aufgrund der Synchronisationsbedingungen bei der Lastiibergabe miissen die Aktionen
der Prozessoren zeitlich aufeinander abgestimmt werden. Dadurch wird die Komplexitit des

Steuerungssystems wesentlich erhoht.

Eine weitere Problematik bei der Simulation ist die schon erwdhnte Tatsache, dass in der Phase
des Entwurfs die Steuerungslogik typischerweise noch nicht spezifiziert ist. Fiir automatisierte
Kompaktlager existieren keine Standard-Softwarelésungen fiir die Lagersteuerung. Das Steue-
rungssystem wird fir jedes Lager individuell entworfen und den Kundenbediirfnissen angepasst.
Somit fehlen beim Entwurf eines Simulationsmodells wichtige Systeminformationen, welche
einen wesentlichen Einfluss auf die Simulationsergebnisse haben. Zur Losung dieser Problematik
koénnte man versuchen, eine optimale Steuerung zu entwickeln und diese im Simulationsmodell
zu implementieren. Dadurch kénnten Aussagen gemacht werden iiber die maximale Leistung,
welche mit einem Lagersystem erreicht werden kann. Der Versuch, eine global optimale Steue-

rung zu entwickeln, ist jedoch unrealistisch aufgrund der Komplexitit der Steuerungslogik (vgl.
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Abschnitt 1.4.). Somit basiert ein Simulationsmodell gezwungenermassen auf einem Steuerungs-
system, welches von Annahmen und Vereinfachungen ausgeht, deren Angemessenheit schwer zu
uUberprifen ist. Dadurch wird die Aussagekraft der Simulationsresultate teilweise in Frage

gestellt.

Schliesslich sei auf eine weitere Problematik aufmerksam gemacht, welche vielen Simulationsmo-
dellen anhaftet. Aufgrund der Komplexitidt des Transport- und Steuerungssystems hingt die
Simulation von einer Vielzahl von unterschiedlichen Parametern ab. Erfahrungsgemséss sind
Simulationsmodelle mit grosser Parameterzahl schwer kontrollierbar, da es schwierig ist, den
Einfluss der verschiedenen Parameter auf das System zu verstehen und adiquate Parameterkon-

stellationen zu bestimmen.

Zusammenfassend wurde in diesem Abschnitt gezeigt, dass der Einsatz von Simulationsmethoden
zur Leistungsabschiatzung automatisierter Kompaktlager aufwendig und in verschiedener Hin-
sicht problematisch ist. An dieser Stelle sei auch die Arbeit von [Ludwig, S., Malloth, C. (1990)]
erwadhnt, welche sich mit der Simulation automatisierter Kompaktlager befasst und die beschrie-

bene Problematik in verschiedenen Punkten bestitigt.

Analytische Methoden

Analytische Methoden versuchen im wesentlichen, einen mathematischen Zusammenhang zwi-
schen den Parametern eines Lagersystems und der Lagerleistung herzustellen. Im Bezug auf die
Leistungsabschiatzung automatisierter Kompaktlager sind dem Autor zwei Beitrage bekannt, wel-
che auf einem analytischen Ansatz beruhen. Beide Arbeiten basieren auf dem Konzept des Lager-
spiels. Ein Lagerspiel stellt eine kombinierte Lagerbewegung dar, bei welcher eine Einlagerung
und daran anschliessend eine Auslagerung von einem andern Lagerplatz erfolgt. Lagerspiele

werden hiufig eingesetzt bei der Leistungsabschitzung von traditionellen Lagersystemen.

Die Arbeit von [Schulte-Zurhausen, M. (1982)] beschéiftigt sich mit statischen, nicht automatisier-
ten Blocklagern. Zur Leistungsabschétzung wird das Lager in verschiedene Bereiche unterteilt,
und anschliessend wird fir jeden Bereich der mittlere Zeitbedarf fiir ein Lagerspiel berechnet. Die
Lagerbereiche werden verschiedenen Artikelklassen (Schnelldreher, Langsamdreher) zugeordnet,
welche sich beziiglich ihrer Verweilzeit bzw. ihrer Zugriffshiufigkeit unterscheiden. Aufgrund
der Zugriffshiufigkeiten werden die Lagerspiele auf die Lagerbereiche verteilt, woraus eine
Abschitzung der mittleren Lagerleistung berechnet wird. Der zweite Beitrag von [VDI (1996)] ist
eine offizielle Richtlinie des Vereins Deutscher Ingenieure, welche Normen fiir die Leistungsab-
schatzung von automatischen Kanallager-Systemen festlegt. Die Arbeit basiert auf dhnlichen
Ueberlegungen wie der vorhergehende Beitrag. Es wird im wesentlichen gezeigt, wie die Lager-

spielzeiten in einem mehrstufigen Kompaktlager abgeschitzt werden konnen.

Diese Beitrage gehen von zwei grundlegenden Konzepten aus: Erstens werden die Ein- und Aus-

lagerungen zu Lagerspielen zusammengefasst. Zweitens werden die Lagerbewegungen nach



60 Kapitel 3 Modell zur Leistungsanalyse

bestimmten statistischen Plausibilitdtsregeln auf die Lagerplitze verteilt. Als Kritik an diesen
Ansitzen kann angefiihrt werden, dass sie von vereinfachenden Annahmen ausgehen, deren Aus-
wirkung auf die berechneten Leistungszahlen schwer abschitzbar ist. Es besteht keine Informa-
tion dartiber, ob die Abschitzung der Leistung zu hoch oder zu tief ausfallt. Dadurch sind die
Aussagen iiber die Lagerleistung mit einem Unsicherheitsfaktor behaftet, welcher deren Niitz-

lichkeit unter Umstianden in Frage stellt.

Als weiterer Beitrag zum Thema sei die Arbeit von [ Andenmatten, K. (1992)] erwahnt. Diese
Arbeit beschéiftigt sich mit der Leistungsabschitzung automatisierter Kompaktlager, wobei nur
elementare Konfigurationen bestehend aus einer Ebene und einem Sektor betrachtet werden. Es
wird gezeigt, dass in diesem Fall das Problem der Leistungsabschétzung als spezielles Traveling

Salesman Problem formuliert werden kann.

Zusammenfassend haben diese Ausfiihrungen gezeigt, dass ein Mangel besteht an geeigneten
Methoden zur Leistungsabschitzung automatisierter Kompaktlager. Die praktischen Erfahrun-

gen, welche im nichsten Abschnitt geschildert werden, bestatigen diesen Umstand.

Die vorliegende Arbeit versucht, einen Beitrag zur Behebung dieses Mangels zu leisten. Im fol-
genden wird ein analytisches Modell zur Leistungsabschitzung entwickelt, welches unabhingig
ist von den Entscheidungsmechanismen auf der Ebene der Lagersteuerung und ein Minimum an
Eingabedaten benétigt. Es handelt sich um ein Lineares Optimierungsmodell auf der Basis von
Mehrgiiterfliissen. Die Ein- und Auslagerungen werden als Palettenfliisse im System-Graphen
dargestellt. Durch Flussoptimierung lasst sich die Belastung der Forderprozessoren bei optimaler
Allokationsstrategie abschéitzen, woraus eine obere Schranke fiir die Lagerleistung resultiert.
Diese Leistungsschranke héngt ausschliesslich von der Lagerarchitektur ab und bildet somit eine
verlédssliche Aussage liber die maximal mogliche Leistung eines automatisierten Kompaktlagers.
Der Anstoss zur Entwicklung dieses Modells entstammt urspriinglich den praktischen Erfahrun-

gen, welche im folgenden geschildert werden.

Erfahrungen aus der Praxis

Die Problemstellungen dieser Arbeit ergaben sich aus dem Kontakt mit einem Logistik-Unterneh-
men, welches unter anderem automatisierte Kompaktlager konstruiert. Die praktischen Erfah-
rungen dieses Unternehmens beim Entwurf und Betrieb automatisierter Kompaktlager zeigten
Probleme auf, welche mit den verfigbaren Methoden kaum zu bewiltigen waren. Es handelte sich
einerseits um die Problematik der Leistungsabschitzung und andererseits um die Entwicklung

einer effizienten Steuerung.

Im Rahmen dieses Firmenkontakts wurden wir mit einem Projekt konfrontiert, welches in deutli-
cher Weise den Bedarf von entscheidungsunterstiitzenden Methoden beim Entwurf von automati-
sierten Kompaktlagern zeigt. Das Unternehmen hatte fiir einen Kunden ein grosses

Kompaktlager konstruiert, bei welchem sich nach der Fertigstellung herausstellte, dass es kaum
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die Halfte der geforderten Leistung erbrachte. Die Griinde fiir diese massive Fehleinschitzung
der Lagerleistung waren keineswegs offensichtlich. Die Sachlage wurde dadurch erschwert, dass
die Entwicklung der Steuerungs-Software nicht vom Logistik-Unternehmen selbst ausgefiihrt
wurde, sondern vom Kunden an eine Drittfirma tbergeben wurde. Bei anderen Kompaktlager-
Projekten wurde die Steuerung von der Logistik-Firma selbst entwickelt. Daraus ergab sich der
folgende Konflikt: Aus der Sicht der Logistik-Firma lag der Grund fiir die unzureichende Lei-
stung an einer mangelhaft implementierten Steuerungs-Software. Die Architektur und Dimensio-
nierung des Lagers war nach ihrer Auffassung in Ordnung. Auf der Seite des Kunden wurde die
fehlende Leistung einer mangelhaften Lagerkonstruktion zugeschrieben, die Steuerungs-Soft-
ware jedoch nicht in Frage gestellt. Eine weitere Schwierigkeit bei der Beurteilung des Sachver-
halts ergab sich aus der Tatsache, dass der Kunde das Lager mit einer grosseren Artikelzahl (bei
artikelreiner Lagerung) betrieb, als in der Offerte vorgesehen war. Welchen Einfluss die veran-

derten Artikelzahlen auf die Lagerleistung hatten, war schwer abzuschéitzen.

Beide Konfliktparteien liessen Gutachten erstellen, welche die Verantwortlichkeit fiir den Lei-
stungsmangel kliren sollten. Wir erhielten Einblick in das Gutachten des Logistik-Unterneh-
mens und wurden angefragt, ob wir dieses ndher untersuchen und beurteilen kénnten. Das
Gutachten machte keine klaren Aussagen und war in seinen Ausfithrungen teilweise schwer
nachvollziehbar. Methodisch wurde eine Leistungsanalyse durchgefiihrt, welche ausgehend von

einer statistischen Verteilung der Lagerbewegungen die Belastung der Prozessoren berechnete.

Inspiriert von diesem Gutachten entschieden wir, ein eigenes Modell zur Leistungsabschitzung
zu entwickeln. Daraus resultierte schliesslich das vorliegende Fluss-Modell. Eine Leistungsana-
lyse des betreffenden Lagersystems mit unserem Modell ergab, dass der Leistungsmangel im
wesentlichen durch eine ungiinstige System-Architektur verursacht wurde. Alle Aufzlige waren
in der Mitte das Lagers innerhalb der Lagerkanile eines einzigen Sektors positioniert. Als Folge
davon musste jede ein- und ausgelagerte Palette auf einem der beiden Quergangwagen transpor-
tiert werden, welche an diesen Sektor grenzten. Diese beiden Quergangwagen stellten deutliche
Engpass-Ressourcen dar, welche massiv tiberlastet waren. Durch eine ausgeglichenere Vertei-

lung der Aufziige hitte der Leistungsmangel vermieden werden konnen.

Ziel dieses Erfahrungsberichtes war, zu zeigen, dass die Leistungsabschitzung automatisierter
Kompaktlager von wesentlicher praktischer Bedeutung ist, und dass das Fehlen von entschei-
dungsunterstiitzenden Modellen beim Entwurf komplexer Lagersysteme weitreichende Folgen

haben kann.
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3.2. Ressourcenallokation mittels Mehrguter-
flissen

In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie sich Ein- und Auslagerungen in einem automatisierten
Kompaktlager als Fliisse im System-Graphen darstellen lassen. Darauf basierend wird ein linea-
res Optimierungsmodell zur Leistungsabschitzung entwickelt. Dieses berechnet fiir eine vorge-

gebene Zeitperiode die maximal mogliche Anzahl der Ein- und Auslagerungen.

Bei den folgenden Betrachtungen werden die Lagergiiter unterteilt in verschiedene Artikeltypen
(bzw. Giiterklassen, Commodities) i | |, welche sich unterscheiden hinsichtlich ihrer mittleren
Verweilzeit im Lager. Eine Begriindung fiir diese Unterscheidung wird in Abschnitt 3.4. gegeben.
Dort wird ersichtlich, dass eine realistische Leistungsabschitzung voraussetzt, dass die Ein- und
Auslagerungsfliisse von Artikeltypen mit verschiedener Verweilzeit getrennt voneinander

betrachtet werden.

3.2.1. Ein- und Auslagerungsfliisse

Gegeben sei der System-Graph G = é\/o, EO, cfeines automatisierten Kompaktlagers. Ein Einla-
gerungsfluss von Artikeltyp i I |in Gist ein StFluss X1 IRFwelcher die folgenden Flusshbi-

lanz-Gleichungen erfiillt:

. . : s' firv=s
é{x;:eT d+(v)QE}—g°1{x'e:eT d(vWGEY=i 0 forviv, il (3.1
| .
Ts' firv=t

Die Variable Si bezeichnet die Starke (bzw. Intensitidt) des Flusses Xi. Die Bogenmenge Eent-
spricht der Menge der Einlagerungsbogen in G und setzt sich zusammen aus den Fahrt- und
Transferbogen sowie den Annahme- und Abgabebogen fiir Einlagerungen, d.h.

E= ES E ET E E*. Die Bezeichnungen d’ (V) bzw. d (V)stellen die Menge der Bogen in Gdar,

welche aus dem Knoten VI V hinaus- bzw. in diesen hineinfiihren. Die linke Summe in den obi-
gen Gleichungen entspricht dem Gesamtfluss, welcher aus Vv hinausfliesst, und die rechte
Summe dem Gesamtfluss, welcher in V hineinfliesst. Die Differenz dieser beiden Summen stellt
die Flussbilanz (bzw. Divergenz) des Knotens Vv dar. Die obigen Gleichungen besagen, dass die
Flussbilanz fiir alle Zwischenknoten vi V ausgeglichen, d.h. gleich Null, sein muss. Fur die

Quelle s bzw. die Senke t entspricht die Divergenz der positiven bzw. negativen Flussstirke S !

Analog wird fiir jeden Artikeltyp i | | ein Auslagerungsfluss %' IREdefiniert, welcher die fol-

genden Flussbilanz-Gleichungen erfiillt:
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_ _ : s firv=s
é{*é:eT de)QE}—é_{*é:eT d(vVGE}=i o0 furviV, il | (3.2
| .
T-s' furv=t

Die Bogenmenge E entspricht der Menge der Auslagerungsbogen in G und setzt sich zusammen

aus den Fahrt- und Transferbogen sowie den Annahme- und Abgabebogen fiir Auslagerungen,
<. ——— —

dh. EZEE ET E E. Die Knoten 3und Tstellen die Quelle bzw. Senke fiir Auslagerungen

dar.

Ein- und Auslagerungen als Flisse

In Abschnitt 2.3. wurde gezeigt, das sich eine Ein- bzw. Auslagerung im System-Graphen G dar-

stellen l4sst als ein Weg von S nach t bzw. € nach t.

. 0
Bezeichne P0 die Menge aller Wege von S nach tim Einlagerungsgraphen &V, E, cfund P die
Menge aller Wege von § nach T im Auslagerungsgraphen &/, E, cfiSei weiter Po(e)azw.
=0 =0 N ~ =

P (e) die Menge derjenigen Wege in PO bzw. P, welche den Bogen el Ebzw. el Eenthalten.

Betrachte nun eine einzelne Einlagerung pT PO von Artikeltyp i I | Durch diese Einlagerung
lasst sich der folgende Fluss definieren:

fallsel p el E

Der Vektor X entspricht dem Inzidenzvektor der Weges p. X' stellt offensichtlich einen StFluss
der Stirke s' = 1dar. X erfiillt die Flussbilanz-Gleichungen (3.1), da der Weg pbei jeden Zwi-
schenknoten genau einmal hinein und wieder hinausfiihrt. Analog ldsst sich eine Auslagerung

~ =0
als ein Einheitsfluss auf einem Weg p| P darstellen.

Gegeben sei nun eine Menge von Einlagerungen. Diese 14sst sich darstellen als eine Reihe von
Skalaren (m'bT IN:pT PO,)Wobei n’lgie Anzahl Paletten von Artikeltyp i1 dngibt, welche auf
dem Weg p eingelagert werden. Durch diese Einlagerungen wird folgender Fluss definiert:

x:s = 3 m'b el E

pl P’(e)

Der auf diese Weise definierte Fluss X stellt offensichtlich einen StFluss dar. Die Flusshilanz-
gleichungen (3.1) sind erfiillt, da X eine Summe von Fliissen auf StWegen darstellt. Die
Flussstirke von X ist gegeben durch § pi B0 n"bund entspricht der Anzahl der eingelagerten
Paletten.

Somit wurde gezeigt, wie sich eine Menge von Einlagerungen als (ganzzahliger) Einlagerungs-
fluss im System-Graphen G darstellen lisst. Analog l4sst sich eine Menge von Auslagerungen als

(ganzzahliger) Auslagerungsfluss, d.h. als S-1-Fluss, darstellen.
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Flisse als Ein- und Auslagerungen

Vorangehend wurde gezeigt, dass sich eine Menge von Ein- bzw. Auslagerungen als ganzzahliger
Ein- bzw. Auslagerungsfluss im System-Graphen G darstellen ldsst. In diesem Abschnitt wird
gezeigt, wie sich umgekehrt ein ganzzahliger Ein- oder Auslagerungsfluss als eine Menge von

Ein- bzw. Auslagerungen interpretieren lasst.

Bezeichne P die Menge aller st-Wege und Zyklen im Einlagerungsgraphen &V, E, cfund Rdie
Menge aller S-1-Wege und Zyklen im Auslagerungsgraphen &/, E, cfi

Gegeben sei ein ganzzahliger Einlagerungsfluss X von Artikeltyp i T Aufgrund der Flussde-
kompositions-Eigenschaft existieren Skalare (n"bT IN: pT P)so dass sich xdarstellen lisst

als:

o |

i -
= a N el E
pl P(e)
Somit kann X interpretiert werden als eine Menge von Einlagerungen und eine Menge von zykli-
schen Transportbewegungen. Hierbei entspricht m'b der Anzahl Einlagerungen bzw. zyklischen
Transporte auf dem Weg bzw. Zyklus p 1 P. Die Flussstirke von X ist gegeben durch die Summe

[+

der Transporte auf den St-Wegen pT P? dh. s'= apT B0 rq'pie Flussstarke &'ntspricht

der_‘ Anzahl der eingelagerten Paletten. Man beachte, dass die Flussdekomposition
(n"bT IN: pT P) im allgemeinen nicht eindeutig ist. Das bedeutet, dass ein gegebener Einlage-
rungsfluss normalerweise auf verschiedene Arten in Einlagerungen und zyklische Transporte

zerlegt werden kann.

Die zyklischen Transportbewegungen, welche durch die Zerlegung von X definiert werden, sind
von einem praktischen Standpunkt aus sinnlos. Weiter unten wird gezeigt, wie mit Hilfe einer
geeigneten Zielfunktion zyklische Palettentransporte in einer Optimalldsung eliminiert werden

koénnen.

Weiter sei darauf hingewiesen, dass es bei der Flussdekomposition moglich ist, dass Einlage-
rungsrouten pT PO beniitzt werden (d.h. fiir welche n"b > Qist), bei denen ein Prozessor auf einer

Transportfahrt Zwischenhalte einlegt. Dies ist dann der Fall, wenn die Transportfahrt eines Pro-
zessors in p durch mehr als einen Bogen reprisentiert wird. Solche Zwischenhalte sind in Bezug
auf die Praxis ebenfalls sinnlos, da eine Direktfahrt (d.h. eine Fahrt auf dem entsprechenden tran-
sitiven Bogen) typischerweise weniger Zeit bendtigt als eine Fahrt mit Zwischenhalten. Trans-
portfahrten mit Zwischenhalten konnen ebenfalls mit Hilfe einer geeigneten Zielfunktion

eliminiert werden.

Analog zu diesen Ausfiihrungen lasst sich ein ganzzahliger Auslagerungsfluss x' als eine Menge

von Auslagerungen und zyklischen Transporten interpretieren.



3.2. Ressour cenallokation mittels Mehrgtiter fllissen 65

Zusammensetzung der Ein- und Auslagerungen

Das Modell zur Leistungsabschitzung basiert auf dem Ansatz, die maximal mogliche Anzahl Ein-
und Auslagerungen in einem bestimmten Zeitintervall zu berechnen. Die Anzahl der Ein- und
Auslagerungen von Artikeltyp i T 1 bei gegebenen Ein- und Auslagerungsfliissen Xi und % ient—
spricht den Flussstiarken Si und §i. Als Mass fiir die Lagerleistung wird der Wert éi 10 Si + §i
betrachtet. Dieses Leistungsmass ist relativ unspezifisch, da sowohl die Ein- als auch die Auslage-
rungenzahlen der verschiedenen Artikeltypen zu einem einzigen Wert (Anzahl Paletten) zusam-

mengefasst werden.

Bei Verwendung dieses Leistungsmasses hingt die Lagerleistung offensichtlich ab von der Art
der betrachteten Lagerprozesse. Dabei miissen zwei wichtige Einflussfaktoren berticksichtigt

werden:

¢ Verhiltnis der Ein- und Auslagerungen

¢ Verteilung der Ein- und Auslagerungen auf die verschiedenen Artikeltypen i | |

Falls beispielsweise Lagerprozesse betrachtet werden, bei welchen nur Ein- oder Auslagerungen
erfolgen, ergibt sich eine andere Leistung, als wenn gleichzeitig Ein- und Auslagerungen durch-
gefiihrt werden. Ebenso ist die Lagerleistung abhingig davon, wie sich die Ein- und Auslagerun-
gen auf die verschiedenen Artikeltypen verteilen. Wie schon friither erwdhnt, unterscheiden sich
die Artikeltypen hinsichtlich ihrer Verweildauer im Lager. Lagerprozesse, bei denen vorwiegend
Artikeltypen mit grosser Verweildauer (sogenannte Langsamdreher) ein- und ausgelagert wer-
den, ergeben typischerweise eine kleinere Leistung, als wenn Artikeltypen mit kleiner Verweil-

dauer betrachtet werden. Dieser Zusammenhang wird in Abschnitt 3.4. ndher diskutiert.

Zur Kontrolle der Lagerprozesse werden die folgenden Parameter eingefiihrt:

a' Verhiltnis der Aus- zur Einlagerungsmenge von Artikeltyp i, i T 1
i

b Verhéltnis der Einlagerungsmenge von Artikel i zur gesamten Einlagerungsmenge,

il |,émb'=1

Die entsprechenden Restriktionen im Modell lauten:

s'=a's', i1 (3.3)
s'=b'g{s":iT 1}, il (3.4)

Die Gleichungen (3.3) spezifizieren das Verhéltnis zwischen den Aus- und Einlagerungen von
Artikeltyp i. Die Restriktionen (3.4) legen fest, wie sich die Einlagerungen auf die verschiedenen
Artikeltypen Vert_eilen. Die Summe 3 {Si il |}entspricht der Gesamtzahl der Einlagerungen.

Der Parameter b’ gibt den Anteil der gesamten Einlagerungen an, welche sich auf Paletten von

Artikeltyp i beziehen.
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Beachte, dass durch die obigen Restriktionen auch das Verhéltnis der gesamten Aus- und Einla-
gerungsmenge sowie der Anteil der Auslagerungen der verschiedenen Artikeltypen an der Ausla-

gerungsmenge bestimmt wird. Es ergeben sich die folgenden Beziehungen:

Die erste Gleichung spezifiziert das Verhéltnis zwischen der gesamten Aus- und Einlagerungs-
menge. Die zweiten Gleichungen geben den Anteil der Auslagerungen von Artikeltyp i an der

gesamten Auslagerungsmenge an.

3.2.2. Leistungsabschéatzung

In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie auf der Basis der Ein- und Auslagerungsfliisse ein Modell

zur Leistungsabschitzung entworfen werden kann.

Prozessorbelastung

Gegeben seien ganzzahlige Ein- und Auslagerungsfliisse X = {Xi il 1Jund x= {*i il I)Die
Bogen des System-Graphen entsprechen den Aktionen (Transport, Transfer, Auf-/Abladen) der
verschiedenen Prozessoren. Der Wert einer einzelnen Variablen Xie bzw. *é besagt, wie oft die
Aktion, welche durch den Bogen € repriasentiert wird, ausgefiihrt werden muss. Bezeichne
L (X, %) die gesamte zeitliche Belastung eines Prozessors mT M, welche aus den vorgegebenen
Ein- und Auslagerungsfliissen X und % resultiert. Lm(x, %)entspricht der Summe der Dauer
aller Transport-, Transfer- und Auf-/Ablade-Aktionen, welche von Prozessor m ausgefiihrt wer-
den missen, d.h.

Lm(x,*)zé{cexg:eT Eppil I}+§1{ceXL:eT Enil 1}, mi M (3.5)
Offensichtlich bildet Lm(x, %) eine untere Schranke fiir die effektive Zeit, welche ein Prozessor in
einem konkreten Ablaufplan bendtigt, um die durch die Fliisse vorgegebenen Lagerbewegungen
auszufithren. Nicht berticksichtigt sind die Zeiten fir die Leerfahrten sowie die Wartezeiten (in
beladenem oder unbeladenem Zustand), welche sich ergeben aus den Reihenfolge- und Synchroni-
sationsbedingungen bei der Ausfiihrung der Lagerbewegungen. Ebenso ist der Zeitaufwand fir

eventuell notwendige Umlagerungen nicht einbezogen.

Lm(x, %) stellt eine (optimistische) Abschéitzung der Prozessorbelastung dar, welche unabhingig
ist von der zeitlichen Einplanung der Operationen und nur von der Wahl der Ein- und Auslage-

rungsrouten (d.h. von den Fliissen X und %) abhingt.
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Optimierungsmodell

Betrachte nun die Aufgabe, die maximale Anzahl Ein- und Auslagerungen in einer bestimmten
Zeitperiode T zu bestimmen. Unter Beniitzung der abgeschitzten Prozessorenbelastungen
Lm(X, %) lasst sich folgendes (lineare) Optimierungsmodell formulieren:

max § {s'+5':iT 1}

Lm(x,*)ET, ml M
Hierbei gelten als weitere Restriktionen die Flussbilanzgleichungen (3.1) und (3.2) sowie die
Bedingungen (3.3) und (3.4). Dieses Modell maximiert die Gesamtzahl der Ein- und Auslagerun-
gen unter der Bedingung, dass die Belastung der einzelnen Prozessoren die vorgegebene Zeitperi-
ode T nicht iiberschreitet. Diese Restriktionen werden Kapazitdtsbedingungen genannt. Da
Lm(x, %) eine untere Schranke fiir die Prozessorbelastungen darstellt, bildet der Optimalwert die-
ses Linearen Programms eine obere Schranke fiir die Anzahl der moglichen Ein- und Auslagerun-
gen. Mit Hilfe dieses Modells kann somit die Leistung eines automatisierten Kompaktlagers
abgeschétzt werden, ohne dass Vorgaben gemacht werden hinsichtlich der Entscheidungsmecha-

nismen auf der Ebene der dispositiven Steuerung.

Gemaéss Abschnitt 2.2. umfasst die dispositive Steuerung drei Hauptfunktionen: (1) Bestimmung
der Transportauftrage, (2) Bestimmung des Ablaufplans, (3) Bestimmung der Umlagerungen. Die
Bestimmung der Transportauftriage umfasst die Wahl der Transportrouten und die Wahl der Ein-
und Auslagerungspositionen (Lagerstrategie). In Bezug auf die Transportauftrage werden in dem
Modell keine Einschrankungen vorgegeben. Die Bestimmung der Transportauftrige erfolgt
durch das Optimierungsverfahren bei der Wahl der Ein- und Auslagerungsfliisse. In Bezug auf
den Ablaufplan werden ebenfalls keine Bedingungen vorgegeben. Die Wartezeiten, welche sich
aus den Reihenfolge- und Synchronisationsbedingungen ergeben, werden vernachlissigt. Es
wird angenommen, dass die Aktionen eines Prozessors ohne zwischenzeitliche Wartephasen aus-

gefiihrt werden kénnen. Umlagerungen werden in dem Modell ebenfalls nicht berticksichtigt.

Somit basiert das Modell auf einer optimistischen Abschitzung (d.h. einer unteren Schranke) der
Prozessorbelastung und liefert eine optimistische Abschitzung (d.h. eine obere Schranke) fiir die

Lagerleistung.

Abschliessend sei noch eine Bemerkung zur Ganzzahligkeits-Forderung angefiihrt. Die bisheri-
gen Ueberlegungen basierten auf der Annahme, dass die Ein- und Auslagerungsfliisse ganzzah-
lig sind und somit als diskrete Menge von Ein- und Auslagerungen interpretiert werden kénnen.
Zum Zwecke der Leistungsabschitzung konnen diese Ganzzahligkeits-Bedingungen jedoch pro-

blemlos ignoriert werden.
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Zielfunktion

Weiter oben wurde gezeigt, dass sich die Ein- und Auslagerungsfliisse X und % interpretieren las-
sen als eine Menge von Ein- und Auslagerungen und eine Menge von zyklischen Transportbewe-
gungen. Es wurde darauf hingewiesen, dass die zyklischen Transportbewegungen von einem
praktischen Standpunkt aus sinnlos sind und mit Hilfe einer geeigneten Zielfunktion eliminiert
werden kénnen. Um dies zu erreichen, wird die gesamte Prozessorenbelastung mit einem margi-

nalen Faktor € gewichtet und als negativer Term in die Zielfunktion aufgenommen:
max §{s +5 il I} —e(@{cyx,:el Eil 1} +&{cx,:el E il 1}) (36)

Es ist leicht nachzuvollziehen, dass mit dieser Zielfunktion zyklische Transportbewegungen aus-
geschlossen werden. Sei X, ¥ eine Optimallosung bezﬁglich dieser Zielfunktion. Nehme an, dass
1n der Flusszerlegung {n’b pI P} e1nes Flusses X(bzw 99 e1n Zyklus p-T Bxistiert mit
n‘b > 0. Bilde den Fluss X durch X = X - n‘bfalls el pund X = )%)nst %t wiederum ein
zuldssiger Fluss mit unveridnderter Flussstirke. Der Zielfunktionswert hat jedoch zugenommen,
da der €-Ausdruck abgenommen hat. Ein Widerspruch zur Optimalitét der urspriinglichen

Losung.

Analog lasst sich zeigen, dass auch Transportfahrten mit Zwischenhalten durch diese Zielfunk-
tion eliminiert werden (siehe den vorangehenden Abschnitt). Eine Transportfahrt mit Zwischen-
halten (mehrere Bogen) kann durch die entsprechende Fahrt ohne Zwischenhalt (ein Bogen)

ersetzt werden, ohne die Zulassigkeit oder die Flussstirke zu beeinflussen.

Lastverteilung und Engpass-Ressourcen

Abschliessend sei darauf hingewiesen, dass das obige Modell nicht nur eine obere Leistungs-
schranke berechnet, sondern auch Informationen tiber die Lastverteilung und die Engpass-Pro-
zessoren in einem Lager liefert. Sei X, % eine Optimalldsung mit Gesamtflussstirke (d.h.
Leistung) s + S. Diese Losung definiert fiir jeden Prozessoren den Wert Lm(x, %) Prozessoren,
bei welchen die Kapazitatsbedingung bindend ist, d.h. Lm(x, %) = T stellen Engpass-Ressourcen

dar, welche die Lagerleistung beschrénken.

Fur Engpass-Prozessoren entspricht Lm(x, %) einer unteren Schranke fiir die Prozessorbela-
stung, wenn eine Lagerleistung von S + S realisiert werden soll, d.h. bei vorgegebener Leistung
S +S werden diese Prozessoren mit einem Arbeitsaufwand von mindestens Lm(x, %) belastet.
Ohne modifizierte Zielfunktion gilt diese Aussage nicht fiir Prozessoren, welche keine Engpass-
Ressourcen darstellen. Durch den €-Ausdruck in der Zielfunktion wird jedoch erreicht, dass auch
fir diese Prozessoren der Wert von Lm(x, %) minimal ausfillt und somit als Mindestbelastung bei

gegebener Leistung S + S interpretiert werden kann.

Zusammenfassend lisst sich sagen, dass das entworfene Modell detaillierte Informationen liefert

uber die Verteilung der Belastung auf die verschiedenen Prozessoren in einem automatisierten
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Lager. Dadurch lassen sich Engpass-Prozessoren identifizieren, welche die Lagerleistung
beschrianken. Gerade in der Entwurfsphase bei der Dimensionierung eines Lagers bilden diese

Informationen einen wertvollen Beitrag zur Evaluation verschiedener Layout-Varianten.

Dartiber hinaus liefert eine Optimallésung auch Hinweise dariiber, wie die Ein- und Auslage-
rungspositionen und die Transportrouten giinstig gewahlt werden, damit eine mdglichst grosse
Leistung erzielt wird. Diese Informationen lassen sich verwenden bei der Bestimmung der Trans-

portauftrage auf der Ebene der dispositiven Steuerung.

3.3. Leerfahrten

Im vorangehenden Abschnitt wurde die zeitliche Belastung der Prozessoren bei der Ausfithrung
der Ein- und Auslagerungen berechnet auf der Basis der Transport-, Transfer- und Auf-/Ablade-
aktionen. Zuséitzlich zu diesen Aktionen miissen die Prozessoren im Verlaufe eines Lagerprozes-
ses auch Leerfahrten ausfithren. Die Belastung der Prozessoren durch Leefahrten wurde im
obigen Modell nicht beriicksichtigt. Typischerweise ist der Zeitaufwand fiir die Leerfahrten in
einer dhnlichen Grossenordnung wie der Aufwand fir die Transportfahrten. Eine realistische
Leistungsabschatzung kann somit nur erfolgen, wenn die Leerfahrten in das Modell miteinbezo-

gen werden.

Die Schwierigkeit bei der Betrachtung der Leerfahrten liegt darin, dass deren Dauer im Gegen-
satz zu den andern Aktionen nicht durch die Transportrouten (d.h. die Ein- und Auslagerungs-
flisse) vorgegeben ist, sondern von der Ausfithrungsreihenfolge der Transportaktionen
abhéngig ist. Die Festlegung der Operationsreihenfolgen geschieht auf der Ebene der dispositi-
ven Steuerung im Rahmen der Bestimmung des Ablaufplans. Da das vorgeschlagene Modell
steuerungsunabhingig ist, enthélt es keine Vorgaben beziiglich der Ausfithrungsreihenfolgen

der Operationen und folglich keine Angaben iiber die Dauer der Leerfahrten.

In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie die Leerfahrten trotz dieser Schwierigkeiten in das Modell
miteinbezogen werden kénnen. Der Ansatz dabei ist, dass mit Hilfe eines Transportproblems, wel-
ches in das Modell integriert wird, eine untere Schranke fiir die Leerfahrtenbelastung der Prozes-

soren bestimmt werden kann.

Transport- und Leerfahrten

In Abschnitt 2.2. wurde gezeigt, dass die Prozessoren im Verlauf eines Lagerprozesses eine sich
stets wiederholende Sequenz von Aktionen ausfiihren: (1) Uebernahme (bzw. Aufladen) einer
Palette, (2) Transportfahrt von der Uebernahme- zur Uebergabeposition, (3) Uebergabe bzw. Abla-

den der Palette, (3) Leerfahrt von der Uebergabe- zur nichsten Uebernahmeposition. Somit erfolgt
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zwischen zwei aufeinanderfolgenden Transportfahrten jeweils eine Leerfahrt von der Endposition
der ersten Transportfahrt zur Startposition der nachfolgenden Transportfahrt. Die Fahrtbewe-

gungen bilden folglich eine alternierende Sequenz von Transport- und Leerfahrten.

0-Leerfahrten

Ein Spezialfall liegt vor, wenn bei zwei aufeinanderfolgenden Transportfahrten die Zielposition
der ersten mit der Startposition der nichsten iibereinstimmt. Dies bedeutet, dass der Prozessor
eine Palette tibergibt und anschliessend an derselben Stelle eine Palette tibernimmt. In diesem Fall
wird keine Leerfahrt zwischen den Transportfahrten ausgefiithrt. Es kann jedoch angenommen
werden, dass der Prozessor nicht dieselbe Palette wieder iibernimmt, die soeben iibergeben wurde.
Folglich muss der iibernehmende Prozessor zwischenzeitlich die Palette an einen andern Prozes-
sor abgeben und eine neue Palette von einem angrenzenden Prozessor iibernehmen. Diese neue
Palette wird anschliessend vom urspriinglichen Prozessor iibernommen. Daraus geht hervor,
dass ein Prozessor zwischen einer Uebergabe und Uebernahme an derselben Position eine gewisse
Zeit warten muss, bis die neue Palette in Empfang genommen werden kann. Diese Wartezeit
bedeutet eine zeitliche Belastung des Prozessors und kann in diesem Sinne als eine spezielle soge-
nannte O0-Leerfahrt betrachtet werden. Aufgrund der notwendigen zwischenzeitlichen Prozessor-
bewegungen kann eine untere Schranke berechnet werden fir die Wartezeit zwischen einer
Uebergabe und einer Uebernahme an derselben Position. Die Dauer einer O-Leerfahrt wird dieser

Wartezeit gleichgesetzt.

Fiir die folgenden Betrachtungen wird angenommen, dass sich ein Prozessor zu Beginn eines
Lagerprozesses an einer Ubergabe- oder Ubernahmeposition befindet und am Ende wieder an
diese Position zurtickkehrt. In diesem Fall bilden die Fahrtbewegungen eines Prozessors eine
geschlossene Route, welche an einer bestimmten Position startet und am selben Ort endet. Diese

Route stellt eine alternierende Folge von Transport- und Leerfahrten dar.

Prozessor-Subgraph

Als Prozessor-Subgraph G, eines Prozessors mi Mwird der (vollstindige) Subgraph im
System-Graphen G bezeichnet, welcher durch die zum Prozessor gehorenden Knoten V,,indu-
ziert wird. Dieser umfasst die Fahrtbogen Ei und Schlingen th(fiir O-Leerfahrten) und ist
gegeben durch G, = &/, Eﬁ1 E Erl;v ch

Im G, bilden die Fahrtbewegungen eines Prozessors M eine geschlossene Bogenfolge, welche
sich aus Teilwegen zusammensetzt, die alternierend Transportfahrten und Leerfahrten reprisen-
tieren. Eine Transportfahrt ohne Zwischenhalt entspricht einem einzelnen Bogen, wiahrend eine
Transportfahrt mit Zwischenhalten einen Teilweg darstellt, welcher aus mehreren Bogen besteht.
Prinzipiell sind auch bei Leerfahrten Zwischenhalte moglich. Weiter unten wird jedoch gezeigt,
dass aufgrund der Modellierung der Leerfahrten angenommen werden kann, dass diese ohne

Zwischenhalte ausgefiihrt werden und somit einem einzelnen Bogen entsprechen.
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Die folgende Abbildung zeigt schematisch die Fahrtroute eines Prozessors im Graphen G,
Transportfahrten sind im Gegensatz zu Leerfahrten mit dicken Pfeilen eingezeichnet. Durch die
eingezeichneten Zwischenknoten bei den Transportfahrten wird angedeutet, dass diese (bei Zwi-
schenhalten) aus mehreren Bogen bestehen koénnen. Die Uebergabebogen (bzw. Auf-/Ablade-
Bogen) sind gestrichelt eingezeichnet. Sie fithren aus dem Prozessor-Subgraphen G, hinaus

oder in diesen hinein.

Prozessor-Subgraph

----o----

Uebernahme Uebergabe
Abbildung 3.1. Fahrtroute eines Prozessorsim Subgraphen G,

Start- und Zielpositionen der Leerfahrten

Im vorangehenden Abschnitt wurde gezeigt, dass auf jede Transportfahrt eine Leerfahrt folgt,
welche an der Zielposition (d.h. der Uebergabeposition) der Transportfahrt startet. Umgekehrt
erfolgt vor jeder Transportfahrt eine Leerfahrt, welche an der Startposition (d.h. der Uebernahme-

position) der Transportfahrt endet.

Betrachte nun eine einzelne Prozessorposition (d.h. eine Uebergabe- bzw. Uebernahmeposition).
Die Anzahl der Leerfahrten, welche an dieser Position starten, entspricht der Anzahl Transport-
fahrten, welche an dieser Position enden. Analog entspricht die Anzahl der Leerfahrten, welche

an dieser Position enden, der Anzahl Transportfahrten, welche an dieser Position starten.

Die Anzahl der Transportfahrten, welche an einer Position enden, entspricht der Anzahl Ueberga-
ben bzw. Ablade-Aktionen, welche an dieser Position stattfinden. Analog entspricht die Anzahl
der Tranportfahrten, welche an einer Position starten, der Anzahl der Uebernahmen bzw. Auf-

lade-Aktionen, welche an dieser Position erfolgen.

Bei gegebenen Ein- und Auslagerungsfliissen X und *', i T | lasst sich die Anzahl der Ueber-
gabe- und Ablade-Aktionen an einer Position bestimmen. Sie entspricht der Summe der Ein- und

Auslagerungsfliisse auf den Transfer- und Abgabebogen, welche aus dem entsprechenden Knoten
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im System-Graphen herausfiihren. Analog entspricht die Anzahl der Uebernahme- bzw. Auflade-
Aktionen der Summe der Ein- und Auslagerungsfliisse auf den Transfer- und Aufnahmebogen,
welche in den entsprechenden Knoten hineinfithren. Bezeichne die Anzahl Uebergabe- und
Ablade-Aktionen in einem Knoten vi Vals a,und die Anzahl Uebernahme- und Auflade-Aktio-

nen als b,,. Es gilt:

aV:é{xi_e:eT d"WCEEED)IT N+ , viV 3.7)
8{x:el d"(v)C(ETEE").iT 1}

b,=8{x,:;el d(WCEEE)iT I+ ., VIV (3.8)
8{x:el d(vCEEE").IT I}

Hierbei bezeichnet d+(v) bzw. d (v)die Menge aller Bogen im System-Graphen, welche aus
einem Knoten VI V herausfithren bzw. in diesen hineinfiihren. Die Menge ETentspricht den
Transferbogen und die Mengen E~ bzw. E” den Aufnahme und Abgabebogen fir Ein- bzw. Aus-

lagerungsfliisse.

Geméiss obigen Ausfiihrungen entspricht a,, bzw. b, gleichzeitig der Anzahl Transportaktionen,

welche in vV enden bzw. starten.

Leerfahrten-Flisse

~ =S L
Zur Modellierung der Leerfahrten werden zuséitzliche Flussvariablen {y,: el E™E E Jauf den
Fahrtbogen ES und den Schlingen EL (fur O-Leerfahrten) eingefiihrt. Diese entsprechen der
Anzahl Leerfahrten, welche von Start- zum Endknoten des betreffenden Bogens ausgefiihrt wer-

den.

Die Anzahl der Leerfahrten, welche in einem Knoten VI V starten, ist gegeben durch die Summe
der Leerfahrtenfliisse auf den Fahrtbogen und Schlingen, welche aus v herausfithren. Analog ist
die Anzahl der Leerfahrten, welche in v enden, gegeben durch die Summe der Leerfahrtenfliisse

auf den Fahrtbogen und Schlingen, welche in v hineinfiithren.

Vorangehend wurde gezeigt, dass die Anzahl der Transportfahrten, welche in einem Knoten
vl V enden bzw. starten, gegeben ist durch a,, bzw. bv. Weiter wurde bemerkt, dass die Anzahl
der Leerfahrten, welche in Vv starten bzw. enden, der Anzahl der Transportfahrten entspricht,

welche in v enden bzw. starten. Somit lassen sich die folgenden Gleichungen formulieren:
) . aT + Sp L
a,=a{ye-el d (VC(ETEE)} (3.9)
o ol A Se L
b,=a{y.:el d (V) C(ETEE")} (3.20

c
Hierbei entspricht die rechte Seite der Anzahl Leerfahrten, welche in v starten bzw. enden. E™ ist

die Menge der Fahrtbogen und EL die Menge der Schlingen, welche die O-Fahrten reprasentieren.
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Transportproblem

Gegeben seien ganzzahlige Ein- und Auslagerungsfliisse X und x I, iT I Gemass (3.7) und (3.8)
werden durch diese Fliisse fiir jeden Knoten VI Vin m1 M die Grossen aund b\lpestimmt.
a,, entspricht der Anzahl der in v endenden und bv der in Vv startenden Transportfahrten von

Prozessor m.

Betrachte nun die Gleichungen (3.9) und (3.10) fiir einen einzelnen Prozessor mi1 M. Da der Pro-
S L v 1e . . . . .
zessor-Subgraph G, = &/, E,,E E,, Cfiollsténdig ist, lassen sich die rechten Seiten dieser

Gleichungen schreiben als:

o . T + S‘ L o T
af{ye.:el d (vyC(ETEE)} a Yvw vl vV

8{y.:el d (v)G (E°E EM)} A Yoo WV,

Daraus wird ersichtlich, dass Gleichungen (3.9) und (3.10) fiir jeden Prozessor m die Restriktio-
nen eines Transport-Problems darstellen. Dieses Transportproblem modelliert die Zuordnung der
Leerfahrten zwischen den Prozessorpostionen V . Auf der einen Seite stehen die Knoten V, als
"Angebotsknoten', wobei jeder Knoten v | V,ein "Angebot' von a, Leerfahrten hat, welche in v
starten. Auf der anderen Seite stehen die Knoten V als "Bedarfsknoten', wobei jeder Knoten

wi Vm einen Bedarf von bV Leerfahrten hat, welche in W enden.

Eine untere Schranke fiir die Dauer einer Leerfahrt von v nach w ist gegeben durch das Bogen-
gewicht c,,, im System-Graphen G. Dieses entspricht der Dauer einer Direktfahrt von vnach w

Falls bei einer Leerfahrt Zwischenhalte eingeschaltet werden, ist ihre Dauer auf Grund der Drei-
ecksungleichung, welche fiir die Bogengewichte von G gilt, mindestens so gross wie bei einer
Direktfahrt. Fiir eine Abschétzung der Leerfahrten-Dauer kann somit angenommen werden, dass

die Leerfahrten direkt erfolgen und ihre Dauer durch C,,, gegeben ist.

Zur Abschitzung des Leerfahrten-Aufwandes ldsst sich nun fiir jeden Prozessor m| M das fol-

gende Transport-Problem P (m) formulieren.

Transport-Problem P (m):

mn 3  CcuYww (3.11)
vwi vV,
A Y= A vl Vo (3.12)
wi Vv,
a Yuw= by wi V., (3.13)
vi v,
You? 0. vwl Vo (3.14)
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Dieses Transport-Problem ist eingebettet in das weiter oben beschriebene Flussproblem in dem
Sinne, dass die "Angebote’ a, und '"Bedarfe" b, keine Konstanten darstellen, sondern geméss

(3.7) und (3.8) von den Werten der Ein- und Auslagerungsfliisse abhingig sind.

Im néchsten Satz wird gezeigt, dass das Minimum von P (M) eine untere Schranke darstellt fiir
die Gesamtdauer der Leerfahrten von Prozessor mi M. In der Beweisfithrung wird gezeigt, dass
sich das Problem der minimalen Leerfahrten-Dauer eines Prozessors m darstellen ldsst als Trave-
ling Salesman Problem in einem vollstdndigen gerichteten Graphen. Die Knoten dieses Graphen
entsprechen den einzelnen Transportfahrten des Prozessors. Die Bogengewichte sind gegeben als
die Dauer einer Leerfahrt (ohne Zwischenhalte) von der Endposition einer Transportfahrt zur
Startposition einer andern Transportfahrt. Das Traveling Salesman Problem 16st die Aufgabe, die
Transportfahrten so aneinanderzureihen, dass die Gesamtdauer der Leerfahrten minimal ist.
Anschliessend wird gezeigt, dass das Transport-Problem P (M) eine Relaxation dieses Traveling
Salesman Problems darstellt und dquivalent ist zu dessen Assignment-Relaxation (bei welcher die

Teiltoureneliminations-Ungleichungen weggelassen werden).

Satz 3.1. Seienx und x ,iT 1, ganzzahlige Ein- und Auslagerungsfliisse. Dann ist das Optimum
von P (m) eine untere Schranke fiir die Dauer der Leerfahrten und Wartezeiten von Prozessor mi M .

Beweis:

(1) Zuerst wird gezeigt, wie aufgrund der Ein- und Auslagerungsfliisse die Menge Q(Ir) der
Transportfahrten auf Prozessor m bestimmt werden kann. Sei P die Menge aller st-Wege und
Zyklen im Einlagerungsgraphen &V, E, cfund Pdie Menge aller § tWege und Zyklen im Aus-
lagerungsgraphen &/, E, cfiBezeichne P(€)ozw. P(e}lie Menge der Wege und Zyklen, welche
den Bogen el Ebzw. el Eenthalten.

Aufgrund der Flussdekompositions-Eigenschaft existieren Skalare (r‘r’ibT IN: pT P)und

(r‘ri)T IN: pT P),sodassfiralleil | gilt:

x:sz Aé m'b el E und x = 3 r‘n'b el E
pl P(e) pl P(e)

Die Werte von ni) bzw. I’_TL entsprechen der Anzahl Paletten von Artikeltyp i, welche auf der Route

p ein- bzw. ausgelagert werden. Beachte, dass diese Flusszerlegung im allgemeinen nicht eindeu-

tig ist, d.h. dass verschiedene Moglichkeiten existieren kénnen, die Ein- und Auslagerungsfliisse

als Palettentransporte zu interpretieren.

Betrachte nun einen einzelnen Prozessor mi M. Sei Qo(m)die Menge aller (elementaren) Pfade
im Graphen é\/m, th, cfi Qo(m)entspricht der Menge aller moglichen azyklischen Transport-
routen von m. Bezeichne P[] die Menge der Routen in P, welche einen Palettentransport auf

Fahrtroute g1 Qo(m)umfassen, d.h. welche 0@als Teilweg enthalten:
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Plal = { (v €, vy, ¥4, V) 1 P:esexistieren 0<j£k<I, sodass
(vj,ej+1, Vi+1 Ya,v,)=q und Vi_1 Viegp ! Vit

Sei P[q] analog definiert fiir P. Fiir eine gegebene Flusszerlegung ist die Anzahl Palettentrans-

porte | q auf Route g1 Qo(m)gegeben durch

— ° i o i
= a4 _m* a4
il 1,pl P[q] iT1,pl Plq]
Die Menge Q(m) aller (azyklischen) Transporte auf Prozessor m lésst sich somit darstellen durch

das Multiset
QM) ={q"”:q7 Q%m),r=1,%,I o

Beachte, dass Q(I) durch die Ein- und Auslagerungsfliisse nicht eindeutig definiert ist, sondern

von der gewihlten Flusszerlegung abhiéngig ist.

(2) Die Berechnung der minimalen Gesamtdauer der Leerfahrten von Prozessor m bei gegebener
Menge Q(Im) von Transportfahrten kann als Traveling Salesman Problem formuliert werden. Fir
gl Q(m) bezeichne t(q) die Start- und h(q)die Endposition der Transportfahrt. Zwischen zwei

aufeinanderfolgenden Transportfahrten g, ' Q(r)muss eine Leerfahrt von h(g)ach t(q)

ausgefliihrt werden. Die Dauer dieser Leerfahrt kann geméss obigen Ausfiithrungen angenommen
werden als Cy, (), t(q) Die minimale Gesamtdauer der Leerfahrten von Prozessor mist somit gege-
ben durch die Lange einer minimalen Traveling Salesman Tour im vollstédndigen gerichteten Gra-
phen mit Knoten Q(Ir) und Distanzen Ch(q), t(q)fir G g T Q(m), gL Mezeichne dieses

Traveling Salesman Problem als P ~“(m).

(8) Seien {Zq q.T {0,1}:q.gT Q(m),q? ohinire Variablen mit =fills Transport-

Zq’ q;

fahrt ' unmittelbar nach qausgefiihrt wird, und z, , = Osonst. Das folgende Zuordnungspro-

a9
blem P 1(m) bildet eine Relaxation (Weglassen der Teiltoureneliminations-Ungleichungen) des

Traveling Salesman Problems P O(m):

Zuordnungsproblem P 1(m) :

min ) a Ch(q), () Zq, q (3.15)
a.91 Q(m),q* q
! Zqq =1, ql Q(m) (3.16)
g1 Qm),q*q
;! Zg.q = 1. gl Q(m) (3.17)
ql Q(m),q* q
Zqq! {01}, 9T Q(r).q*q (3.18)

Bezeichne Qv die Menge der Transportfahrten in Q(nr) welche an Position vi Vrﬁanden und

QW die Menge der Transportfahrten, welche in w Vstarten. Es gilt:



76 Kapitel 3 Modell zur Leistungsanalyse

Y W

QM =E ; Q=E, Q (3.19)

vl v,

Durch Addition der Restriktionen (3.16) tiber q1 Q, und (3.17) iiber ql Q"erhilt man fol-
gende als Relaxation von P l(m) das folgende Problem P 2(m)

Problem P 2(m) :

min ) a Chiq). t(q) > 2q, q (3.20)
q.d1 Qm).q g )
& 8 zgg=Ql. ViV, (3.21)
gl Q,ql Q(m),g*q
2 2 I Y,  wiv, (3.22)
dT Q"al Qm),a*q
zq’ q' I {O! ]} ] q1 qI I Q(rr)v q 1 q‘ (323)

Durch Zerlegung von Q(IT) gemiss (3.19) und unter Beriicksichtigung, dass Ch(a), t(q)) = Cvw
fiir alle 1 QV, gl Q lésst sich P 2(maechreiben als:

Problem P 3(m) :

min ,é é_ C,w a a 20 o (3.249)
VI Vi WE Vg1 Q, g7 Q" at g
unter den Bedingungen (3.25
4 A 3 Zqq=|Q VI Vp (3.26)
wi v, al Q, T Q%atq
a & 8  Z4q= ",  wiv, (3.27)
vi Vi g7 QY al Quatq
Zqq! {01}, a1 Q(r).q*q (3.28)

Durch die Substitution y,,, =g =~ a . 2y grhalt man schliesslich das folgende
4 ql Q, dl QLdq*q ~
Transportproblem P "(m):

Transportproblem P 4(m) :

mn 3  CcuYww (3.29
vwi vV,

& Y= vl Vv (3.30)
wi Vv,

i Ym0l Wi

2 y= Q" wiv, (3.31)
vl v,
Youw? O, vwl Vo (3.32)

Dieses Problem entspricht dem anfinglich definierten Transportproblem P (m), mit dem Unter-

schied, dass bei letzterem die rechten Seiten gegeben sind durch a,, bzw. bV.
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(4) Zeige, dass die beiden Transportprobleme P4(m) und P (m)identisch sind. Dazu muss
gezeigt werden, dass unabhéngig von der gewédhlten Flusszerlegung ‘QV| = a,und ‘QW‘ = bV@st

fir alle v, w | Vm Gemaiss Definition von Qvund [ qg“ilt

o — o o i o _i¢
Qj= & de= A F A& o &
gl Qm):h@=v  af Qm):h(g)=v '! 1P PlAl = iT 1 pl Plq]
Sel Py = B 1 my:nqy=vPIH™  Pu= B 0%y : () - REIMenge der Routen in P

bzw. P, welche eine Transportfahrt umfassen, die in an Position V1 V endet. Damit l4sst sich

‘QV| schreiben als

Q= & m+ & n
I,pl l,pl

il P, il

Py

Aufgrund der Definition des System-Graphen G ist P, = Eei dwCEE E*)P(e)nd

Pv=E & (vCEEE) P(e) . Daraus folgt:

Q/=a&i & nhiel d'WGEEE )T Iy+
pT P(e) b
ai & el WG ETEEDIT Iy
"'pi P(e) {)
und weiter:

Q)=a{x:el d'WGEEE)ITI}+
8{x:el (WG EEEIT N

Gemaiss (3.7) gilt somit |QV| = a fur alle vl V. Analog kann gezeigt werden, dass |QW| = b,
ist fir alle v Vm

(5) Schliesslich wird noch gezeigt, dass die Optimalwerte von P 1(m) und P (m)identisch sind.
Da die Optimalwerte von Pz(m), Ps(m)und P (mpffensichtlich identisch sind, muss nur
gezeigt werden, dass P l(m) und P 2(m)denselben Optimalwert haben. Da P 2(m%ine Relaxa-
tion von P 1(m) darstellt, ist das Optimum von P Z(m)kleiner gleich dem Optimum von P 1(m)
Somit muss nur gezeigt werden, dass das Optimum von P 1(m) kleiner gleich dem Optimum von
P 2(m) ist. Dazu wird gezeigt, dass aus jeder Losung von P 2(m) eine Losung von P 1(m)mit

identischem Zielfunktionswert konstruiert werden kann.

Sei { Zy g9 gl Q(m), gt ggine Losung von P 2(mVeré,ndere diese Losung sukzessive fir
alle vI1 Vm durch wiederholtes Ausfithren der folgenden Schritte: (1) Finde ein qT vait

Zq,
£

Agi Qm), gt q
ri Q,,rtq, mi

2 = 0 und zq’ "

= 0. (2) Falls ein solches q existiert, dann existiert geméss (3.21) auch ein

q
Agi om) g g > 13) Wahleein r'l Q(r) r' it 2, p.%4) Setze

1
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Die nach einer solchen Variablendnderung erhaltenen Werte bilden offensichtlich wiederum eine
Loésung von P 2(m). Der Zielfunktionswert der neuen Losung ist identisch mit demjenigen der
v, t(r" Wenn fiir alle VT \kgein ql Qy

mit der obigen Eigenschaft mehr gefunden wird, liegt eine Lésung von P (m) vor, welche alle

vorangehenden Losung, da Ch(r), t(r) = Ch(g), t(r) = C

Gleichungen (3.16) erfiillt. Auf analoge Weise kann diese Losung weiter verdndert werden, so

dass sie schliesslich auch alle Gleichungen (3.17) erfiillt. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Zusammenfassend wurde zunichst gezeigt, dass eine untere Schranke fiir die Leerfahrten-Bela-
stung von Prozessor m gegeben ist durch das Optimum des Traveling Salesman Problems
P O(m) . Da das Zuordnungsproblem P l(m) eine Relaxation von P O(m)bildet, ist auch das Opti-

mum von P l(m) eine (schlechtere) untere Schranke fiir die Leerfahrten-Belastung. Schliesslich
wurde gezeigt, dass das Optimum des Transport-Problems P (m) identisch ist mit dem Optimum

von P 1(m) und folglich eine untere Schranke fiir die Leerfahrten-Belastung darstellt.

Betrachte nun eine optimale Losung {Xi, *i, y:i1 I}des Flussproblems von Abschnitt 3.2. mit
den zusitzlichen Leerfahrten-Gleichungen (3.7)...(3.10). Die Werte von Y stellen nicht unbedingt
Optimallésungen der Transport-Probleme P (m), mi M dar. Das heisst, dass die Leerfahrten-
Belastungen moglicherweise liberschitzt sind in dieser Losung. Diese Ueberschétzung hat jedoch
keinen Einfluss auf das Optimum des Problems. Dies ist folgendermassen einzusehen: Aus der
Optimallésung {Xi *i y:il 1}lasst sich eine zulidssige Losung {Xi *i y¢: i1 Bonstruieren,

SO dass y( eine Optimallésung fiir alle P (m), mi M darstellt hinsichtlich der gegebenen Fliisse
X * i1 1. In dieser Losung sind die Leerfahrten korrekt durch eine untere Schranke abge-
schéatzt. Der Zielfunktionswert dieser Losung kann jedoch nicht grdsser sein als derjenige der

urspriinglichen Optimallésung, da diese sonst wiederspriichlicherweise nicht optimal wére.

Prozessorbelastung

Im bisherigen Modell wurde eine untere Grenze fir die zeitliche Belastung der Prozessoren auf
der Basis der Transport-, Transfer- und Auf-/Abladeaktionen berechnet. Aufgrund der obigen
Ausfiihrungen lasst sich nun zusétzlich eine Abschitzung der Leerfahrtenbelastung in die
Berechnung miteinbeziehen. Unter Einbezug der Leerfahrtenfliisse Yy erhilt man folgende

Abschitzung fiir die Belastung eines Prozessors mi M:

L(m)=°{cxi:eT E..il I}+°{c*i:eT Enil 1} +3{c.y.:el ESEEL} (3.33)
dlte’e m alte?e m atele m m

Die neu hinzugefiigte Komponente entspricht der Summe der Leerfahrtenzeiten auf den Fahrtbo-

c
gen E_ und Schlingen Erl;] von Prozessor m

Zielfunktion

In Abschnitt 3.2. wurde gezeigt, wie mit Hilfe eines negativen €-Ausdrucks in der Zielfunktion

unnotige Zwischenhalte und zyklische Leerfahrten in einer Optimalldsung eliminiert werden
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koénnen. Analog kann eine Ueberschitzung der Leerfahrten-Belastung vermieden werden, indem
die Leerfahrten ebenfalls in den €-Ausdruck aufgenommen werden. Die neue Zielfunktion lautet

dementsprechend:
mn&{s +s il 1} (3.34)
—e(é{cex'e:eT Eil I}+g°1{ce>‘<'6:eT E,il 1}+&{cy,:el ESE EL})

Zusammenfassend wurde in diesem Abschnitt gezeigt, wie die Belastung der Prozessoren durch
Leerfahrten im Modell berticksichtigt werden kann. Dazu wurde fir jeden Prozessor ein Trans-
port-Problem definiert, welches eine untere Schranke fiir die Leerfahrtenbelastung berechnet.
Diese Transport-Probleme sind in das Flussproblem eingebettet und hangen ab von den Werten

der Ein- und Auslagerungsfliisse.

3.4. Rotation und Verwellzeiten

In den vorangehenden Abschnitten wurde ein Optimierungsmodell entwickelt, welches eine
Menge von Ein- und Auslagerungen generiert, so dass die Anzahl der ein- und ausgelagerten
Paletten maximal ist in der betrachteten Zeitperiode. Fir die Wahl der Transportrouten der Ein-
und Auslagerungen werden in dem Modell keine Vorgaben gemacht. Der Optimierungsalgorith-
mus entscheidet tiber die Start- und Zielpositionen der Routen sowie iiber die Fahrtwege zwischen
diesen Positionen. Die Wahl der Lagerplitze, an denen eingelagert wird, oder von denen ausgela-
gert wird, ist somit Aufgabe des Optimierungsverfahrens und unterliegt keinen Einschrankun-

gen.

Daraus resultiert ein unerwiinschter Effekt: Da die Anzahl der Ein- und Auslagerungen maxi-
miert werden soll, erfolgen die Ein- und Auslagerungen vorzugsweise an Lagerpositionen, welche
sich nahe bei den Ein- und Ausgangspunkten befinden. Dadurch kann der Arbeitsaufwand der
Prozessoren verringert und entsprechend die Zahl der Ein- und Auslagerungen erhoht werden.
Eine mogliche Konsequenz ist, dass in einer Optimallésung nur einige wenige Lagerpositionen
aktiv sind, an denen eine grosse Anzahl von Paletten ein- und ausgelagert wird. Dies ist fiir den
konkreten Lagerbetrieb aus zwei Griinden unrealistisch: Erstens haben die Lagerpositionen eine
beschriankte Lagerkapazitit. Zweitens verbleibt eine Palette normalerweise fiir einen gewisse Zeit

im Lager und wird nicht sofort nach der Einlagerung wieder ausgelagert.

An dieser Stelle sei noch einmal darauf hingewiesen, dass aus Griinden der Modellgrésse ein
reduzierter System-Graph betrachtet wird, bei welchem nicht alle Lagerplétze einzeln als Knoten

verwaltet werden (vgl. Abschnitt 3.1.). Die Lagerplétze eines Korridors werden zu einem einzigen
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(oder einigen wenigen) fiktiven Lagerknoten zusammengefasst, dessen Kapazitat der Anzahl der

Lagerplétze entspricht, welche durch diesen Knoten reprisentiert werden.

Falls ein Lagerprozess betrachtet wird, bei welchem nur Einlagerungen durchgefiihrt werden, ist
die maximale Anzahl Einlagerungen an einem Lagerknoten gegeben durch die Anzahl der Lager-
pléatze, welche durch diesen Knoten reprisentiert werden. Wenn nur Auslagerungen betrachtet
werden, ist die Anzahl der Auslagerungen ebenfalls durch die Lagerkapazitit des Lagerknotens
beschrankt. Falls in einem Lagerprozess gleichzeitig Ein- und Auslagerungen erfolgen, kann
zwischen drei Arten von Paletten unterschieden werden: (1) Paletten, die eingelagert werden und
im Lager bleiben, (2) Paletten, die anfanglich im Lager sind und ausgelagert werden, (3) Paletten,
welche eingelagert und im Verlaufe des Lagerprozesses wieder ausgelagert werden. Diese Palet-

ten werden rotierende Paletten genannt (beziiglich des betrachteten Lagerprozesses).

Rotierende Paletten verbleiben normalerweise fir eine bestimmte Zeitdauer im Lager. Hiufig
wird bei der Lagerhaltung unterschieden zwischen verschiedenen Klassen von Artikeln, welche
sich beziiglich ihrer durchschnittlichen Aufenthaltszeit im Lager unterscheiden. Ein bekannter
Ansatz ist die sogenannte ABC-Klassifizierung, bei welcher die Artikel in Schnelldreher, Nor-
maldreher und Langsamdreher eingeteilt werden. Schnelldreher haben eine relativ kurze mittlere

Verweilzeit, wiahrend sich Langsamdreher durchschnittlich viel ldnger im Lager aufhalten.

In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie die Informationen iiber die Lagerkapazitit der Lagerknoten
sowie die mittlere Verweilzeit der verschiedenen Artikelklassen in das Modell integriert werden
koénnen. Ziel dabei ist, den oben erwahnten, unerwiinschten Effekt zu eliminieren und eine reali-

stische Verteilung der Ein- und Auslagerungen auf die Lagerknoten zu erreichen.

An dieser Stelle wird auch ersichtlich, weshalb bei der obigen Formulierung des Modells verschie-
dene Typen i | | von Artikeln (bzw. verschiedene Typen X von Guterfliissen) eingefiihrt wurden.
Diese Unterscheidung erlaubt es, Artikelklassen mit unterschiedlicher Verweildauer getrennt

voneinander im Modell zu behandeln.

Zusatzliche Modellgrossen

Es werden die folgenden zusétzlichen Grossen in das bestehenden Modell eingefiihrt:

Parameter:
t' Mittlere Verweilzeit (in Std.) einer Palette von Artikeltyp i, i1 |
s . . . < P
I’IVi Lagerkapazitit (Anzahl reprasentierte Lagerplédtze) von Lagerknoten v, vI V
v Untere Schranke (Anzahl Paletten) fir den Anfangslagerbestand von Artikeltyp i im

Lagerknoten v, V1 VP. Es gilt le 30
Uy Obere Schranke (Anzahl Paletten) fiir den Anfangslagerbestand von Artikeltyp i im
Lagerknoten v, V1 VP. Es gilt U i, £n,
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Variablen:

ui, Anfangslagerbestand (Anzahl Paletten) von Artikeltyp i im Lagerknoten Vv, vi VP,
il

Si, Anzahl stationirer Paletten von Artikeltyp i im Lagerknoten v, v1 VP, il

Ein- und Auslagerungen an den Lagerknoten

Die Gesamtzahl der Einlagerungen eines Artikeltyps i an einem Lagerknoten vi VP ist gegeben
durch den Einlagerungsfluss Xi/,t auf dem Abgabebogen (V, t) welcher vom Lagerknoten vzur
Einlagerungssenke t fithrt. Analog ist die Gesamtzahl der Auslagerungen an einem Lagerknoten
vi VP gegeben durch den Auslagerungsfluss *§I v auf dem Aufnahmebogen (S, v) welcher von

der Auslagerungsquelle € zum Knoten v fihrt.

Lagerbestande

Die beabsichtigte Modellerweiterung erfordert die Verwaltung der anfanglichen Lagerbestinde in
den Lagerknoten. Dazu werden die Variablen ui/ eingefiihrt, welche fiir jeden Lagerknoten
vi VP angeben, wieviel Paletten von jedem Artikeltyp i vor Prozessbeginn in dem Knoten V
gelagert sind. Da die Grossen ui, als Variablen modelliert werden, entscheidet das Modell tiber
den anfinglichen Lagerzustand und ist somit unabhingig von der Vorgabe eines bestimmten
Anfangszustandes. Um trotzdem eine Einflussmoglichkeit auf den Anfangszustand zu haben,
werden die unteren und oberen Schranken Ui/ bzw. L]i,als Parameter eingefiihrt. Fir die

Anfangslagerbestidnde der verschiedenen Artikeltypen in den Lagerknoten wird gefordert, dass
sie sich innerhalb dieser Schranken befinden. Fiir den gesamten Anfangslagerbestand (aufsum-
miert tiber alle Artikeltypen) in einem Lagerknoten muss gelten, dass dieser die Lagerkapazitat

des Knotens nicht iberschreitet. Daraus resultieren die folgenden Restriktionen:

ulgu 0y,  vi Vil (3.35)

é{ui,:iT 1} £n,, vi Vel (3.36)

Die Endlagerbestinde der Artikeltypen in einem Lagerknoten vi VP sind gegeben durch die

Summe der Anfangsbestinde und der Einlagerungen abziiglich der Auslagerungen, d.h.
; : :

v, t

gesamten Endlagerbestand (aufsummiert {iber alle Artikeltypen) in einem Lagerknoten muss gel-

ui,+ X _*§| v- Bs wird gefordert, dass diese Endlagerbestdnde nicht negativ sind. Fur den
ten, dass dieser die Lagerkapazitidt des Knotens nicht liberschreitet. Daraus resultieren die fol-

genden Restriktionen:

U+ X, —%¢ 2 0, vi V5l (3.37)

é{uiﬁxi/t—*giv:ﬁ 1} £n,, vi Vit (3.38)
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Rotierende Paletten

Neben den Anfangslagerbestdnden ui, werden als zusétzliche Variablen die Anzahl si, der statio-
niren Paletten von Artikeltyp i im Lagerknoten v 1 VP eingefiuhrt. Ein Palette heisst stationér,
wenn sie sich im Lager befindet, aber wihrend des gesamten betrachteten Lagerprozesses nicht
bewegt wird. Die Gesamtmenge *§| y der ausgelagerten Paletten von Artikeltyp i im Knoten Vv
lasst sich unterteilen in nicht-rotierende und rotierende Paletten. Ein nicht-rotierende Auslage-
rungspalette befindet sich zu Beginn im Lager und wird widhrend des Lagerprozesses ausgela-
gert. Eine rotierende Auslagerungspalette wird wahrend des Lagerprozesses ein- und wieder
ausgelagert. Die Anzahl der nicht-rotierenden Auslagerungspaletten von Artikeltyp i im Lager-
knoten v ist gegeben durch ui, - Si, Die Anzahl der rotierenden Auslagerungspaletten entspricht
*§' Vo (ui, - Si,) . Da die Anzahl der nicht-rotierenden bzw. rotierenden Paletten nicht negativ sein
kann, werden die folgenden Restriktionen aufgestellt:

u-s20,  viVvhill (3.39)

e y—(U—=8)%0, vi Vil (3.40)

Eine rotierende Palette von Artikeltyp i halt sich im Durchschnitt t ! Zeiteinheiten im Lager auf.
Die Summe der mittleren Verweilzeiten aller rotierenden Paletten in einem Lagerknoten ist gege-
ben durch § { (*gi, vz (ui/—si/))ti ©i1 IDiese Summe entspricht dem mittleren Zeitbedarf fiir

Aufenthalte von rotierenden Paletten im Lagerknoten vi VP. Stationdre Paletten halten sich
wahrend der ganzen Zeitperiode T im Lagerknoten auf. Der gesamte Zeitbedarjf fiur Aufenthalte

von stationdren Paletten in einem Lagerknoten V ist somit gegeben durch § { Si/T il 1}

In einem Lagerknoten vV kénnen maximal N, Paletten wihrend maximal T Zeiteinheiten gelagert
werden. Die gesamte verflighare Zeit fiir Aufenthalte in einem Lagerknoten ist somit gegeben
durch n,T. Als Bedingung wird nun gefordert, dass die Summe der Aufenthaltszeiten der rotie-
renden und der stationiren Paletten die verfiigbare Aufenthaltszeit in einem Lagerknoten nicht

uberschreiten darf. Die entsprechende Restriktion lautet:

B {06 = (U =St i T 1} +3{s,T:iT 1} ERT, vV
Durch diese Bedingung wird die Zahl der rotierenden Paletten in einem Lagerknoten in Abhin-
gigkeit von der mittleren Aufenthaltsdauer eingeschrénkt. Damit wird der obenerwéhnte, uner-
wiinschte Effekt beseitigt, dass in einigen wenigen Lagerknoten sehr viele Paletten rotieren, d.h.
ein- und wieder ausgelagert werden. Durch Umformung lésst sich die obige Restriktion schreiben
als:

o il _i L1 o i1, i [ Y ° i ~ P

a{t-T-*S,V'II |}—a{t-T-(UV—5V)-'| I}£nv—a Sy vl V (3.41)

il
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Bemerkung

Falls keine unteren Schranken als Vorbedingungen fiir die Anfangslagerbestdnde ui, festgelegt
sind, d.h. fa_Jlls Uvi = Ofiir alle il lund vi V,Pk('jnnen alle Sl, = @esetzt werden, d.h. die

Variablen Sl, konnen eliminiert werden und die obigen Restriktionen vereinfachen sich dement-
sprechend. Dies entspricht der Forderung, dass stets alle am Anfang im Lager vorhanden Palet-
ten ausgelagert werden. Daraus resultiert keine Beschrankung fir *§I v da ui,beliebig nach

unten angepasst werden kann.

Zusammenhang mit Formel von Little

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass sich bei Betrachtung tliber eine lange Zeitperiode, d.h.
T® ¥, die Restriktionen (3.41) als Anwendung des bekannten Little’schen Gesetzes interpretie-

ren lassen.

Die Formel von Little bezieht sich allgemein auf Bearbeitungssysteme, bei welchen Objekte in das
System eintreten, sich eine Zeit lang im System aufhalten, und anschliessend wieder austreten.
Sie gilt im wesentlichen dann, wenn sich ein System im Gleichgewicht befindet, d.h. wenn die
Zahl der Ein- und Austritte, tiber lange Zeit betrachtet, identisch ist. Genauere Angaben iiber die
Giltigkeit der Formel von Little finden sich beispielsweise in [Little, J. D. C. (1960)], [Jewell, W. S.
(1967)] und [Stidham Jr., S. (1972)].

Das Little’sche Gesetzt stellt einen Zusammenhang her zwischen der mittleren Eintrittsrate |,
der mittleren Aufenthaltsdauer t der Objekte im System und der mittleren Anzahl U von Objek-
ten, welche sich im System aufhalten. Sie besagt, dass die mittlere Anzahl Objekte im System dem

Produkt der mittleren Eintrittsrate und der mittleren Aufenthaltsdauer entspricht:
u=1t

Betrachte nun die Restriktionen (3.41) fiir T® ¥. Zunichst kann in diesem Fall angenommen

werden, dass Sl, ® 0ist, da in einem Lager sinnvollerweise jede Lagereinheit irgendwann einmal

ausgelagert wird. Somit reduzieren sich die Restriktionen zZu
3 {t'_%_*gl, Ll 3-8 {t'%u{, 1iT 1} £n,. Aufgrund von (3.36) gilt U, £ n,, Folglich geht auch

die zweite Summe gegen Null.

Da tiber sehr lange Zeit betrachtet die Ein- und Auslagerungsbilanz in einem Lagerknoten anné-
hernd ausgeglichen sein muss, kann fiir T® ¥ angenommen werden, dass Xi, t @(SI Lilt, d.h.
dass die Zahl der Ein- und Auslagerungen identisch ist. Somit entsprechen die Restriktionen

(3.41) fur T® ¥ den folgenden Bedingungen:
o hili s -~ P
a{t-T-Xv,t'II I} £n,, vl V

Der Ausdruck -]T—Xi/,t entspr_‘icht der mittleren Einlagerungsrate | Lvon Artikeltyp iim Lager-

knoten V. Der Parameter t' entspricht der mittleren Verweilzeit einer Palette von Artikeltyp iin
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einem Lagerknoten. Folglich kann der Ausdruck tl_]—l'_xi, £ = t'] 1,aufgrund des Little’schen Geset-

zes interpretiert werden als der mittlere Lagerbestand von Artikeltyp i im Lagerknoten V. Die
obige Bedingung besagt somit, dass die Summe der mittleren Lagerbestédnde der verschiedenen

Artikel die Kapazitdt n,, des Lagerknotens nicht tiberschreiten darf.

3.5. Modelltubersicht

In diesem Abschnitt werden die in den vorangehenden Abschnitten entwickelten Modellkompo-
nenten zusammengefasst und in einer vollstdndigen Modelliibersicht prasentiert. Das Modell
stellt ein Lineares Programm dar und basiert auf dem Konzept der Mehrgtiterfliissen (multi-com-
modity flows). Darin eingebettet sind Transportprobleme zur Abschitzung der Leerfahrtenbela-
stung. Als weitere Elemente kommen die Restriktionen im Zusammenhang mit den Kapazitiaten

der Lagerknoten und den Verweilzeiten der Paletten hinzu.

Modell zur Leistungsanalyse automatisierter Kompaktlager

Parameter:

Allgemeine Parameter:

G System-Graph, G = é\/O, EO, chi

I Menge der verschiedenen Artikeltypen (Glterklassen, Commodities)
T Dauer der betrachteten Zeitperiode

€ Marginaler positiver Gewichtungsfaktor in der Zielfunktion

Ein- und Auslagerungsfliisse:

a Verhéltnis der Aus- zur Einlagerungsmenge von Artikel i, i | |
b' Verhéltnis der Einlagerungsmenge von Artikel i zur gesamten Einlagerungsmenge,
iT1,8 . Ib'=1

Rotation und Verweilzeiten:

t' Mittlere Verweilzeit (in Std.) einer Palette von Artikeltyp i, i1 |

n, Lagerkapazitiat (Anzahl reprisentierte Lagerpléitze) von Lagerknoten v, vi VP
Untere Schranke (Anzahl Paletten) fiir den Anfangslagerbestand von Artikeltyp i im
. Lagerknoten v, V1 VP. Es gilt UVi 30
lj 1, Obere Schranke (Anzahl Paletten) fiir den Anfangslagerbestand von Artikeltyp i im
Lagerknoten v, V1 VP. Es gilt LJ i, £n,
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Variablen:

Ein- und Auslagerungsfliisse:

Xie Ei_nlagerungsﬂuss (Anzahl Paletten) von Artikeltyp i auf Bogen €, el E
(Xi,W entspricht der Anzahl Einlagerungspaletten von Artikeltyp i, welche von Position
Vv nach w transportiert bzw. tibergeben werden)

X Agslagerungsﬂuss (Anzahl Paletten) von Artikeltyp i auf Bogen €, el E
()‘(1/W entspricht der Anzahl Auslagerungspaletten von Artikeltyp i, welche von Position

V nach w transportiert bzw. tibergeben werden)

S Anzahl eingelagerter Paletten von Artikeltyp i, i1 |
5 Anzahl ausgelagerter Paletten von Artikeltyp i, i 1 |
Leerfahrten:

~ S .
Ye Anzahl Leerfahrten auf dem Bogen €, el E™E EL

Lagerbestéande und stationare Pal etten:

u Anfangslagerbestand (Anzahl Paletten) von Artikeltyp i im Lagerknoten v, v1 VFz

\"
il
i

S, Anzahl stationirer Paletten von Artikeltyp i im Lagerknoten v, v1 VP, il

Weitere Bezeichnungen:

d"(v) Menge der aus Knoten v herausgehenden Bogen in G, V1 VO dt V) ={(v,w)1 EO}
d (v) Menge der in Knoten v hineingehenden Bogenin G, V1 v‘f d (v)={(w, V)1 EO}

Zielfunktion:
max

a{s'+s":il 1} (3.42)
—e(é_{cexie:eT E il I}+§1{ce>‘(ie:eT E,iT 11 +&{cy,:el ESE EL})

Restriktionen:

Ein- und Auslagerungsfliisse:
Flussbilanzen fir Ein- und Auslagerungen:

_ _ : s' firv=s
é{x'e:eT d+(v)(;E}—§{x'e:eT d(VWGE}=i 0 farvi v, il (3.43)
|
[

s' furv=t
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I _
s firv=Ss

]

é{*é:eT de)QE}—é_{*é:eT d (v) CE} =: 0 furvl V, il
|
)

Kapaztétsrestriktionen:

s furv=T

(3.44)

8{cx:el E i1 1}+8{coe:el Epil 1} +8{Cy el ESEE}ET, mi M

Verhaltnis Aus-/Einlagerungen:

i i i .=
S =as, il

Commodity-Mix:
i

s'=b g{s:il 1}, ill

Leerfahrten:

Transportprobleme flir die Prozessoren:

8{y.:el A"V C(ESEEN} = 3 {x el d"(VWC(ETEE)iT 13+

vi vV, mi M

&{yerel (VG (ESEEN} = &1,

A Vm, ml M

Rotation und Verweilzeiten:

Anfangslagerbestéande in den Lagerknoten:

ulgu £0,,  vi Vil

é{ui,:iT 1} En,, vi VP
Endlagerbesténde in den Lagerknoten:

i i i
_ 3
uv'i'xv,t Xs,v 0,

é{uiﬁxi,t—*gi il I} En,, vi VP

Nicht-rotierende und rotierende Pal etten:

u-s20,  viVvhill

i
\%

vi VOl

el d"(vC(ETEE"),il 1}

el d (V)C(ETEEY,iT 11+
el d (V)C(ETEE"),il I}

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)
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P .-

e y—(U-8)% 0, vI Vil (3.55)
Rotationsbeschrankung:
8{t'Txg T =& {8 iT BEn-3 s, viV (3.56)
il
Nichtnegativitit:
x20, el Eill (357)
%20, el Eill (3.58)
s's'so, il (3.59)
.20, el ESEE (3.60)
u,s20,  vi VPl (3.61)

3.6. Numerische Resultate

In diesem Abschnitt wird anhand von zwei konkreten Beispielen die Funktion und Anwendung

des entworfenen Modells zur Leistungsanalyse gezeigt.

In den folgenden Beispielen wird, falls nicht anders vermerkt, bei der Betrachtung automatisier-
ter Kompaktlager von einer Standardkonfiguration ausgegangen. Es wird angenommen, dass
jeder Sektor beidseitig an einen Quergang angrenzt. Weiter wird vorausgesetzt, dass sich auf bei-
den Seiten eines Quergangs ein Aufzug befindet, und dass die Ein- und Ausgangspunkte auf der
untersten Lagerebene bei den Aufziigen liegen. Schliesslich wird angenommen, dass alle Sekto-
ren die gleiche Anzahl Korridore umfassen und jeder Korridor gleich viele Lagerplitze besitzt.
Die Lagerplétze eines Korridors werden im System-Graphen durch einen einzelnen Lagerknoten

reprasentiert.

Problemgrosse

Bei der Modellierung von Lagersystemen mit realistischen Problemdaten resultieren Lineare Pro-
gramme von betrachtlicher Grossenordnung. Da die Variablen und Restriktionen des Modells den
Knoten und Bogen des System-Graphen zugeordnet sind, hingt die Modellgrdsse direkt von der

Grosse des System-Graphen ab.

Betrachte ein automatisiertes Kompaktlager mit s Sektoren, f Ebenen, k Korridoren pro Sektor

und p Positionen pro Korridor. Die Anzahl Aufziige ist gegeben durch |MA| = 2sdie Anzahl
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Quergangwagen durch ‘MB‘ = (s+ 1)fund die Anzahl Korridorwagen durch ‘MC‘ = sfkDie
Anzahl Lagerpositionen betragt |VP| = sfkp

S . ~
Die Grosse der Prozessor-Subgraphen G,,= &/, E,E Ean, ¢A ml Mkann wie folgt berechnet
werden: Es gilt ‘Vm‘ = ffiir mi M',A ‘Vm‘ = k+8ir mi Mhd |Vm| = p,fizr mi. M
Da die Prozessor-Subgraphen vollstindig sind, betrigt die Bogenzahl ‘Ei E Erl;‘ = ‘Vm‘ Do, zwi-

C

schen jedem Quergangwagen und Aufzug sowie zwischen jedem Quergangwagen und Korridor-
wagen ein Transferbogen in beiden Richtungen existiert, ist die Gesamtzahl der Transferbogen
gegeben durch ET =2x2 X‘MB‘ + 2 %2 ><|M.C bie Anzahl Aufnahme-/Abgabebogen fiir Einlage-
rungen bzw. Auslagerungen entspricht E'=E"= ‘MA‘ + ‘VP‘

Zusammenfassend ist die Grosse des Ein- bzw. Auslagerungsgraphen &V E {s,t},E, cibzw.
& E {5, 1}, E, cii wie folgt gegeben:

M= & [V = [2sf] +[(s+ D)f(k+2)] +[sfk(p + 2)]
T M

m
El=E= § \Eil‘z ErLﬂ‘+ET+E*
i

<

= [2sf° + (s + 1)f(k + 2)° + sfk(p + 2)°] + [4(s + 1)f + 4sfk] + [2s + sfkp]

Betrachte nun als Beispiel ein Lager mit €= 5 Sektoren, f= 6Ebenen, k = 2Korridoren pro
Sektor. Da die Lagerplétze eines Korridors durch einen einzelnen Knoten repréasentiert werden,
gilt p = 1. Mit diesen Lagerdimensionen resultiert ein System-Graph der folgenden Grossenord-

nung:

V| = 60 + 792 + 1800 = 2652
IE] = E = [360 + 17424 + 5400] + [ 144 + 2400] + [ 10 + 600] = 26338

Fiir jeden Artikeltyp i | | enthilt das Modell einen Einlagerungsfluss X 1 IREund einen Ausla-
is E

gerungsfluss x'T IR". Bei drei Artikeltypen ergibt sich daraus fiir die Flussvariablen eine

Gesamtzahl in der Grossenordnung von 150(000 Variablen. Dazu kommen noch die Variablen fiir

die Leerfahrtenfliisse sowie fiir die Lagerbestidnde und die stationdren Paletten.

Der Hauptanteil der Restriktionen wird gebildet durch die Bilanzgleichungen der Ein- und Ausla-
gerungsfliisse (fiir jeden Artikeltyp il 1) sowie durch die Transportgleichungen fiir die Leer-

fahrten. Die Anzahl dieser Restriktionen ist im wesentlichen gegeben durch die Anzahl Knoten
des System-Graphen. Fiir das betrachtete Beispiel resultiert daraus eine Anzahl von Restriktionen

in der Grossenordnung von 18000 Restriktionen.

Dieses Beispiel zeigt, dass bei realistischen Lagerdimensionen die Linearen Programme sehr
gross werden konnen. Die berechneten Zahlen beziehen sich auf einen reduzierten System-Gra-
phen, bei welchem die Lagerplitze eines Korridors durch einen einzelnen Knoten représentiert
werden. Ohne diese Reduktion wiirde die Linearen Programme noch weit umfangreicher ausfal-

len und in einem Grossenbereich liegen, welcher kaum mehr zu bewéltigen wére.
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Abschliessend sei darauf hingewiesen, dass die Modellgrosse wesentlich verringert werden kann,
wenn die Prozessorgraphen G nicht als vollstindige Graphen, sondern nur als beidseitig
gerichtete Wege modelliert werden. Dies bedeutet, dass durch Weglassen der transitiven Bogen in
G,,, auf die Darstellung der direkten Transportfahrten verzichtet wird und stattdessen Fahrten
mit Zwischenhalten betrachtet werden. Falls die Prozessoren sich mit konstanter Geschwindig-
keit bewegen wiirden, wire dieser Ansatz dquivalent zum Modell mit transitiven Bogen, da die
Fahrzeit einer Direktfahrt in diesem Falle der Summe der Fahrzeiten der Teilfahrten entsprechen
wirden. Weiter oben wurde jedoch schon darauf hingewiesen, dass die Beschleunigungs- und
Abbremsvorginge einen wesentlichen Einfluss auf die Fahrzeiten der Prozessoren haben. Deshalb

werden die transitiven Bogen im Modell belassen und auf diese Vereinfachung verzichtet.

Implementation

Zur Implementation des Modells wurde die an der Universitat Freiburg entwickelte Modellierspra-
che LPL verwendet (vgl. [Hiirlimann, T. (2001)]. LPL ermdglicht eine parametrisierte Formulie-
rung von Linearen Programmen und generiert als Output sogenannte MPS-Dateien, welche die
Linearen Programme in einer standardisierten Form darstellen. Die MPS-Dateien kénnen von
einem externen Optimierungsprogramm (LP-Solver) weiterverarbeitet werden. Zur Optimierung
wurde der bekannte Solver CPLEX von der Firma ILOG beniitzt.

Die numerischen Tests wurden auf einem Rechner mit Prozessor AMD K6-2, 233 MHz, und 64
MB Speicher unter Windows NT 4.0 durchgefiihrt. Der Rechenaufwand fiir Beispiele mit realisti-
schen Lagerdimensionen erwies sich als relativ hoch, aber bewaltighar. Fiir Beispiele in der Gros-
senordnung des nachfolgenden Beispiels 2 ergab sich ein Zeitaufwand von bis zu 10 Stunden fiir
die Kompilation der LPL-Programme und die Generierung der MPS-Dateien. Die Optimierung der
Linearen Programme mit dem CPLEX-Solver benétigte wesentlich weniger Zeit und lag im
Bereich von 0.5 - 2 Stunden. Der Grund fiir die hohen Kompilierzeiten liegt in der Generierung
der grossen Matrizen, welche fiir die Darstellung der Lager im System-Graphen benotigt werden.
Eine wesentliche Reduktion der Kompilierzeiten kénnte erreicht werden, wenn die Lagerdaten
von einem separaten, effizienten Programm generiert wiirden und als Input fiir die LPL-Modellbe-

schreibung verwendet wiirden.

Prozessoren-Parameter

Die Prozessoren-Parameter fir die folgenden Beispiele basieren auf den Zahlen eines real existie-
renden automatisierten Kompaktlagers. Durch die Prozessoren-Parameter wird die Dauer der ver-
schiedenen Prozessoraktionen (Transport, Uebergabe/Uebernahme, Auf-/Abladen) bestimmt,
woraus sich die Bogengewichte im System-Graphen ergeben. Die Dauer der Transportfahrten
wurde ermittelt aufgrund der Distanzen zwischen den Fahrtpositionen sowie der Geschwindig-
keits- und Beschleunigungsparameter der verschiedenen Prozessoren. Die Dauer der Uebergabe-

und Uebernahme- sowie der Auf- und Ablade-Aktionen basiert auf den Zeitparametern der ver-
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schiedenen Teilaktionen (Positionierung des Transportwagens, Heben- und Senken der Ladevor-

richtungen, Ein- und Ausfahren der Ladegabeln, etc.).

3.6.1. Beispiel 1

Ziel dieses Beispiels ist, zu zeigen, wie in einer optimalen Losung die Ein- und Auslagerungen der
verschiedenen Artikeltypen auf die Lagerkorridore verteilt werden. Daraus lassen sich unter

anderem wertvolle Informationen fiir den Entwurf von Lagerstrategien ableiten.

Betrachtet wird ein kleiner Lagerausschnitt, welcher nur einen Sektor und eine Ebene umfasst.
Der Sektor wird von einem einzigen Quergangwagen bedient, an dessen beiden Enden sich je ein
Aufzug befindet. Der Sektor umfasst 16 Korridore und in jedem Korridor stehen 20 Lagerplitze
zur Verfiigung. Die betrachtete Zeitperiode betrdgt T = 8 Sd. Fiir die anfinglichen Lagerbe-

stdnde in den Lagerknoten (d.h. Korridoren) werden keine Bedingungen vorgegeben, d.h.
UVi =0 und lji,= n,fir i1 1 vi Vel

Die Artikel werden unterteilt in vier Artikeltypen i 1= {1, 2, 3, 4}mit unterschiedlicher Ver-

weilzeit t;. Die Verweilzeiten werden in Abhéngigkeit von der Zeitperiode T spezifiziert. Die Pro-
blemparameter fiir die verschieden Artikeltypen i sind der folgenden Uebersichtstabelle zu
entnehmen. Der Parameter a; entspricht dem Verhaltnis der Aus- zu den Einlagerungen von

Artikeltyp i und b; dem Anteil von Typ i am gesamten Einlagerungsfluss.

Als Resultat der Optimierung zeigt die Tabelle fiir jeden Artikeltyp i eine obere Schranke S i bzw.
S | fir die Anzahl Ein- bzw. Auslagerungen, welche im Zeitraum T = 8 Sd. moglich sind. Die
gesamte Ein- bzw. Auslagerungsleistung ist gegeben durch § i ISi =3 i §i = 44Die totale
Lagerleistung betrigt somit 880 Paletten.

Lagerdimensionen: 1 Sektor, 1 Ebene, 16 Korridore/Sektor, 20 Lager plétze/Korridor
Zeitperiode: T = 8h

Artikeltyp i : 1 2 3 4
Verhaltnis Aus-/Einlagerungen a; : 1 1 1 1
Anteil an Einlagerungen b, : 0.4 0.3 0.2 0.1
Mittlere Verweilzeit t , : 0.25T 0.5T 1T 2T
Einlagerungdeistung s' : 176 132 88 44
Auslagerungsleistung §': 176 132 88 44

Abbildung 8.2. Uebersicht tber Modell-Parameter und Lagerleistung
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Verteilung der Ein- und Auslagerungen

Die folgende Abbildung zeigt die Verteilung der Ein- und Auslagerungen der verschieden Artikel-
typen i1 | auf die Korridore. Die Wahl der Ein- und Auslagerungspositionen ist abhingig von
der mittleren Verweilzeit t; der Artikeltypen und wird im Modell kontrolliert durch die Restrik-
tionen (3.50) ... (3.56).

Die Abbildung zeigt, dass die Paletten mit der kleinsten Verweilzeit (Artikeltyp 1) in denjenigen
Korridoren ein- und ausgelagert werden, welche am néchsten bei den Aufziigen liegen (d.h. Kor-
ridore C;, C,und Cyg, Ci) Je grosser die Verweildauer eines Artikeltyps ist, desto weiter von

den Aufziigen entfernt werden die Paletten ein- und ausgelagert. Gleichzeitig nimmt die Zahl der

Ein- und Auslagerungen in einem Korridor ab, je weiter der Korridor vom Aufzug entfernt ist.

Dieser Effekt 1dsst sich folgendermassen erkliren: (1) Je ndher sich ein Korridor bei einem Auf-
zug befindet, desto kiirzer ist die Transportstrecke des Quergangwagens zwischen dem Korridor
und dem Aufzug. Folglich belasten Ein- und Auslagerungen in randstindigen Korridoren den
Quergangwagen weniger als solche in weiter entfernt liegenden Korridoren. (2) Je kiirzer die
Verweildauer eines Artikeltyps ist, desto mehr Paletten kénnen in einem Korridor rotieren, d.h.
ein- und wieder ausgelagert werden. Somit werden in einer Optimalldsung die randstindigen
Korridore fiir Paletten mit kleiner Verweilzeit verwendet, welche eine hohe Rotation im Korridor

erlauben.
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Abbildung 3.3. Verteilung der Ein- und Auslagerungen auf die Korridore

Dieses Beispiel zeigt, dass mit Hilfe der Restriktionen (3.50) ... (3.56) eine Lagerstrategie model-
liert wird, die auf intuitiv nachvollziehbaren Entscheidungsmechanismen basiert. Artikeltypen,
welche hiufig ein- und ausgelagert werden (sogenannte Schnelldreher), werden an Lagerplitzen
gelagert, welche sich nahe an den Ein- und Ausgangspunkten befinden und mit wenig Trans-
portaufwand bedient werden konnen. Artikeltypen mit grosser Verweilzeit (sogenannte Lang-

samdreher), werden in weniger giinstig gelegenen Korridoren gelagert.

In der Praxis ist es hdufig so, dass die Lagerplitze in verschiedene Lagerbereiche unterteilt wer-
den, welche den Artikeltypen (z.B. ABC-Klassifizierung) zugeordnet werden. Schnelldreher wer-
den in gut erreichbaren Lagerbereichen positioniert und Langsamdreher in Lagerbereichen,
welche mehr Transportaufwand erfordern. Im obigen Beispiel, wo nur ein Sektor und eine Ebene
betrachtet wird, ist sofort ersichtlich, welche Lagerbereiche gilinstig gelegen sind. Ein reales

Kompaktlager umfasst jedoch eine Vielzahl von Aufziigen, Quergangwagen, Durchfahrtskorri-
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doren sowie Ein- und Ausgangspositionen, welche auf verschiedene Art angeordnet sein konnen.
In einem solchen Lager ist die Bestimmung der giinstig gelegenen Lagerbereiche nicht mehr

offensichtlich und stellt ein komplexes Problem dar.

Eine wichtige Rolle spielt dabei auch die Frage nach den Engpass-Prozessoren des Lagersystems.
Ein Lagerbereich kann giinstig gelegen sein in dem Sinne, dass er distanzméssig nahe bei einem
Ein- bzw. Auslagerungspunkt liegt und mit wenig Transportaufwand bedient werden kann.
Wenn jedoch ein zur Bedienung bendétigter Prozessor eine Engpass-Ressource darstellt, ist es
durchaus moglich, dass ein anderer Lagerbereich, welcher weiter entfernt ist und mehr Trans-
portaufwand erfordert, insgesamt giinstiger gelgen ist flir die Positionierung von Schnelldre-
hern. Dies ist moglich, wenn zur Bedienung dieses Lagerbereichs andere Prozessoren bentitzt

werden als die Engpass-Ressource und diese dadurch entlastet wird.

Diese Diskussion zeigt, dass die Lagerstrategie (d.h. die Verteilung der Ein- und Auslagerungen
der Artikeltypen auf die Lagerpositionen) in automatisierten Kompaktlagern ein komplexes Ent-
scheidungsproblem darstellt. Das Modell zur Leistungsanalyse kann beim Entwurf einer Lager-
strategie wertvolle Unterstiitzung bieten. Es liefert Informationen dariiber, wie die verschiedenen
Artikeltypen in Abhingigkeit von ihrer Verweilzeit optimal auf die Lagerbereiche verteilt werden
koénnen. Das Modell gibt Hinweise, welche Lagerbereiche giinstig gelegen sind, welche Artikelty-
pen in welchen Bereichen gelagert werden sollen und wie gross die Lagerbereiche fur die ver-

schiedenen Artikeltypen eingeplant werden miissen.

Abschliessend sei noch darauf hingewiesen, dass die Verweilzeiten in diesem Beispiel relativ klein
gewéhlt wurden (0.25T £, £ 2T), damit der beschriebene Effekt bei Verteilung der Artikeltypen
in Erscheinung tritt. Wenn die Verweilzeiten grosser sind als die betrachtete Zeitperiode T, findet
in den Korridoren keine Palettenrotation statt, und die Wahl der Ein- und Auslagerungspositio-

nen erfolgt willkiirlich.

Belastung der Prozessoren

In der folgenden Abbildung wird gezeigt, wie sich der Arbeitsaufwand bei maximaler Leistung
auf die verschiedenen Prozessoren verteilt. Die aufgefiihrten zeitlichen Belastungen stellen eine
untere Schranke dar fiir den Arbeitsaufwand der Prozessoren, wenn ein Lagerprozess mit der
maximal moéglichen Lagerleistung von 880 Paletten in 8 Stunden realisiert werden soll. Geméss
Modell ist diese Aufwandabschitzungen unabhingig von den Entscheidungsmechanismen auf
der Ebene der dispositiven Steuerung (Lagerstrategie, Routenwahl, Ausfithrungsreihenfolge,

etc.) und gilt fiir beliebige Lagersteuerungen.
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Abbildung 3.4. Belastung der Prozessoren

Die Aufziige an den beiden Quergangenden sind bezeichnet als Ala und A 1p der Quergangwa-
gen als B, und die Korridorwagen als C,, ¥, C;¢ Die zeitliche Belastung der Prozessoren ist
aufgeteilt in Transportfahrten, Leerfahrten und Transferaktionen (Uebergabe/Uebernahme und
Auf-/Abladen).

Als erstes wird aus dem Diagramm ersichtlich, dass der Quergangwagen die Engpass-Ressource
darstellt. Dies ldsst sich folgendermassen erkliren: Jede Ein- und Auslagerung umfasst eine
Transportfahrt auf dem Quergangwagen. Da zwei Aufziige vorhanden sind, verteilen sich die
Lagerbewegungen auf beide Aufziige, was (in diesem Beispiel) zu einer Belastung fihrt, welche
etwa der Hilfte des Aufwandes des Quergangwagens entspricht. Die Korridorprozessoren sind
im Vergleich zu den Quergang- und Aufzugsprozessoren wenig belastet, da sie nur an den Ein-
und Auslagerungen im betreffenden Korridor beteiligt sind. Allgemein gilt fiir automatisierte
Kompaktlager, dass die Korridorwagen im Vergleich zu den andern Prozessoren nur wenig aus-

gelastet sind und selten Engpass-Ressourcen darstellen.

Als zweites fallt auf, dass die Prozessorbelastung durch Transferaktionen sehr hoch ist Vergleich
zu der Transport- und Leerfahrten-Belastung. Daraus wird ersichtlich, dass eine Optimierung auf
der Ebene der Lagersteuerung nur bis zu einem gewissen Grad die Lagerleistung erh6hen kann.
Offensichtlich ist die Leistung in wesentlichem Mass abhingig von der Anzahl Transferaktionen
und der Dauer dieser Aktionen. Der Arbeitsaufwand fiir die Transferaktionen ist abhéngig von
der technologischen Ausfiihrung der Transportprozessoren. Durch technologische Entwicklun-
gen, welche eine Beschleunigung der Transferaktionen ermoglichen wirden, konnte eine wesent-

liche Leistungssteigerung erzielt werden.
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Tatséchlich stellen die Paletteniibergaben und -libernahmen einen Schwachpunkt in der Techno-
logie der automatisierten Kompaktlager dar, was von Fachleuten aus der Praxis bestitigt wird.
Vom einem technischen Standpunkt aus kénnten durchaus Transfervorrichtungen konstruiert
werden, welche effizienter sind als die bestehenden Technologien. Das Hauptproblem liegt in der
Kostenfrage. Ein automatisiertes Kompaktlager umfasst eine grosse Anzahl (typischerweise meh-
rere Hunderte) von Korridoren, von denen jeder mit einem eigenen Kanalfahrzeug ausgestattet
ist. Aufgrund dieser grossen Zahl muss die technische Konstruktion der Korridorwagen mog-
lichst einfach und kostengtinstig ausgelegt sein, damit die Lagersysteme in Bezug auf die Erstel-
lungskosten konkurrenzfiahig bleiben. Neuere Entwicklungen in Bereich der Kompaktlager
zielen unter anderem darauf hin, die Transferzeiten zu vermindern, wobei zwei Tendenzen
erkennbar sind: (1) Einsatz von passiven Stetigférderen wie Rollenbahnen in den Lagerkanilen,
welche kostengiinstig sind und relative niedrige Transferzeiten haben (2) Verzicht auf integrierte
Fordereinrichtungen in den Kanilen und Einsatz von technologisch hoch entwickelten, versetz-

baren Kanal-Satelliten.

Schliesslich stellt man als bei der Betrachtung der obigen Abbildung fest, dass der Arbeitsauf-
wand fur Leerfahrten in einem &hnlichen Bereich liegt wie der Aufwand fir Transportfahrten.
Daraus folgt, dass die Beriicksichtigung der Leerfahrten eine wichtige Modellkomponente dar-

stellt, welche nicht vernachléssigt werden darf.

3.6.2. Beispiel 2

In diesem Beispiel wird gezeigt, wie das Modell fiir die Leistungsanalyse beim Entwurf von auto-
matisierten Kompaktlagern zur Evaluation verschiedener Konfigurationen verwendet werden
kann. Einerseits konnen Leistungsgrenzen berechnet, deren Vergleich Hinweise darauf gibt, mit
welchen Konfigurationen die beste Leistung erzielt werden kann. Andererseits geben die Bela-
stungsdiagramme Auskunft dariiber, welche Prozessoren Engpass-Ressourcen darstellen, wor-

aus Riickschliisse auf die Dimensionierung der Lager gemacht werden kénnen.

Als Vorgabe fiir den Entwurf sei festgelegt, dass das Lager 3600 Lagerpléatze umfassen muss. Ein
Lager dieser Grosse lasst sich in ganz unterschiedlichen Dimensionen realisieren. Fiir die Evalua-
tion werden vier verschiedene Konfigurationen vorgeschlagen, welche sich in der Anzahl der Sek-
toren, der Lagerebenen, der Korridore pro Sektor und der Lagerplitze pro Korridor

unterscheiden.

Es werden wiederum Standardkonfigurationen betrachtet, wie sie zu Beginn dieses Abschnitts
beschrieben wurden. Fir die anfinglichen Lagerbestdnde werden keine Vorbedingungen gefor-
dert. Die Zeitperiode betrigt T = 8 Sd. Es werden zwei Artikeltypen il | = {1, 2nterschie-
den mit den Verweilzeiten t; = 0.5Tund t, = 1.5TDie Ein- und Auslagerungsbilanzen sind
ausgeglichen, d.h. a; =a, =1 Die Anteile der beiden Artikeltypen betragen je 50%d.h.
b,=Db,=05.
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Die untenstehende Tabelle zeigt die Dimensionen der verschiedenen Lagerkonfigurationen sowie

die berechneten Leistungsschranken. Die Leistungsangaben entsprechen der gesamten Ein- und

Auslagerungsleistung.
Lagerdimensionen: Sektoren Ebenen Korridore Lagerpl "?‘tze Leistung
pro Sektor | pro Korridor
Konfiguration 1 3 3 10 40 2533
Konfiguration 2 3 6 5 40 2442
Konfiguration 3 4 3 10 30 3321
Konfiguration 4 3 2 30 20 2409

Abbildung 38.5. Uebersicht Uber die Lagerkonfigurationen

In der anschliessenden Abbildung werden die Konfigurationen graphisch veranschaulicht.

Konfiguration 1 Konfiguration 2 Konfiguration 3 Konfiguration 4
40 20
5
30
40
10 10 30
6
3 3 5
3 3 4 3
Leistung: 2533 Pal. Leistung: 2442 Pal. Leistung: 3321 Pal. Leistung: 2409 Pal.

Abbildung 8.6. Schematische Darstellung der Lagerkonfigurationen

Die Evaluation der verschiedenen Konfigurationen zeigt, dass Konfiguration 3 die htchste Lei-
stungsschranke von 3321 Paletten in 8 Stunden aufweist. Die librigen drei Konfigurationen

haben eine deutlich tiefere Leistungsschranke im Bereich von 2400 — 250CPaletten.

Diese Leistungsschranken konnen als Hinweis darauf interpretiert werden, welche der betrachte-
ten Lagerkonfiguration die grosste Leistung erbringt. Es kann mit grosser Wahrscheinlichkeit
angenommen werden, dass die effektiv realisierbare Leistung eines Lagersystems anndhernd pro-
portional ist zu den mit diesem Modell berechneten Leistungsschranken. Eine absolute Gewissheit
fir diese Aussage besteht jedoch nicht, da die effektiv realisierbare Maximalleistung von der kon-

kreten Steuerung des Lagers abhingt.

Der Grund, weshalb eine Konfiguration leistungsstirker ist als eine andere, liegt in der unter-

schiedlichen Anzahl der Prozessoren und in den variierenden Dimensionen der Ebenen, Sektoren,
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Querginge und Korridore. Ein genaueres Verstindnis dieser Zusammenhinge ergibt sich bei der

Betrachtung der Belastungsprofile der Prozessoren.

Die folgende Abbildung zeigt die Belastung der Aufzugs- und Quergangprozessoren fiir die ver-
schiedenen Konfigurationen. Die Zahlen bilden eine untere Schranke fir die Belastung, wenn im
Zeitraum T = 8 Sd die maximale Ein- und Auslagerungsleistung erbracht wird. Die Aufziige

sind so bezeichnet, dass beispielsweise Ala und Albdie Aufziige bezeichnen, welche auf den bei-

den Seiten des ersten Sektors liegen. Fiir die Quergangwagen gilt, dass beispielsweise B2Z den
Quergang auf der zweiten Ebene im dritten Sektor bezeichnet. Die Korridorwagen sind weggelas-
sen, da sie nur minimal belastet werden und keine Engpass-Ressourcen darstellen. Die Belastun-

gen sind wiederum aufgeteilt in Transportfahrten, Leerfahrten und Transferaktionen.

In Konfiguration 1 sind sowohl die Aufziige als auch die Quergangwagen praktisch vollstdndig
ausgelastet. Eine Ausnahme bilden die Quergangwagen auf der dritten Ebene, welche kaum
bentutzt werden. Daraus lésst sich schliessen, dass die Aufziige die eigentlichen Engpass-Ressour-
cen darstellen. Andernfalls kénnte durch die Beniitzung der dritten Lagerebene die Leistung
erh6ht werden. Allgemein fallt bei allen Konfigurationen wieder auf, dass die Transferbelastun-

gen sehr hoch sind im Vergleich zu den Transport- und Leerfahrtenbelastungen.

In Konfiguration 2 sind die Aufziige eindeutig die Engpass-Prozessoren. Die Querginge werden
knapp halb so stark belastet wie die Aufziige. Die obersten beiden Lagerebenen werden wie in der
vorangehenden Konfiguration kaum bentitzt, da die Fahrten zu den oberen Ebenen zu aufwendig
sind fir die Aufziige. Dies ist ein Hinweis darauf, dass das Lager zu hoch gebaut ist, was zu einer

Ueberbelastung der Aufziige fihrt.

Konfiguration 3 ist die leistungsfahigste Variante. Die Aufziige bilden wiederum die Engpass-
Ressourcen und die Quergangwagen sind zu etwa zwei Dritteln ausgelastet. Auffillig ist, dass im
Gegensatz zu Konfiguration 1 und 2 auch die oberste Lagerebene bentitzt wird. Dies deutet darauf
hin, dass Lagerdimensionen besser aufeinander abgestimmt sind als in den vorangehenden Vari-
anten. Ein wesentlicher Grund fiir die grossere Leistungsfiahigkeit von Konfiguration 3 ist die
Tatsache, dass gegeniiber Variante 1 und 2 ein weiterer Sektor hinzugefiigt wurde. Durch diesen
Sektor wurde die Zahl der Aufziige von sechs auf acht erhoht. Da die Aufziige in den vorangehen-
den Konfigurationen die Engpass-Ressourcen darstellten, ist es naheliegend, dass eine Erhéhung

der Anzahl Aufziige zu einer Leistungssteigerung fiithrt.

Die letzte Konfiguration 4 stellt ein Lager mit sehr langen Quergidngen dar. Durch die langen
Transportfahrten werden die Quergangwagen so stark belastet, dass sie nun Engpass-Ressour-

cen darstellen. Die Aufziige sind jedoch auch fast maximal ausgelastet.
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Abbildung 8.7. Prozessor-Belastungen fur die verschiedenen Konfigurationen
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3.6.3. Zusammenfassung

Anhand von zwei numerischen Beispielen wurde das Modell fiir die Leistungsanalyse automati-
sierter Kompaktlager illustriert. Dabei wurden die Funktionsweise und die Anwendungsmoglich-
keiten des Modells unter verschiedenen Aspekten erldutert. Das Modell bietet Unterstiitzung in
zwei Bereichen: Beim Entwurf und bei der Dimensionierung eines Lagers sowie bei der Entwick-
lung einer Lagersteuerung. Die wichtigsten Punkte der Entscheidungsunterstiitzung werden

nachstehend zusammengefasst:

Entwurf

¢ Berechnung einer oberen Leistungsschranke

¢ Evaluation und Vergleich verschiedener Konfigurationen und Bestimmung der leistungsfahig-
sten Variante

¢ Berechnung von Belastungsprofilen (untere Schranke)

¢ FErkennen von Engpass-Prozessoren

¢ Riickschliisse auf Dimensionierung des Lagers

Steuerung

¢ Unterstiitzung beim Entwurf von Lagerstrategien
¢ Hinweise fiir die Routenwahl

¢ Informationen iiber giinstige Ausgangs-Konfigurationen (bei Reorganisation)

Diese Auflistung zeigt, dass das Modell substantielle Beitrige zur Entscheidungsunterstiitzung
leisten kann, sowohl bei der Konzeption als auch bei der Steuerung automatisierter Kompaktla-

ger.
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KAPITEL 4

Modell zur
Steuerungsoptimierung

Die Leistung eines automatisierten Kompaktlagers hingt in wesentlichem Masse von der Effizi-
enz der eingesetzten Lagersteuerung ab. Durch die Optimierung der Steuerungsprozesse kann
eine Erhohung der Lagerleistung erzielt werden. Die Steuerung eines Lagersystems bildet eine
komplexe Aufgabe, welche eine Vielzahl von Entscheidungsdimensionen umfasst. Geméss
Abschnitt 1.4. lassen sich auf der Stufe der dispositiven Steuerung drei Hauptfunktionen unter-
scheiden: Bestimmung der Transportauftrage aufgrund der Ein- und Auslagerungsauftrige
(Lagerstrategie, Routenwahl), Bestimmung der Umlagerungen (erzwungene Umlagerungen,
Reorganisation) und Bestimmung des Ablaufplans (Reihenfolge und Terminierung der Trans-

portaktionen). Jede dieser Komponenten bietet ein Optimierungspotential.

In dieser Arbeit wird die Optimierung der Steuerungsprozesse auf der Ebene der Ablaufpline
betrachtet. Es wird ein Optimierungsmodell entwickelt, welches ausgehend von einer Menge von
Transportauftragen einen optimierten Ablaufplan generiert. Das Modell basiert auf dem Konzept
der disjunktiven Priazedenzbedingungen. Es wird gezeigt, dass sich die Menge aller zuldssigen
Ablaufplidne vollstdndig beschreiben lésst mit Hilfe von konjunktiven und disjunktiven Prize-
denzbedingungen. In Kapitel 5 wird anschliessend erlautert, wie sich dieses Modell als Optimie-
rungsproblem in verallgemeinerten disjunktiven Graphen darstellen 14sst. In Kapitel 6 wird ein

heuristisches Optimierungsverfahren fiir das disjunktive Graphenproblem entwickelt.

Das vorliegenden Kapitel erldutert in Abschnitt 4.1. zunédchst die Problemstellung. In Abschnitt
4.2. wird der Begriff der disjunktiven Prézedenzbedingung erklért und gezeigt, wie sich Reihen-

folgeprobleme mit Hilfe von disjunktiven Prézedenzbedingungen modellieren lassen. Dabei wird
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auch auf das bekannte Job-Shop-Problem eingegangen. In Abschnitt 4.3. wird gezeigt, wie sich
die zuldssigen Ablaufpléne in einem automatisierten Kompaktlager mit konjunktiven und dis-
junktiven Priazedenzbedingungen beschreiben lassen. Daraus wird ein Modell zur Optimierung
der Steuerung entwickelt. Abschnitt 4.4. beschiftigt sich mit der Modellierung der rdumlichen
Nebenbedingungen, welche sich daraus ergeben, dass Palettentransporte in den Korridoren nur

moglich sind, wenn die betreffenden Lagerplitze nicht mit Paletten belegt sind.

4.1. Problembeschreibung

Als Problemstellung wird die Optimierung der Steuerungsprozesse auf der Ebene der Ablauf-
pléne betrachtet. Geméss Abschnitt 1.4. bildet die Bestimmung der Ablaufpléne (scheduling) eine
der funktionalen Hauptkomponenten der dispositiven Steuerung. Die Aufgabe dieser Kompo-
nente besteht darin, ausgehend von einer Menge von Transportauftrigen einen ausfiihrbaren
Ablaufplan zu generieren. Es wird ein Optimierungsmodell entwickelt, welches auf der Basis der
Transportauftrage einen optimierten Ablaufplan berechnet, welcher die gesamte Ausfiihrungs-
dauer des Lagerprozesses (makespan) minimiert. Dieses Optimierungsproblem wird im folgenden

als Lager-Problem bezeichnet.

Input

Die Eingabedaten des Modells bestehen aus einer Menge von Transportauftragen, welche von der
Routing-Komponente der dispositiven Steuerung generiert werden (vgl. Abbildung 1.7.). Jeder
Transportauftrag entspricht einer elementaren Lagerbewegung, d.h. der Ein-, Aus- oder Umlage-
rungen einer einzelnen Palette. Gemass Abschnitt 2.2. spezifiziert jeder Transportauftrag die
Folge der Aktionen, welche von den beteiligten Prozessoren ausgefiihrt werden miissen. Die
Gesamtheit der Transportauftrage definiert fiir jeden Prozessor die Menge der auszufiihrenden
Operationen. Geméass Abschnitt 2.3. lassen sich die Transportauftrige als Wege im System-Gra-

phen darstellen.

In Abschnitt 2.2. wurde gezeigt, dass die Transportauftrige in der Terminologie der Maschinen-
Ablaufplanung als Jobs aufgefasst werden kénnen, wobei jeder Job einer elementaren Lagerbewe-
gung entspricht. Ein Job besteht aus einer Folge von Operationen, welche auf einem vorgegebe-
nen Prozessor ausgefiihrt werden. Eine Operation umfasst alle Aktionen, welche fiir die
Bearbeitung einer Palette auf einem einzelnen Prozessor notwendig sind. Alle Operationen haben
dieselbe Struktur und bestehen aus einer Uebernahmeaktion, einer anschliessenden Transportak-
tion, einer eventuellen Wartephase und einer Uebergabeaktion. Hierbei werden die Lade- und Ent-

ladeaktionen als spezielle Uebernahme- bzw. Uebergabeaktionen aufgefasst.
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Zusammenfassend entspricht der Input des Modells einer Menge von Jobs, welche die auszufiih-
renden Lagerbewegungen definieren. Durch diese Jobs wird fiir jeden Prozessor die Menge der

auszufithrenden Operationen (bzw. Aktionen) festgelegt.

Output

Als Output generiert das Modell einen zuldssigen, d.h. ausfithrbaren Ablaufplan, welcher die
Gesamtdauer des Lagerprozesses (makespan) minimiert. Der Ablaufplan spezifiziert fir jeden
Prozessor die Reihenfolge, in welcher die Operationen ausgefiihrt werden. Weiter wird fir jede
Aktion der Startzeitpunkt der Ausfithrung festgelegt. Die Dauer der Aktionen ist durch die
Transportauftrage und die Prozessorparameter vorgegeben. Der Ablaufplan stellt eine vollstan-
dige Beschreibung des Lagerprozesses dar und wird von der operationellen Steuerung als Vor-

gabe fiir die Steuerung der Transportprozessoren iibernommen.

4.2. Modellierungsansatz: Disjunktive Praze-
denzbedingungen

In diesem Abschnitt wird das Konzept der konjunktiven und disjunktiven Prazedenzbedingungen
erlautert. Es wird gezeigt, wie Reihenfolgeprobleme in der Ablaufplanung mit Hilfe von konjunk-
tiven und disjunktiven Prizedenzbedingungen modelliert werden kénnen. Als klassisches Rei-
henfolgeproblem wird das bekannte Job-Shop-Problem besprochen. In Kapitel 5 wird gezeigt, wie
sich Modelle mit disjunktiven Prizedenzbedingungen als Optimierungsprobleme in disjunktiven

Graphen darstellen lassen.

4.2.1. Konjunktive und disjunktive Pradzedenzbedingungen

Unter einer Prézedenzbedingung wird hier allgemein eine Ungleichung der Form Xj = X 3 ¢ jver-
standen. Prazedenzbedingungen spielen eine wichtige Rolle bei der Modellierung von Projektpla-
nungsproblemen (project scheduling, ressource-constraint project scheduling) und
Maschinenbelegungsproblemen (machine scheduling). In diesem Zusammenhang stellen i und |
Aktivitaten dar und X; bzw. X, die Startzeitpunkte dieser Aktivitdten. Eine Prézedenzbedingung
der obigen Form besagt, dass der Startzeitpunkt von Aktivitét j frithestens C; i Zeiteinheiten nach

dem Startzeitpunkt von Aktivitit i erfolgen kann.

Projektplanung

Projektplanungsprobleme befassen sich (im einfachsten Fall) mit der Aufgabe, eine Menge von

Aktivititen | mit gegebener Ausfithrungsdauer d, il | zeitlich so einzuplanen, dass die
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gesamte Ausfiihrunsdauer (makespan) minimal ist. Die Restriktionen werden gebildet durch die
Forderung, dass bestimmte Aktivititen erst ausgefithrt werden kénnen, wenn gewisse andere
Aktivitaten abgeschlossen sind. Gegeben ist also eine partielle Ordnung Al |~ | mit der Bedeu-
tung, dass fir alle (i,j) | Agelten muss, dass Aktivitat ivor Aktivitit jausgefiihrt wird. Die

Bedingung, dass eine Aktivitit i vor einer Aktivitit | ausgefiihrt werden muss, bedeutet, dass
der Startzeitpunkt von | nach dem Beendigungszeitpunkt von i stattfinden muss. Somit lasst

sich ein Projektplanungsproblem mit Hilfe von Prazedenzbedingungen wie folgt formulieren:

minxt

X=X dj, iL,)HT A
xt—xi3di, il |l
x20, illEt

Hierbei stellt t T | eine fiktive Abschlussaktivitat dar, welche erst nach Beendigung aller andern

Aktivititen ausgefiihrt wird.

Projektplanungsprobleme dieser Art kénnen als gerichtete, gewichtete Graphen dargestellt wer-
den, indem die Aktivitaten als Knoten und die Prizedenzbedingungen als Bogen dargestellt wer-
den. Das oben beschriebene Problem hat als Graph die Form G =&V, A( Gf wobei die
Knotenmenge gegeben ist durch V=1E t und die Bogenmenge durch A(=AE Amit
A, ={(i,t):i1 I} . Die Bogengewichte betragen c; j = difar (i, )1 A@Es ist einfach zu zeigen
(und hinldnglich bekannt), dass das Optimum des obigen Problems der Liange eines ldngsten in t
endenden Weges in G entspricht (siehe Abschnitt 5.1.). Weiter gilt, dass der frithestmoégliche
Startzeitpunkt einer Aktivitéit i T 1 gegeben ist durch die Liange eines lingsten in i endenden
Weges in G. Aus diesem Umstand heraus hat sich der Ausdruck CPM (critical path method) eta-

bliert im Zusammenhang mit Projektplanungsproblemen dieser Art.

Das Gebiet der Projektplanungsprobleme liegt nicht im Fokus dieser Arbeit und wird deshalb
nicht weiter diskutiert. Es existiert eine grosse Menge von Literatur zu diesem Thema, wovon zur
Einfihrung das klassische Buch von [Baker, K. R. (1974)] erwdhnt sei. Ziel dieses Absatzes war
es, den Begriff der Prézedenzbedingung zu erldutern und zu zeigen, wie Priazedenzbedingungen

als gewichtete Bogen in einem Graphen dargestellt werden kénnen.

Projektplanung mit beschrankten Ressourcen

Ein klassisches Problem im Bereich der Projektplanung mit beschrankten Ressourcen (ressource-
constraint project scheduling) ist das folgende: Gegeben ist ein Projektplanungsproblem geméiss
vorangehendem Absatz. Zusatzlich sind nun Ressourcen (Maschinen, Material, Arbeitskraft, etc.)
mit beschrinkten Kapazitiaten zu berticksichtigen, welche von gewissen Aktivitdten zur Ausfiih-
rung benottigt werden. Hierbei wird der Speziallfall betrachtet, wo die Ressourcen Einheitskapazi-

tat haben, d.h. eine Ressource kann zu jedem Zeitpunkt von hochster einer Aktivitdt bentitzt
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werden. Weiter gilt, dass die Benuitzung einer Ressource durch eine Aktivitdt nicht unterbrochen

werden kann durch eine andere Aktivitdt (no preemption).

Sei M die Menge der Ressourcen und |, | 1die Menge der Aktivititen, welche Ressource mi M
benititzen. Da die Ressourcen Einheitskapazitdt haben, kann eine Ressource nicht gleichzeitig von
zwei Aktivitdten beniitzt werden. Folglich gilt fiir alle Paare von Operationen {i,j} I |, dass

entweder Operation i vor Operation j oder j vor i ausgefithrt werden muss. Somit kénnen die
aus der Ressourcenbeniitzung resultierenden Restriktionen wie folgt mit Hilfe von disjunktiven

Prazedenzbedingungen ausgedriickt werden:

Die disjunktive Bedingung X = Xi 2d; OR x— X, 3 d]st hierbei so zu verstehen, dass minde-

stens eine der beiden Prizedenzbedingungen zutreffen muss.

Zusammen mit den Restriktionen aus dem vorangehenden Absatz 14sst sich das beschriebene Pro-
jektplanungsproblem mit eingeschrinkten Ressourcen somit anhand von konjunktiven und dis-
junktiven Prizedenzbedingungen vollstdndig beschreiben. Hierbei wird eine Prazedenzbedingung
als konjunktiv bezeichnet, wenn sie auf jeden Fall eingehalten werden muss. Ein Paar von Prize-
denzbedingungen wird als disjunktiv bezeichnet, wenn mindestens eine der beiden Bedingungen

eingehalten werden muss.

Analog zum vorangehenden Problem ldsst sich das Projektplanungsproblem mit beschrinkten
Ressourcen in Form eines sogenannten disjunktiven Graphen darstellen: Die Aktivititen werden
als Knoten und die Prézedenzbedingungen als gewichtete Bogen dargestellt. Eine konjunktive
Prazedenzbedingung entspricht einem konjunktiven Bogen und eine disjunktive Prazedenzbedin-
gung entspricht einem Paar von disjunktiven Bogen, von welchen mindestens ein Bogen ausge-
wahlt werden muss. In Abschnitt 5.1. wird das Konzept der disjunktiven Graphen ausfiihrlich

diskutiert, so dass an dieser Stelle nicht weiter darauf eingegangen wird.

Ziel dieses Absatzes war es, den Begriff der disjunktiven Pridzedenzbedingung zu erldutern und
zu zeigen, wie disjunktive Prazedenzbedingungen im Zusammenhang mit Projektplanungspro-
blemen mit beschrankten Ressourcen entstehen. Es wurde gezeigt, dass disjunktive Priazedenzbe-
dingungen eine Moglichkeit bilden, die Menge der zuldssigen Startzeitpunkte zu beschreiben,

wenn mehrere Aktivitdten eine Ressource mit Einheitskapazitit untereinander teilen.

Probleme, bei welchen Aktivititen eine gemeinsame Ressource mit Einheitskapazitat teilen, wer-
den auch als Reihenfolgeprobleme (sequencing problems) bezeichnet. Dies ist daher begriindet,
dass jeder zulidssige Ablaufplan (schedule), d.h. jede Wahl von Startzeitpunkten, welche die ange-
gebenen konjunktiven und disjunktiven Restriktionen erfiillt, eine eindeutige Bearbeitungsrei-
henfolge der Aktivitdten auf jeder Ressource definiert. Umgekehrt wird durch eine zulédssige
Vorgabe der Bearbeitungsreihenfolgen auf den Ressourcen ein eindeutiger Ablaufplan definiert,

welcher optimal ist beziiglich dieser Reihenfolgen. Es handelt sich dabei um den sogenannten
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semi-aktiven Ablaufplan beziiglich dieser Reihenfolgen, welcher so definiert ist, dass jede Opera-
tion zum frihestmoéglichen Zeitpunkt ausgefiihrt wird, unter Einhaltung der gegebenen Reihen-
folgen. Die Menge der zu betrachtenden Ablaufpline kann demnach reduziert werden auf die
Menge der semi-aktiven Ablaufpldne. Somit l4sst sich ein Reihenfolgeproblem lésen, indem fir
jede Ressource eine Bearbeitungsreihenfolge bestimmt wird, so dass der zugehoérige semi-aktive
Ablaufplan optimal ist. Eine detaillierte Darstellung dieser fundamentalen Zusammenhinge fin-
det sich beispielsweise in den Standardwerken von [Baker, K. R. (1974)] und [Conway, R. W., Max-
well, W. L., Miller L. W. (1967)]. Ziel dieser Ausfithrungen war, den Begriff der
Reihenfolgeprobleme zu erldutern und darauf hinzuweisen, dass Reihenfolgeprobleme mit Hilfe
von konjunktiven und disjunktiven Prazedenzbedingungen modelliert werden kénnen, wobei die
disjunktiven Prazedenzbedingungen aus der Modellierung der moglichen Reihenfolgen (Permu-

tationen) auf den Einheitsressourcen resultieren.

Abschliessend sei darauf hingewiesen, dass diverse klassische Maschinenbelegungsprobleme als
Spezialfall des beschriebenen Projektplanungsproblems mit Einheitsressourcen aufgefasst wer-
den koénnen. Insbesondere gilt dies fiir das bekannte Job-Shop-Problem, welches im folgenden
Abschnitt diskutiert wird. Im Falle von Maschinenbelegungsproblemen entsprechen die Ressour-

cen den Maschinen und die Aktivitaten den auszufithrenden Operationen.

4.2.2. Job-Shop-Problem

Das Job-Shop-Problem entspricht folgendem Maschinenbelegungsproblem: Gegeben ist eine
Menge von Jobs, welche auf einer Menge von Maschinen ausgefiihrt werden. Jeder Job besteht
aus einer Menge von Operationen, welche in einer vorgegebenen Reihenfolge bearbeitet werden
missen. Fir jede Operation ist die Maschine, auf welcher die Operation ausgefiihrt wird, sowie
die Bearbeitungsdauer auf dieser Maschine gegeben. Weiter gelten die folgenden Einschrinkun-
gen: (1) Einheitskapazitit (unit capacity): Eine Maschine kann héchstens eine Operation zu jedem
Zeitpunkt bearbeiten. (2) Kein Unterbruch (no preemption): Die Ausfiihrung einer Operation auf
einer Maschine kann nicht durch eine andere Operation unterbrochen werden. Gesucht ist eine

Einplanung der Operationen, so dass die gesamte Ausfiihrungsdauer (makespan) minimal ist.

Beispiel:
Es wird ein Job-Shop-Problem mit 4 Prozessoren M ={P;, P, P P,jund 4 Jobs
J=1{31,35 33,14} gezeigt. Die Operationen der verschiedenen Jobs werden der Reihe nach auf

folgenden Prozessoren ausgefiihrt:
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Job: Operation 1: | Operation 2: | Operation 3: | Operation 4:
Jp P P, P3 P4

9 Py P, P,

I3 P3 P4

I4 P P,

Abbildung 4.1. Prozessorreihenfolge der verschiedenen Jobs

Nachfolgend werden die Gantt-Diagramme von zwei verschiedenen zulédssigen Ablaufpldnen fur
dieses Job-Shop-Problem gezeigt. Hierbei wird die i-te Operation von Job J;, in den Abbildungen
mit n.i bezeichnet. Beachte, dass die aufgefiihrten Pline den semi-aktiven Ablaufplinen beziig-
lich der angegebenen Ausfiihrungsreihenfolgen entsprechen, d.h. die Operationen werden jeweils

zum frithestmoglichen Zeitpunkt gestartet. ™
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Abbildung 4.2. Gantt-Diagramme zum Job-Shop-Problem

Das Job-Shop-Problem ist eines der bekanntesten Probleme im Bereich der Maschinen-Ablaufpla-
nung. Seit seiner Formulierung in der Mitte des vergangenen Jahrhunderts bildet es eine der
grossen Herausforderungen auf dem Gebiet der kombinatorischen Optimierung. Das Job-Shop-
Problem bzw. dessen Entscheidungsversion ist NP-hart (siehe beispielsweise [Lenstra, J. K., Rin-
nooy Kan, A. H. G., Brucker, P. (1977)]) und wird zu den schwierigsten Problemen in der kombi-
natorischen Optimierung gezdhlt. Als Hinweis auf seine Schwierigkeit sei die Tatsache erwédhnt,
dass ein relativ kleines Problem mit 10 Jobs und 10 Maschinen, welches in [Fischer, J. F., Thomp-
son, G. L. (1963)] formuliert wurde, wahrend tiber 20 Jahren ungel6st blieb. Mittlerweile existiert

eine Vielzahl von Modellen und Methoden zur Losung des Job-Shop-Problems. Ein grosser Teil



108 Kapitel 4 Modell zur Seuerungsoptimierung

der bestehenden Ansitze sind enumerative Verfahren (Branch & Bound), welche hiufig direkt
oder indirekt auf einer Problemdarstellung mittels disjunktiver Graphen basieren (vgl. [Pinson,
E. (1995))).

Die Modellierung des Job-Shop-Problems mit Hilfe von disjunktiven Graphen wurde erstmals vor-
geschlagen von [Roy, B., Sussman, B. (1964)]. Wie schon erwéhnt, steht das Konzept der disjunk-
tiven Graphen in engem Zusammenhang mit der Problemdarstellung mittels disjunktiver
Prézedenzbedingungen. In Abschnitt 4.2. wurde gezeigt, wie sich Projektplanungsprobleme mit
beschrankten Ressourcen mit Hilfe von konjunktiven und disjunktiven Prazedenzbedingungen
darstellen lassen. Das Job-Shop-Problem bildet einen Spezialfall der dort beschriebenen Problem-
klasse, bei welchem jede Operation (Aktivitit) genau eine Maschine (Ressource) bentitzt. Die kon-
Jjunktiven Prézedenzbedingungen ergeben sich aus den vorgegebenen Ausfiihrungsreihenfolgen
fir die Operationen eines Jobs. Nachfolgend wird eine Formulierung des Job-Shop-Problems mit-
tels disjunktiver Prézedenzbedingungen gegeben. Der Zusammenhang zwischen dieser Darstel-
lung und dem entsprechenden disjunktiven Graphen wird in Abschnitt 5.1. und Abschnitt 5.3.

diskutiert.

Das Job-Shop-Problem P = (M, 1, 7, m, d)

Parameter:

M Menge der Prozessoren (Maschinen)

I Menge der Operationen

Im Menge der Operationen, welche auf Prozessor m ausgefiihrt werden, mi M

s,t Fiktive Start- bzw. Abschlussoperation, welche vor bzw. nach allen andern Operationen
ausgefiihrt wird

J Menge der Jobs. Es gilt 71 Pot(l)und Jbildet eine Partition von |

Die Operationen von Job J1 7 werden bezeichnet als J = {J 1 Y, J| J|,}wobei I,

r1 {1,%,]J}, die r-te Operation bezeichnet in der Ausfiihrungsreihenfolge von J.

Prozessor, auf welchem Operation i ausgefithrt wird, i | |

Bearbeitungsdauer von Operation i, i | |

Variablen:

X, Startzeitpunkt von Operation i, i1 | E {s,t}

Zielfunktion:

min x, (4.1



4.3. Modell fir das Lager-Problem 109

Restriktionen:

Konjunktive Préazedenzen fur Jobs:

=% 2di, (DT {33 49) 31 Jir=1,%,13-1]} (4.2

Konjunktive Prézedenzen fir s, t :
X —-%s3 0, i1l (4.3)
Xp =X 3 di, il (4.9

Digunktive Préazedenzen fur Prozessoren:

X=X *di OR x-x2dj, {i.i3t 1, mi M (4.5)

Nichtnegativitats-Bedingungen:
x 30, iT 1E{s,t} (4.6)

4.3. Modell far das Lager-Problem

In diesem Abschnitt wird ein Optimierungsmodell fir das Lager-Problem, d.h. das Problem der
optimierten Steuerung auf der Ebene der Ablaufpliane, entworfen, welches auf dem Konzept der
Prazedenzbedingungen basiert. Es wird gezeigt, wie sich die Menge aller zulédssigen Ablaufplane
(d.h. der Losungsraum) mit Hilfe von konjunktiven und disjunktiven Prizedenzbedingungen
vollstandig beschreiben ldsst. In Kapitel 5 wird gezeigt, dass sich dieses Modell als Optimierungs-
problem in einem verallgemeinerten disjunktiven Graphen darstellen ldsst. Eine Heuristik zur

Losung des disjunktiven Graphenproblems wird in Kapitel 6 entworfen.

4.3.1. Synchronisation und kontextabhéngige Operationsdauer

Gegeben sei eine Menge von Jobs, d.h. eine Menge von Ein-, Aus- und Umlagerungen, fiir deren
Ausfihrung ein Ablaufplan bestimmt werden soll. Ein Job besteht aus einer Folge von Operatio-
nen, wobei jede Operation die Bearbeitung der betreffenden Palette auf einem Prozessor darstellt.
Geméss Abschnitt 2.2. setzen sich die Operationen zusammen aus einer Folge von Prozessoraktio-
nen, wobei alle Operationen dieselbe Struktur haben: (1) Uebernahme, (2) Transport, (3) beladene

Wartephase, (4) Uebergabe.

Die Uebergabe einer Palette von einem Prozessor auf einen andern erfolgt synchron, d.h. beide
Prozessoren miissen sich fiir den Transfer zur gleichen Zeit am Uebergabeort befinden. Daraus

ergeben sich Synchronisationsbedingungen zwischen den Uebergabe- und Uebernahmeaktionen.
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Diese entsprechen der Forderung, dass bei einem Palettentransfer der Startzeitpunkt der Ueber-

gabeaktion dem Startzeitpunkt der Uebernahmeaktion entsprechen muss.

Aufgrund dieser Synchronisationsbedingungen kénnen sich fiir die Prozessoren Wartezeiten
ergeben. Derjenige Prozessor, welcher sich bei einem Palettentransfer als erster an der Ueberga-
bestelle befindet, muss warten, bis der andere beteiligte Prozessor an dieser Stelle eintrifft. Die
Dauer dieser Wartezeit wird bestimmt durch die Terminierung der Aktionen der beteiligten Pro-
zessoren. Daraus folgt, dass die Dauer der Operationen nicht im voraus gegeben ist, sondern vom
Kontext des gesamten Ablaufplans abhéngig ist. Die kontextabhingige Operationsdauer stellt
einen wesentlichen Unterschied dar im Vergleich zum Job-Shop-Problem, bei welchem die Dauer

der Operationen im voraus festgelegt ist.

In Abschnitt 2.2. wurde darauf hingewiesen, dass sich die Operationen in zwei Teiloperationen
aufteilen lassen, deren Dauer vorgegeben, d.h. kontextunabhingig ist. Die erste Teiloperation
wird Tail-Operation genannt und umfasst die Paletteniibernahme und die unmittelbar daran
anschliessende Transportfahrt. Die zweite Teiloperation wird Head-Operation genannt und
umfasst die Paletteniibergabe. Die folgende Abbildung (vgl. Abschnitt 2.2.) zeigt am Beispiel eines
Auslagerungsjobs, welche Aktionen von den Prozessoren auszufiihren sind und wie die Operatio-

nen in Teiloperationen aufgeteilt werden.

20]
ol [ |T B (] |51 )BT |1 {21 5] ] 8] |[7] Bl
Anfahit

Korridnr[

) ) Operation )
Tail-Operation Head-Operation

Abbildung 4.3. Operationen und Teiloperationen eines Auslagerungsjobs

Auf der Basis dieser Teiloperationen lédsst sich ein System von konjunktiven und disjunktiven
Prizedenzbedingungen formulieren, welches die Menge der zuldssigen Ablaufpline beschreibt.

Es werden die folgenden Bezeichnungen verwendet:

Parameter:

M Menge der Prozessoren
I Menge der Operationen

Im Menge der Operationen, welche auf Prozessor m ausgefithrt werden, mi M
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s,t Fiktive Start- bzw. Abschlussoperation, welche vor bzw. nach allen andern Operationen
ausgefihrt wird.

J Menge der Jobs. Es gilt 71 Pot(I)und Jbildet eine Partition von | Die Operationen
von Job J1 Jwerden bezeichnet als J = {Jy, ¥, Jgjwobei  J, rl1 {1,%,|Jdie - r

te Operation bezeichnet in der Ausfithrungsreihenfolge von J.

r

m; Prozessor, auf welchem Operation i ausgefithrt wird, i1 |
Zeiten
di Dauer der Transportfahrt von Operation i, i I |. Die Transportfahrt fiihrt von der

Startposition von i zur Zielposition von i.

d; Dauer der Paletteniibernahme ("take over") von Operation i, i | |. Falls idie erste Ope-
ration eines Jobs ist, entspricht dit der Aufladezeit, andernfalls der Uebergabezeit.

dih Dauer der Paletteniibergabe ("hand over") von Operation i, i | |. Falls i die letzte Opera-
tion eines Jobs ist, entspricht dih der Abladezeit, andernfalls der Uebergabezeit. Es wird
vorausgesetzt, dass die Uebergabe- und Uebernahmezeit bei einem Palettentransfer iden-

_ tischsind, dh. d j=dy firalle J1 Jnd r=1,%,1J-1

di“j Dauer der Leerfahrt ("setup") zwischen den Operationen i und j, {i,j} | 1, ml M
Die Leerfahrt fiihrt von der Zielposition von i zur Startposition von j.

dZi Dauer der Leerfahrt ("setup”) von der anfanglichen Position von Prozessor m; zur Start-
position von Operation i, i T |

dist Dauer der Leerfahrt ("setup") von der Zielposition von Operation i zur abschliessenden

Position von Prozessor m;, it

Weitere Bezeichnungen:
t(i), t; Tail-Operation von Operation i, i T 1

h(i), h, Head-Operation von Operation i, i | |

Variablen:

Xt(i) Startzeitpunkt der Tail-Operation von Operation i, i | |

Xn(i) Startzeitpunkt der Head-Operation von Operation i, i | |
Xg, X;  Startzeitpunkt der (fiktiven) Startoperation s bzw. Endoperation t

Konjunktive Prazedenzen zur Synchronisation

Als Synchronisationsbedingung bei einem Palettentransfer muss gelten, dass die Startzeitpunkte
der Uebergabe- und Uebernahmeaktion identisch sind. Seien J. und J, , ; zwei aufeinanderfol-
gende Operationen eines Jobs J I J Am Ende von Operation Jr erfolgt eine Paletteniibergabe zu

Operation J d.h. von Prozessor M(J,)zu Prozessor N (J, , ;)Der Startzeitpunkt der Ueber-

r+2
gabeaktion ist gegeben durch den Startzeitpunkt x der Head-Operation von J. Der Startzeit-
h(J,) r

punkt der Uebernahmeoperation entspricht dem Startzeitpunkt Xt( 3.0 der Tail-Operation von
r+
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Jr +1 - s muss gelten Xh( 3) = Xt( 3.0 Diese Gleichung lisst sich in Form von zwei Ungleichun-
. o o o 3 _ 3 . . . i

gen ausdriicken, ndmlich Xy( 3.0 Xp( 3) (ind Xp( 3) Xt( 3. Bomit lassen sich die Syn

chronisationsbedingungen durch folgende Paare von konjunktiven Prézedenzbedingungen

modellieren:

Xy = *ngiy ® 0%y =Xny® 00 (LDDT {39, 41) 3T Jr=1,%,13-1]} (4.7)

Konjunktive Prazedenzen fir Tail- und Head-Operationen

Jede Operation i I | besteht aus einer Tail-Operation t(i)und einer Head-Operation h(i) Es gilt

die Bedingung, dass die Head-Operation nach der Tail-Operation ausgefiithrt werden muss. Dies
bedeutet, dass der Startzeitpunkt der Head-Operation frithestens nach der Beendigung der Tail-
Operation stattfinden kann. Die Dauer der Tail-Operation t(i) ist gegeben durch die Dauer der
Uebernahmeaktion und der Transportfahrt, d.h. dit + d;. Daraus ergeben sich die folgenden kon-

junktiven Prézedenzbedingungen:

Xy =) di+d, il (4.8)

Konjunktive Prazedenzen fir s und t

Analog zum Job-Shop-Modell wird eine fiktive Startoperation S und eine fiktive Abschlussopera-
tion t eingefiihrt. Die Startoperation muss vor allen andern Operationen ausgefiihrt werden, d.h.
fiir jede Operation i I | muss der Startzeitpunkt Xt(i)der Tail-Operation von inach dem Start-

zeitpunkt X4 von s erfolgen. Zu Beginn des Lagerprozesses befindet sich ein Prozessor an einer
bestimmten Anfangsposition. Bevor die erste Operation ausgefiihrt werden kann, muss sich der
Prozessor an die Stelle bewegen, wo die erste Palette iibernommen wird. Die Fahrzeit eines Prozes-
sors von der Anfangsposition zur Uebernahmeposition einer Operation i I | wird als anfingliche
Setup-Zeit bezeichnet und ist gqegeben durch dii. Somit kann der Startzeitpunkt xt(i)der Tail-

Operation von i frithestens d;i Zeiteinheiten nach Beginn des Lagerprozesses, d.h. nach dem

Startzeitpunkt xg erfolgen. Daraus ergeben sich die folgenden konjunktiven Prézedenzbedingun-
gen:

< ~

Xy~ X * dg;n 0T (4.9)

Si’

Die Abschlussoperation t muss nach der Beendigung aller andern Operationen ausgefiihrt wer-
den. Falls fiir die Prozessoren eine Zielposition vorgegeben ist, an welcher sie sich am Ende des
Lagerprozesses befinden sollen, miissen sie nach Abschluss der letzten Operation von der Ueber-
gabeposition zur Zielposition fahren. Die Dauer dieser Leerfahrt wird als abschliessende Setup-
Zeit bezeichnet und ist gegeben durch diSt , falls Operation i1 |die letzte Operation eines Prozes-
sors darstellt. Der Startzeitpunkt X; von t kann somit friithestens dih + dist Zeiteinheiten nach

dem Startzeitpunkt Xh(i) der Head-Operation von il |erfolgen. Daraus ergeben sich die folgen-

den konjunktiven Prizedenzbedingungen:
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X, ~Xn(iy d"+d, il (4.10)

Disjunktive Prazedenzen fur Operationen-Reihenfolgen

Fir jeden Prozessor gilt, dass héchstens eine Operation gleichzeitig ausgefiihrt werden kann,
d.h. die Operationen miissen nacheinander in einer bestimmten Reihenfolge abgearbeitet werden.
In Bezug auf die Teiloperationen gilt, dass Tail- und Head-Operation einer Operation unmittelbar
nacheinander ausgefiihrt werden miissen, ohne dass eine andere Operation dazwischenliegt. Fir
jedes Paar von Operationen {i,j} 1 |, welche auf einem Prozessor m1 Mausgefiithrt werden,
muss somit gelten, dass entweder die Head-Operation von i vor der Tail-Operation von | ausge-
fihrt wird oder umgekehrt. Falls i vor | ausgefiithrt wird, muss sich der Prozessor von der
Uebergabeposition von i zur Uebernahmeposition von j bewegen. Dies entspricht einer Leerfahrt
des Prozessors. Die Dauer dieser Leerfahrt wird als Setup-Zeit zwischen | und j bezeichnet und
ist gegeben durch disj. Der Startzeitpunkt Xt(j) der Tail-Operation von jkann somit frithestens
dih + disj Zeiteinheiten nach dem Startzeitpunkt Xh(i) der Head-Operation von i erfolgen. Hierbei
bezeichnet di die Dauer der Head-Operation, d.h. der Uebergabeaktion, von Operation i. Somit
kénnen die Operationen-Reihenfolgen auf den Prozessoren durch die folgenden disjunktiven
Restriktionen modelliert werden:

S

h < h R -

Es sei darauf hingewiesen, dass im Vergleich zum Job-Shop-Modell (vgl. Abschnitt 4.2.) die dis-
junktiven Prizedenzbedingungen (4.11) auf unterschiedliche Paare von Teil-Operationen Bezug
nehmen. Die eine Prizedenzbedingung bezieht sich auf die Teiloperationen h(i), t(j) und die

andere auf h(j), t(i). In Kapitel 5 wird gezeigt, dass dieser Umstand dazu fiihrt, dass das Konzept

der disjunktiven Graphen verallgemeinert werden muss.

Abschliessend sei bemerkt, dass die Modellierung der Operationen-Reihenfolgen mit disjunktiven
Prazedenzbedingungen bei sequenzabhiéngigen Setup-Zeiten nur moglich ist, wenn die Setup-Zei-
ten die Dreiecksungleichung erfiillen. Darunter wird die Bedingung verstanden, dass fir alle
Operationen i, j, kT | gelten muss disj + djsk3 diSkAndernfalls ist es moglich, dass eine Préze-

denzbedingung X(3) = *h(i) Sd+ d;jaus (4.11) zwischen zwei Operationen i,j | dktiv ist,

obwohl diese Operationen nicht unmittelbar hintereinander ausgefiihrt werden. Im Falle der
automatisierten Kompaktlager gilt die Dreiecksungleichung, da die Dauer einer direkten Leer-
fahrt von der Endposition von i zur Startposition von k kiirzer ist als die Summe der Dauer der

Leerfahrten von i nach j und von j nach k.

Optimierungsmodell

Ein Ablaufplan fiir die Jobmenge J wird definiert durch die Variablen
(Xe(iy: Xh(i)T IR:iT 1 E{s,t}). Diese Variablen legen den Startzeitpunkt fiir alle Teiloperatio-
nen (bzw. Aktionen) fest. Die Gesamtheit der Restriktionen (4.7)...(4.11) beschreibt die Menge
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aller zulassigen Ablaufpline, d.h. den Losungsraum des Modells. Zielsetzung des Modells ist,
einen zuldssigen Ablaufplan zu bestimmen, welcher die Gesamtdauer des Lagerprozesses (make-
span) minimiert. Der Startzeitpunkt X, der Abschlussoperation t entspricht dem Zeitpunkt, an
welchem alle Operationen abgeschlossen sind, wenn die Operationen frithestens zum Zeitpunkt O
gestartet werden (Nichtnegativitdts-Bedingungen). Somit entspricht X, dem Makespan des

Lagerprozesses und die Zielfunktion des Modells ist gegeben durch:

min X, (4.12)

Zusammenfassend wurde in diesem Abschnitt gezeigt, wie sich das Lager-Problem, d.h. das Steue-
rungsproblem auf der Ebene der Ablaufpline, als Optimierungsmodell mit konjunktiven und dis-
junktiven Prizedenzbedingungen formulieren ldsst. Der nachfolgende Abschnitt gibt einen
vollstdndigen Ueberblick tiber das Modell. In Kapitel 5 wird gezeigt, wie sich dieses Modell als

Optimierungsproblem in einem verallgemeinerten disjunktiven Graphen darstellen 14sst.

4.3.2. Modellibersicht

Das Lager-Problem P = (M, 1, 7,md,d' d" d

Parameter:

M Menge der Prozessoren

I Menge der Operationen

Im Menge der Operationen, welche auf Prozessor m ausgefithrt werden, mi M

s,t Fiktive Start- bzw. Abschlussoperation, welche vor bzw. nach allen andern Operationen
ausgefiihrt wird.

J Menge der Jobs. Es gilt 71 Pot(I)und Jbildet eine Partition von | Die Operationen
von Job J1 Jwerden bezeichnet als J = {J;, %4, Jjyfwobei J, r1 {1,%,|Jdie - r

te Operation bezeichnet in der Ausfithrungsreihenfolge von J.

r

Im; Prozessor, auf welchem Operation i ausgefithrt wird, i1 |
Zeiten
d; Dauer der Transportfahrt von Operation i, i | 1. Die Transportfahrt fithrt von der

Startposition von i zur Zielposition von i.

d; Dauer der Paletteniibernahme ("take over") von Operation i, i | |. Falls idie erste Ope-
ration eines Jobs ist, entspricht dit der Aufladezeit, andernfalls der Uebergabezeit.
dih Dauer der Paletteniibergabe ("hand over") von Operation i, i | |. Falls i die letzte Opera-

tion eines Jobs ist, entspricht dih der Abladezeit, andernfalls der Uebergabezeit. Es wird
vorausgesetzt, dass die Uebergabe- und Uebernahmezeit bei einem Palettentransfer iden-
tisch sind, d.h. th = dj lfiir alle JT Jaind r=1%,|J-1

r r+
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dj; Dauer der Leerfahrt ("setup") zwischen den Operationen i und j, {i,j} I I, ml M
Die Leerfahrt fiihrt von der Zielposition von i zur Startposition von j.

dii Dauer der Leerfahrt ("setup") von der anfénglichen Position von Prozessor m; zur Start-
position von Operation i, i T |

dist Dauer der Leerfahrt ("setup") von der Zielposition von Operation i zur abschliessenden

Position von Prozessor m, iT 1

Weitere Bezeichnungen:
t(i), t; Tail-Operation von Operation i, i T 1

h(i), h, Head-Operation von Operation i, i | |

Variablen:

Xi(i) Startzeitpunkt der Tail-Operation von Operation i, i T |

Xn(i) Startzeitpunkt der Head-Operation von Operation i, i | |

Xg, X;  Startzeitpunkt der (fiktiven) Startoperation s bzw. Endoperation t

Zielfunktion:

min X,
Restriktionen:

Konjunktive Prézedenzen zur Synchronisation:

Xy~ %n()° O Xy =Xy ° O (DT Q)3T Jir=1%, 31}

Konjunktive Prézedenzen fur tail- und head-Operationen:

t RS

Konjunktive Prazedenzen fir s, t :

Xt(i)_XSSdZi’ i1l

Xt = Xn(i) ° dih+dist’ il

Disjunktive Prézedenzen flr Prozessoren:

h < h s
Xi(j) ~n@iy * Gi i OR Xy(iy =Xy * dj + .
Nichtnegativitéts-Bedingungen:

3
Xg1 Xt 0

{ihjri 1, mi ™

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)
(4.20)
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4.4. Raumliche Nebenbedingungen

Im vorangehenden Abschnitt wurde ein Modell fiir das Lager-Problem préasentiert. Bei genauerer
Betrachtung stellt man fest, dass das Modell nicht vollstdndig ist, da gewisse rdumliche Nebenbe-
dingungen, welche sich aus der Lagerung der Paletten in den Korridoren ergeben, noch nicht
erfasst sind. Die rdumlichen Nebenbedingungen ergeben sich aus folgender Tatsache: Falls eine
Palette an einer bestimmten Position in einem Lagerkorridor abgestellt ist, kann der Korridorwa-
gen diese Position zwar uberfahren, wenn er unbeladen ist, nicht jedoch, wenn er mit einer
Palette beladen ist. Daraus lassen sich folgende Nebenbedingungen herleiten: (1) Falls eine Palette
mit Operation i an einer Zielposition p in einem Korridor eingelagert wird, dann miissen alle
andern Operationen in diesem Korridor, welche diese Position iiberfahren, vor der Operation i
ausgefiihrt werden. (2) Falls eine Palette, welche mit einer Operation i von einer Startposition p
in einem Korridor ausgelagert wird, dann miissen alle andern Operationen in diesem Korridor,
welche diese Position {iberfahren, nach der Operation i ausgefiihrt werden. Hierbei wird, wie
schon frither erwdhnt, immer davon ausgegangen, dass eine Palette nicht mehrmals bewegt wird
wahrend des betrachteten Lagerprozesses. Dies bedeutet, dass eine Palette, welche durch einen
Ein- oder Umlagerungsjob an einem Lagerplatz abgestellt wird, nicht weiter verschoben wird

durch einen andern Job.

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass diese rdumlichen Nebenbedingungen mit Hilfe von zusétz-
lichen konjunktiven Priazedenzbedingungen modelliert werden kénnen. Es wird sich zeigen, dass
diese Nebenbedingungen zu einer Vorauswahl von bestimmten disjunktiven Prézedenzbedingun-
gen fiihren. Dies bedeutet, dass fiir bestimmte Paare von Operationen auf den Korridorprozesso-
ren die Ausfihrungsreihenfolge im voraus festgelegt ist. Fir ein solches Operationenpaar

LT, mi M wird die disjunktive Bedingung

h s h S
S — L3 d = - .3 d. = i i i isi -
Xt(j) ~ Xn(i) d + dIJ OR Xt(iy ~ Xn(j) dJ + dJI aus (4.18) ersetzt, indem eine der beiden disjunk
tiven Restriktionen als konjunktive Restriktion ausgewéhlt wird. Eine solche Vorauswahl von

disjunktiven Prazedenzen wird als Priselektion bezeichnet.

Fir die weiteren Ausfiihrungen sei daran erinnert, dass die Operationen, welche auf einem Korri-
dorprozessor mi MC ausgefliihrt werden, in drei Typen eingeteilt werden kénnen: Einlage-
rungsoperationen, Auslagerungsoperationen und Durchfahrtsoperationen. Eine
Einlagerungsoperation iibernimmt eine Palette von einem angrenzenden Quergangprozessor und
stellt diese Palette an einer Lagerposition im Korridor ab. Eine Einlagerungsoperation stellt die
letzte Operation eines Einlagerungs- oder Umlagerungsjobs dar. Eine Auslagerungsoperation
hebt eine Palette von einer Lagerposition auf und tibergibt sie einem angrenzenden Quergangpro-
zessor. Eine Auslagerungsoperation stellt die erste Operation eines Auslagerungs- oder Umlage-
rungsjobs dar. Eine Durchfahrtsoperation iibernimmt eine Palette von einem angrenzenden

Quergangprozessor und tibergibt sie ohne zwischenzeitliches Abstellen an den anderen angren-
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zenden Quergangprozessor. Eine Durchfahrtsoperation stellt eine "innere" Operation eines Ein-,

Aus- oder Umlagerungsjobs dar.

Im weiteren werden die folgenden Bezeichnungen verwendet:

I Menge der Operationen auf Korridorprozessor m, mi MC

n . . . ~ ,C

Igb t Menge der Einlagerungsoperationen auf Korridorprozessor m, ml M

Im Menge der Auslagerungsoperationen auf Korridorprozessor m, ml M - c

p; Zielposition (d.h. Einlagerungsposition) von Einlagerungsoperation i, il I, ml M;
bzw. Stgrtposition (d.h. Auslagerungsposition) von Auslagerungsoperation i, i ] I%Jt,
mi M

P; Menge der iiberfahrenen Positionen von Operation i, i | Iy mi MC

Die rdumlichen Nebenbedingungen in den Korridoren fithren gemaéss obigen Ausfithrungen zu

folgenden konjunktiven Prazedenzen:

Qm={(.0) i1 1y=ijT g1 Py, mi MC

out _ ,,. .\ ..+ ,0ut .= . 2 + ,C
Qp ={G il 15)1 1=, p Pj}, ml M
Die Préazedenzen anq sind folgendermassen zu interpretieren: Falls eine Einlagerungsoperation |
eine Palette an Position pj einlagert, miissen alle andern Operationen i, welche diese Position
uberfahren (d.h. P I P), vor Operation j ausgefiihrt werden. Die Prazedenzen QOmULhaben fol-
gende Interpretation: Falls eine Auslagerungsoperation i eine Palette von Position p; auslagert,
miissen alle andern Operationen j, welche diese Position tiberfahren (d.h. p; I P}), vor Operation
i ausgefiihrt werden. Zusammengefasst ergibt sich die folgende Priselektion Q von disjunktiven

Prazedenzen:

> in ~ _out
Q= E (QnEQy)
~a,C
ml M
Das Lager-Modell (4.13)...(4.20) muss entsprechend um folgende konjunktiven Restriktionen
erweitert werden:
h < s
Xt(j)_Xh(i)3 d; +dij, il Q (4.21)
Gleichzeitig konnen alle disjunktiven Bedingungen aus (4.18) entfernt werden, welche eine zu Q

gehorende disjunktive Restriktion umfassen.

Die nachfolgende Tabelle gibt eine Uebersicht tiber die verschiedenen Félle, die bei der Betrach-
tung der rdumlichen Nebenbedingungen in einem Korridor auftreten. Anhand dieser Tabelle
kann tiberprift werden, dass durch die Praselektion Q tatsdchlich alle zu betrachtenden raumli-
chen Nebenbedingungen erfasst sind. Jede Zeile der Tabelle zeigt schematisch einen unterschied-

lichen Fall, in welchem zwei Operationen i und j zu einer Prizedenzbedingung (i, j)bzw. (j,i)
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in Q fithren. Der Typ von i und | ist angeben als in, outund crosgiir Einlagerungs-, Auslage-

rungs- und Durchfahrtsoperation.

Fall: | Operation: Abbildung: Relation: Bogen:
i j

t | in | in | ] pi P (.01 Qp

2 in | in J' Bl Pup T Py )T Qimna ()1 Qin'l

3 | out | out J' i__ pil P, (i,i)1 szt

4 | ot | o | | _|_ Pl PR T Pl )T QX (i)l QM
5 | out | in J' = pl P Q.j)7 Q"

6 | out | in J'ﬁ'—- pl P (i,j)1 Q™

7 | out | in J'T T PupT Pl Gi)T Q)T QY
8 |cross| in J' Pl P (.1 Qimn

9 | out |cross J' ﬂ:'__ Pl P (i,j)7 QX

Abbildung 4.4. Prézedenzbedingungen in Lagerkorridoren

Die Falle 2 und 4 stellen eine unzulissige Situation dar, d.h. es liegt ein Lagerauftrag vor, der
nicht realisierbar ist. Zwei Ein- bzw. Auslagerungsoperationen, welche sich gegenseitig rdumlich
"kreuzen", konnen nicht beide ausgefithrt werden. Die Unzulissigkeit zeigt sich in den entspre-
chenden Prézedenzen dadurch, dass zwei entgegengesetzte Prazedenzen (i,j) und (], i)vorhan-

den sind. Dies entspricht der Forderung, dass einerseits Operation i vor Operation | und

andererseits j vor i ausgefithrt werden muss. In Abschnitt 6.6. wird gezeigt, dass die Absenz sol-
cher "Zyklen" in der Praselektion Q eine notwendige und unter gewissen Umsténden auch hinrei-

chende Bedingung dafiir ist, dass das Lagerproblem eine zuldssige Losung hat.

Es sei noch darauf hingewiesen, dass auch in Fall 7 zwei Prizedenzen vorhanden sind. Diese sind

jedoch identisch und somit konsistent.
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Stationare Paletten

Vorangehend wurde gezeigt, wie die rdumlichen Nebenbedingungen in einem Korridor zu Prize-
denzbedingungen zwischen den Korridoroperationen fithren. Die dabei betrachteten rdumlichen
Nebenbedingungen beziehen sich ausschliesslich auf Paletten, welche im Verlauf des Lagerpro-
zesses bewegt werden. Typischerweise befinden sich in einem Lager aber noch viele Paletten, die
an einem Ort gelagert sind und wihrend des Lagerprozesses nicht bewegt werden. Solche Palet-
ten werden als stationére Paletten bezeichnet. Fur stationire Paletten ergeben sich folgende
raumlichen Nebenbedingungen: Falls sich eine stationire Palette an einer Lagerposition p befin-
det, dann kann diese Position vom entsprechenden Korridorprozessor m1 Mcnicht in belade-

nem Zustand tberfahren werden. Folglich ist ein Lagerauftrag nur dann ausfithrbar, wenn keine
Operation i [ min diesem Korridor die Position piberfdhrt. Eine notwendige Bedingung dafur,

dass ein Lagerauftrag ausfiihrbar ist, ist somit gegeben durch:

. N - ~ ., C
pl P, fur alle i | ly, MM

Diese Bedingungen lassen sich bei gegebenem Lagerauftrag und gegebener Menge von stationi-
ren Paletten einfach tiberpriifen. Falls eine stationdre Palette existiert, welche diese Bedingung
nicht erfiillt, ist der Lagerauftrag nicht ausfithrbar und folglich das entsprechende Steuerungs-
problem unlésbar. Im folgenden wird deshalb stets davon ausgegangen, dass der dem Lagersteue-
rungs-Problem zugrunde liegende Lagerauftrag diese Bedingungen erfiillt. In diesem Fall haben
die stationdren Paletten keinen Einfluss fir das Steuerungsproblem und kénnen vernachlissigt

werden.
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KAPITEL 5

Veradllgemeinerte
disjunktive Graphen

Disjunktive Graphen bilden ein bekanntes und bewéhrtes Konzept zur Modellierung des klassi-
schen Job-Shop-Problems und &dhnlicher Maschinenbelegungsprobleme. Die Idee der disjunktiven
Graphen wurde erstmals vorgeschlagen in [Roy, B., Sussman, B. (1964)]. Seither haben sich dis-
junktive Graphen als eine Standardmethode zur Darstellung des Job-Shop-Problems etabliert. Ein
betrachtlicher Teil der Optimierungsverfahren fiir das Job-Shop-Problem basiert direkt oder indi-

rekt auf der Problemdarstellung in einem disjunktiven Graphen (vgl. [Pinson, E. (1995)]).

Disjunktive Graphen gelangen vorwiegend zur Anwendung in Zusammenhang mit Reihenfolge-
problemen in der Ablaufplanung. In Abschnitt 4.2. wurde gezeigt, wie sich Reihenfolgeprobleme
mit Hilfe von konjunktiven und disjunktiven Priazedenzbedingungen modellieren lassen. Weiter
wurde erwdhnt, dass sich solche Modelle in Form eines disjunktiven Graphen darstellen lassen.
Der disjunktive Graph G zu einem Modell mit konjunktiven und disjunktiven Prazedenzbedin-
gungen wird folgendermassen konstruiert: Die Operationen (Aktivitdten) werden als Knoten und
die Priazedenzbedingungen als gewichtete Bogen dargestellt. Eine konjunktive Prazedenzbedin-
gung entspricht einem konjunktiven Bogen und eine disjunktive Prizedenzbedingung einem
Paar von disjunktiven Bogen, von welchen mindestens ein Bogen ausgewéhlt werden muss. Dies
bedeutet, dass in G die Menge derjenigen Subgraphen betrachtet wird, welche aus jeder disjunk-
tiven Menge mindestens einen Bogen enthalten. Solche Subgraphen werden vollstindig genannt.
Modelle mit disjunktiven Prazedenzbedingungen und minimalem Makespan als Zielfunktion las-
sen sich im entsprechenden disjunktiven Graphen ldsen, indem ein vollstdndiger Subgraph

bestimmt wird, welcher die Lange eines langsten Weges minimiert.
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In Abschnitt 4.2. wurde eine Formulierung des Job-Shop-Problems prasentiert, welche auf dis-
junktiven Prizedenzbedingungen basiert. In Abschnitt 4.3. wurde gezeigt, wie sich das Lager-
Problem, d.h. das Steuerungsproblem fiir automatisierte Kompaktlager, ebenfalls als Optimie-
rungsmodell mit disjunktiven Prizedenzbedingungen formulieren lasst. Disjunktive Graphen,
welche aus dem Job-Shop- und dhnlichen Problemen resultieren, haben die spezielle Eigenschaft,
dass jede disjunktive Menge zwei Bogen mit denselben Endpunkten und entgegengesetzter Rich-
tung umfasst. Solche Graphen werden im weiteren als klassische disjunktive Graphen bezeichnet.
Bis anhin wurden in der Literatur im Zusammenhang mit disjunktiven Graphen praktisch aus-
schliesslich Reihenfolgeprobleme betrachtet, welche sich mittels klassischer disjunktiver Gra-
phen modellieren lassen. Bei Betrachtung der Formulierung des Lager-Problems stellt man fest,
dass die disjunktiven Prizedenzbedingungen zu zwei Bogen fiihren, welche unterschiedliche
Endpunkte haben. Dies riihrt aus der Tatsache, dass eine Operation im Lager-Problem aufgrund
der kontextabhéngigen Ausfiihrungsdauer durch zwei Teiloperationen (genannt Tail- und Head-
Operation) dargestellt wird. Folglich entspricht die Bedingung, dass eine Operation i vor einer
Operation j ausgefiihrt werden muss, der Forderung, dass die Head-Operation von i vor der Tail-

Operation von | ausgefiihrt wird.

Aus diesem Umstand dréangt sich eine Verallgemeinerung des Konzepts der klassischen disjunk-
tiven Graphen auf: Statt nur disjunktive Mengen zu betrachten, welche zwei Bogen entgegenge-
setzter Richtung umfassen, wird zugelassen, dass eine disjunktive Menge zwei beliebige Bogen
enthalten kann. Graphen mit dieser Eigenschaft werden als verallgemeinerte disjunktive Gra-
phen (oder kurz als disjunktive Graphen) bezeichnet. Das Lager-Problem ldsst sich somit in einem

verallgemeinerten disjunktiven Graphen darstellen.

Es wird sich zeigen, dass durch diese Verallgemeinerung ein betrichtliches Mass an Struktur
verloren geht gegentiber klassischen disjunktiven Graphen. Dieser Strukturverlust hat weitge-
hende Konsequenzen beim Entwurf von Optimierungsalgorithmen fiir verallgemeinerte disjunk-
tive Graphen. Insbesondere 1lé4sst sich ein Grossteil der aus der intensiven Erforschung des Job-
Shop-Problems gewonnenen Erkenntnisse in verallgemeinerten disjunktiven Graphen nicht
umsetzen. Ein wesentlicher Grund dafiir ist die Tatsache, dass das Zulédssigkeitsproblem in verall-
gemeinerten disjunktiven Graphen im Gegensatz zu klassischen disjunktiven Graphen NP-hart
ist (siehe Abschnitt 5.5.). Dieser Umstand deutet darauf hin, dass die Optimierung in verallgemei-
nerten disjunktiven Graphen wesentlich schwieriger ist als die Losung beispielsweise des Job-
Shop-Problems. Da das Job-Shop-Problem zu den schwierigsten Problemen der kombinatorischen
Optimierung gezéhlt wird, lasst sich erahnen, dass die Optimierung in verallgemeinerten dis-

junktiven Graphen eine anspruchsvolle Aufgabe darstellt.

Im vorliegenden Kapitel wird in Abschnitt 5.1. zunichst gezeigt, wie sich allgemeine Priazedenz-
modelle, d.h. Modelle mit konjunktiven und disjunktiven Prizedenzbedingungen, als Optimie-
rungsprobleme in verallgemeinerten disjunktiven Graphen darstellen lassen. In Abschnitt 5.2.

wird der Begriff des verallgemeinerten disjunktiven Graphen im Detail diskutiert, und es werden
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einige grundlegende Eigenschaften festgehalten. In Abschnitt 5.3. werden verschiedene Klassen
von disjunktiven Graphen, welche im Rahmen dieser Arbeit von Interesse sind, beschrieben und
an einem Beispiel illustriert: Klassische disjunktive Graphen, Job-Shop-Graphen, Lager-Graphen
und 1-Job-Lager-Graphen. In Abschnitt 5.4. wird das Konzept der konjunktiven Erweiterung dis-
kutiert. Konjunktive Erweiterung befasst sich mit der Frage, welche disjunktiven Bogen in einem
disjunktiven Graphen verboten bzw. erzwungen sind, d.h. welche Bogen in keiner bzw. allen
zulédssigen Selektionen vorhanden sind. Erzwungene und verbotene Bogen spielen eine wichtige
Rolle beim Entwurf eines Optimierungsverfahrens fiir das Lager-Problem. Das Konzept der kon-
Jjunktiven Erweiterung steht in engem Zusammenhang mit dem Zuléssigkeitsproblem in disjunk-
tiven Graphen. Das Zuldssigkeitsproblem entspricht der Fragestellung, ob in einem disjunktiven
Graphen eine zulédssige Auswahl von disjunktiven Bogen existiert. Das Zulédssigkeitsproblem
wird in Abschnitt 5.5. diskutiert. Es werden diverse komplexitatstheoretische und strukturelle
Resultate erarbeitet fiir die verschiedenen, in Abschnitt 5.3. definierten Graphenklassen. Ein
wichtiges Resultat bildet hierbei die Erkenntnis, dass das Zulédssigkeitsproblem fiir verallgemei-

nerte disjunktive Graphen und auch fiir Lager-Graphen NP-hart ist.

Zusammenfassend werden in diesem Kapitel die wesentlichen Grundlagen erarbeitet, welche fur

den Entwurf eines Optimierungsverfahrens fiir das Lager-Problem in Kapitel 6 bendtigt werden.

5.1. Disjunktive Prazedenzbedingungen und
disjunktive Graphen

In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie sich disjunktive Priazedenzmodelle, d.h. Modelle mit kon-
junktiven und disjunktiven Prézedenzbedingungen, in Form von (verallgemeinerten) disjunkti-
ven Graphen darstellen lassen. Zunichst wird der Begriff des disjunktiven Prizedenzmodells
definiert und dessen Interpretation im Zusammenhang mit Maschinenbelegungsproblemen dis-
kutiert. Anschliessend wird der Begriff der Selektion eingefiihrt, worunter eine Auswahl von dis-
junktiven Prazedenzbedingungen verstanden wird. Es wird gezeigt, dass sich ein disjunktives
Priazedenzmodell als zweistufiges Optimierungsproblem formulieren ldsst, bei welchem das Mini-
mum eines lineares Programms (bestehend aus konjunktiven Prizedenzbedingungen) iiber alle
zulédssigen Selektionen minimiert werden muss. Eine duale Betrachtung dieses Linearen Pro-
gramms zeigt (die bekannte Tatsache), dass sich dieses Programm als Problem eines langsten
Weges in einem zugeordneten Graphen interpretieren lisst. Daraus resultiert das Konzept der
disjunktiven Graphen: Ein disjunktives Prazedenzmodell 14sst sich 16sen, indem in einem zuge-
ordneten disjunktiven Graphen eine zulissige Auswahl von Bogen gesucht wird, welche die

Linge eines lingsten Weges minimiert. Dieses Problem wird disjunktives Graphenproblem
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genannt. Abschliessend wird eine kurze Literaturiibersicht zum Thema der disjunktiven Graphen

gegeben.
5.1.1. Disjunktive Prazedenzmodelle

Definition 5.1. Sei V eineendliche Grundmengeund t T V ein ausgezeichnetes Element von V.
S AEEIT {(v,w):v,wl V,v? w},wobei AC E = & gelten soll. Sei weiter £1 Pot(E) mit
E= EDT D S c:AE E® IR eine Gewichtungin A und E.

Ein digunktives Prazedenzmodell P = &V, A, E, &, cf ist ein Optimierungsproblem der folgenden
Form:

min X, (5.2)
X=Xy 2 Cyw: (v,w)T A (5.2

OR x,—X,3C.., DT & 5.3
(vwwip W vV W 3)
x,30, vV (5.4)

A wird als die Menge der konjunktiven und E als die Menge der disjunktiven Prézedenzen bezeichnet.
Die zu A bzw. £ gehdrenden Restriktionen heissen konjunktive bzw. disjunktive Restriktionen. Die
Mengen D1 & werden disjunktive Mengen oder Disjunktionen genannt.

Die disjunktiven Bedingungen (5.3) sind folgendermassen zu verstehen: Fir jede disjunktive
Menge DI & der Form D = {(vq,wy), (V2,'W2), Ya, (V,, W, ) }muss gelten

) OR XW2_XV23 CVsz OR % OR XWr_XVr3 (o d.h. mindestens eine der

X, —X, 3C ,
VrWr

w; v v w
disjunktiven Restriktionen von D muss zutreffen.

Interpretation fir Maschinenbelegungsprobleme

Falls P eine Maschinenbelegungsproblem darstellt, werden die Problemdaten wie folgt interpre-
tiert: V entspricht der Menge der auszufiihrenden Operationen und die Variablen X, stellen die
Startzeitpunkte der Operationen vI V dar. Eine Prizedenzbedingung der Form Xw =% 3 Cow
entspricht somit der Forderung, dass der Startzeitpunkt von Operation w friithestens c,,, Zeitein-

heiten nach dem Startzeitpunkt von v erfolgen kann.

Die spezielle Operation t T V stellt eine (fiktive) Abschlussoperation dar, welche erst nach Been-
digung aller andern Operation ausgefiihrt werden soll. Um diese Bedingung zu realisieren, ent-
hilt P normalerweise fiir jede Operation VI V —teine konjunktive Priazedenzbedingung der
Form X, —X,® ¢, mit c 3 d,vwobei dgie Ausfiihrungsdauer von Operation darstellt. Die ent-
sprechende Menge von konjunktiven Prézedenzen wird bezeichnet als A, = { (v, t): vi V-t}

Haufig wird neben t noch ein weiterer spezieller Knoten S I Veingefiihrt. S entspricht einer
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(fiktiven) Startoperation, die vor Beginn aller andern Operationen ausgefiihrt werden soll. Um
diese Bedingung zu realisieren, wird analog fiir jede Operation VI V - s eine konjunktive Prize-
denzbedingung der Form X, —Xg 3 Cg,eingefiihrt, wobei Cg, * ODie entsprechende Menge von

konjunktiven Prézedenzen wird bezeichnet als Ag = {(s, V) : vl V-s}

Die Zielfunktion min X, minimiert den Startzeitpunkt der fiktiven Abschlussoperation t. Folg-
lich entspricht der optimale Zielfunktionswert dem frithestmoglichen Zeitpunkt, an welchem alle
Operationen abgeschlossen sind, wobei die Operationen frithestens zum Zeitpunkt O gestartet
werden koénnen (Nichtnegativitits-Bedingungen). Beachte, dass diese Interpretation jedoch nur
gilt, falls A, | A Die Zeitdauer zwischen dem Startzeitpunkt der frithesten Operation und dem
Beendigungszeitpunkt der spétesten Operation wird als Makespan bezeichnet. Der Optimalwert
von P entspricht folglich dem minimalen Makespan des Problems. Falls fiir die Zielfunktion eine
andere Operation als t gewahlt wird, d.h. falls die Zielfunktion die Form min X,hat, entspricht

der Optimalwert von P dem friithestmoglichen Startzeitpunkt von Operation vi V.

Selektionen

Eine Selektion in P ist eine Auswahl Si Evon disjunktiven Prizedenzen. Eine disjunktive
Menge D1 £ ist geschnitten von S falls SC D! ZDie Familie aller von §eschnittenen dis-
junktiven Mengen wird mit £(S) = {D1 £:SC D! Abezeichnet.

Fiir eine Selektion Si E bezeichne:
P(S) = {xI R": Xy =%, 3 Cpy fUr (v, W)T AE Sx,3 0firvi V}

P(S) entspricht dem Polyeder, welches definiert wird durch die konjunktiven Restriktionen aus
A, die disjunktiven Restriktionen aus S und die Nichtnegativitidts-Bedingungen. Offensichtlich
ist P(S) ein Losungsteilraum von P, d.h. es gilt P(S)| P(P,)wobei P(Pden Lésungsraum

von P bezeichnet.

Eine Selektion Si E heisst vollstindig, falls sie alle disjunktiven Mengen schneidet, d.h. falls
E(S) = €. S heisst zuldssig, falls S vollstandig ist und P(S)eine zulissige Losung besitzt, d.h.

P(S)* A. Die Menge aller zulissigen Selektionen wird mit S bezeichnet.

Es ist leicht nachzuvollziehen, dass der Losungsraum von P gegeben ist durch
P(P)=E si SP(S)' Er entspricht somit einer endlichen Vereinigung von Polyedern und ist

folglich im allgemeinen nicht konvex.

Das Problem P kann nun alternativ als ein zweitstufiges Lineares Programm beschrieben wer-

den:

min{min{x, :x1 P(S)}:SI S} (5.5)

Bezeichne das Lineare Programm min { X, : x1 P(Skls P(S)



126 Kapitel 5 Verallgemeinerte disjunktive Graphen

Duales Problem

Betrachte fiir eine zulsssige Selektion ST S das duale Problem P D(S)von P (S)Es ist gegeben
durch:

max a Coudvw (5.6)
(vvw)1 AES
a Yav— a YowE O, vl V-t (5.7)
u:(uv)i AES w:(v,w)T AES
a Yav— a YowE 1, v=t (5.8)
u:(uv)i AES w:(v,w)T AES
Yow? O, (v,w)T AE S (5.9)

Da S zuldssig ist, hat P (S) eine zulissige Losung. Da X, ® Qist der Optimalwert von P (S)
beschrankt. Daraus folgt aus der Dualitatstheorie, dass auch P D(S) eine zuléssige Losung und
ein endliches Optimum besitzt, und dass der primale und der duale Optimalwert identisch sind.

Somit kann das Problem P auch geschrieben werden als
. o - D 3
mln{max{a(vyw)i AESCVWyVW'yI P7(S)}:SI S} (5.10)

wobei PD(S) den Losungsraum des dualen Problems P D(S)bezeichnet.

5.1.2. Disjunktive Graphen

Disjunktiver Graph

Sei P = &/, A E, &, ckin disjunktives Prazedenzmodell. Pkann auf folgende Weise ein gerich-
teter Graph zugeordnet werden: V entspricht der Knotenmenge, A E Eder Bogenmenge und ¢
den Bogengewichten. A wird als die Menge der konjunktiven und E als die Menge der disjunkti-
ven Bogen bezeichnet. Zusammen mit der Familie der disjunktiven Mengen &£ bildet dieser Graph
einen sogenannten disjunktiven Graphen. Der zu P gehoérende disjunktive Graph wird mit
GP = &/, A E, &, cfi bezeichnet.

Selektionen

Eine Selektion in GP ist eine Auswahl Si Evon disjunktiven Bogen. Eine Selektion heisst voll-
standig, falls £(S) = & d.h. falls aus jeder disjunktiven Menge D1 &mindestens ein Bogen aus-

gewshlt ist. Fiir eine Selektion Si E bezeichne:
P s -
G (S =4&a/,AE Sci

GP(S) ist ein normaler "konjunktiver' Graph mit Knotenmenge V, Bogenmenge AE Sund

Bogengewichten C.
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Zulassige Selektionen

Die Menge der zuldssigen Selektionen in P ist definiert als:
S={Si E:Sistvollstandigund P(S)* A&}

Aufgrund der Dualititstheorie gilt fiir alle S| E, dass P (S)genau dann eine zulissige Losung
und ein endliches Optimum besitzt, wenn das duale Problem P D(S) eine zulédssige Losung und
ein endliches Optimum besitzt. Fiir das primale Problem P (S) gilt aufgrund der Nichtnegativi-
tats-Bedingung X, 3 0, dass der Optimalwert beschrénkt ist. Fiir das duale Problem P D(S)gilt,
dass immer eine zulidssige Losung existiert, ndmlich y = 0 Somit hat P (S)genau dann eine

zuldssige Losung, d.h. P(S) ! A& wenn der Optimalwert von P D(S)oeschréinkt ist.

Das duale Problem P D(S) stellt offensichtlich ein Flussproblem dar, wobei die Restriktionen
besagen, dass die Divergenz in einem Knoten héchstens gleich 0 bzw. gleich 1 (fiir v = t) sein
darf. Der Optimalwert von P D(S) ist genau dann beschriankt, wenn der Graph G (S)keinen
Zyklus positiven Gewichts enthilt. Dies ldsst sich folgendermassen einsehen: Sei y eine zulissige
Losung von P D(S) und Zein positiver Zyklus in G (S) Der Fluss auf dem Zyklus Zésst sich
beliebig erh6hen, ohne dass die Divergenzen der Knoten veriandert werden. Da aber das Gewicht

von Z positiv ist, wichst die Zielfunktion bei einer Erhchung des zyklischen Flusses auf Z.

Somit kann die Menge S der zulédssigen Selektionen beschrieben werden als:

S={si E:Sigvollstandigund G' (S) ist positiv azyklisch}

Langste Wege

Betrachte fiir eine zulissige Selektion Si S das duale Problem P D(S) Da Sulissig ist, enthilt
GP (S) keine positiven Zyklen. Es ist leicht nachzuvollziehen (und hinlénglich bekannt), dass in
diesem Fall das Problem P D(S) als Problem des lingsten t-Weges in G~ (S)interpretiert werden
kann. Das bedeutet: Der Optimalwert von PD(S) entspricht der Liange eines lingsten, in t
endenden Weges in GP (S). Weiter existiert immer eine ganzzahlige 0-1-Optimallésung, welche

den Inzidenzvektor eines ldngsten, in t endenden Weges darstellt.

Falls P eine kiinstliche Startoperation s 1 Venthilt mit den entsprechenden Bedingungen
Xy = Xg 3 0 (vgl. die Bemerkungen weiter oben), dann existiert immer ein Weg von S nach t, wel-
cher einen langsten in t endenden Weg darstellt. In diesem Fall entspricht P D(S) dem Problem,

einen ldngsten Weg von S nach t in GP (S)zu bestimmen.

Disjunktives Graphenproblem

Aus den vorangehenden Ausfithrungen folgt, dass das Problem P auf folgende Weise in einem

disjunktiven Graphen gelost werden kann:
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Bestimme eine vollsténdige, positiv azyklische Selektion S in G , S0 dass die Lange
eineslangsten t -Weges (bzw. s, t -Weges) in GP(S) minimal ist. (5.11)

Dieses Problem wird als disjunktives Graphenproblem im Graphen GP bezeichnet oder kurz als
disjunktives Graphenproblem GP. Anders ausgedriickt 1dsst sich ein disjunktives Graphenpro-
blem wie folgt formulieren: Gegeben ist ein (gewdhnlicher) Graph und eine Familie von Bogenteil-
mengen. Gesucht ist ein zuldssiger Subgraph, welcher die Linge eines lidngsten t-Weges

minimiert. Hierbei ist ein Subgraph zuléssig, falls er positiv azyklisch ist und aus jeder Bogenteil-

menge mindestens einen Bogen enthélt.

Abschliessend sei noch kurz auf die Komplexitit des disjunktiven Graphenproblems eingegan-
gen. Wie schon gezeigt wurde und allgemein bekannt ist, 14sst sich das Job-Shop-Problem als dis-
junktives Prazedenzmodell und folglich als disjunktives Graphenproblem formulieren. Da das
Job-Shop-Problem (bzw. seine Version als Entscheidungsproblem) bekanntlich ein NP-hartes Pro-

blem darstellt, ist auch das allgemeinere disjunktive Graphenproblem NP-hart.

5.1.3. Literatur

In diesem Abschnitt wird eine kurze Uebersicht tiber Literaturbeitrage zu den Themen disjunk-
tive Prézedenzbedingungen, disjunktive Graphen, verallgemeinerte disjunktive Graphen und dis-

junktive Programmierung gegeben.

Disjunktive Graphen wurden erstmals erwdhnt im viel zitierten Artikel von [Roy, B., Sussman, B.
(1964)], in welchem dieser Ansatz zur Modellierung von Reihenfolge-Problemen in der Maschi-
nenablauf-Planung verwendet wurde. Das Konzept der disjunktiven Graphen wurde anschlies-
send in den Beitriagen von [Balas, E. (1966)] und [Balas, E. (1969)] aufgegriffen und ausfiithrlich
diskutiert. Im letzteren der beiden Artikel wird gezeigt, wie sich das Job-Shop-Problem als Opti-
mierungsproblem in einem disjunktiven Graphen darstellen l4sst. Davon ausgehend wird ein
implizites Enumerationsverfahren entworfen, welches auf dem Austausch von kritischen dis-
junktiven Bogen basiert. Insbesondere wird in dem Artikel gezeigt, dass der Austausch eines kri-
tischen Bogens in einem Job-Shop-Graphen keine Zyklen erzeugt und somit zu einer zulissigen
Nachbarselektion fiithrt. In den vergangenen Jahrzehnten wurde eine Vielzahl von Optimierungs-
methoden fir das Job-Shop-Problem entwickelt, von denen ein betrachtlicher Teil direkt oder indi-

rekt auf einer Problemdarstellung mittels disjunktiver Graphen beruht (vgl. [Pinson, E. (1995)]).

In dem neueren Artikel von [White Jr., K. P., Rogers, R. V. (1990)] wird ein erweitertes Job-Shop-
Problem (extended job-shop problem) mit zusétzlichen Nebenbedingungen betrachtet. Es wird
gezeigt, wie verschiedene Typen von Nebenbedingungen mit Hilfe von zusétzlichen Knoten sowie
konjunktiven und disjunktiven Prazedenzbedingungen modelliert werden kénnen. Die resultie-
renden Graphen stellen klassische disjunktive Graphen dar, d.h. es werden nur disjunktive

Bogenpaare mit identischen Extremititen betrachtet. Als Nebenbedingungen werden unter ande-
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rem frithestmogliche Starttermine (ready-dates) und spiatestmoégliche Abschlusstermine (due-
dates) betrachtet, wobei erstere durch konjunktive Bogen und letztere durch Hinzufiigen von fik-
tiven Abschlussoperationen mit negativer Dauer modelliert werden. Weiter werden Unterhalt-
Arbeiten (scheduled maintenance) durch zuséitzliche Operationen modelliert und es wird gezeigt,
dass Setup-Zeiten unter gewissen Umstinden durch das Hinzufiigen von fiktiven Operationen in
das Modell integriert werden koénnen. Auf die Optimierungsmethodik wird in dem Artikel nicht
eingegangen. In dem Beitrag von [Gillies, D. W., Liu, J. W.-S. (1995)] werden disjunktive Maschi-
nenbelegungsprobleme mit zwei Typen von Operationen (tasks) betrachtet. AND-Tasks sind Ope-
rationen, welche erst ausgefiihrt werden kénnen, wenn alle Vorganger-Operationen beendet sind.
Dies entspricht den klassischen konjunktiven Prizedenzbedingungen. OR-Tasks kénnen gestar-
tet werden, wenn mindestens einer ihrer Vorgénger beendet ist. Fiir diese Art von disjunktiven
Problemen werden zwei Priorititsregeln-Verfahren zur Minimierung des Makespan entwickelt.
Vom Standpunkt der vorliegenden Arbeit aus kénnen diese Modelle als verallgemeinerte disjunk-
tive Graphen aufgefasst werden, bei denen die Bogen, welche in einem OR-Task enden, eine dis-
junktive Menge bilden. In diesem Sinne fiihren diese Probleme zu einer (sehr spezifischen)
Verallgemeinerung der klassischen disjunktiven Graphen. In dem Artikel von [Blazewicz, J.
Pesch, E., Sterna, M. (2000)] wird eine Erweiterung der disjunktiven Job-Shop-Graphen betrach-
tet, welche darin besteht, dass ein zusétzlicher konjunktiver Bogen hinzugefiigt wird, welcher
vom Endknoten (Senke) zum Startknoten (Quelle) zuriickfithrt. Das Gewicht dieses Bogens ent-
spricht dem negativen Wert einer oberen Schranke des Job-Shop-Problems. Durch diese Erweite-
rung lassen sich zeitliche Distanzen und Abhingigkeiten zwischen den Operationen herleiten,

welche unter anderem in Branch-and-Bound-Verfahren ausgentitzt werden konnen.

In den Beitragen von [Esquirol, P., Huguet, M. J., Lopez, P. (1992)] und [Huguet, M.-J. (1994)]
werden sogenannte TBON-Graphen (Time-Bound-On-Node Graphen) zur Darstellung von Maschi-
nenbelegungsproblemen verwendet. Operationen werden durch zwei Knoten reprasentiert, wobei
der eine dem Startzeitpunkt und der andere dem Endzeitpunkt der Operation entspricht. Durch
diese Darstellung ist es moglich, Operationen mit variabler Dauer zu modellieren. Dieser Ansatz
zeigt Aehnlichkeiten zu den Tail- und Head-Operationen, welche zur Darstellung des Lager-Pro-
blems verwendet wurden. TBON-Graphen stellen verallgemeinerte disjunktive Graphen dar, da
die Bedingung, dass disjunktive Bogenpaare identische Extremitdten haben miissen, fallengelas-
sen wird. Es wird gezeigt, wie durch Betrachtung von ldngsten Wegen (constraint propagation)
Zeitintervalle (time bounds) fiir die Knoten (d.h. die Start- bzw. Endzeitpunkte der Operationen)
abgeleitet werden kénnen, innerhalb welcher diese liegen miissen. Auf die Optimierung in TBON-

Graphen wird in diesen Arbeiten nicht eingegangen.

Schliesslich seien zwei anwendungsbezogene Arbeiten erwahnt, welche am Institut fiir Operati-
ons Research der ETH Ziirich unter der Leitung von H. Groéflin durchgefiihrt wurden. In der
Arbeit von [Schneider, S. (1988)] wird die Kompaktierung von VLSI-Chips betrachtet. Die Pro-

blemstellung besteht darin, die Schaltelemente und Zellen so anzuordnen, dass sie auf einer mog-
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lichst kleinen Chipfliache vollstindig verdrahtet werden kénnen. Fiir dieses Problem wird ein
Optimierungsmodell in Form eines verallgemeinerten disjunktiven Graphen entworfen. Die dis-
junktiven Priazedenzbedingungen werden dazu beniitzt, die gegenseitige Lage der verschiedenen
Elemente zu beschreiben. Fir die Optimierung wird ein Verfahren entwickelt, welches auf impli-
ziter Enumeration und Austausch von kritischen Bogen basiert. Die Arbeit von [Ingold, Th.
(1992)] befasst sich mit der Steuerung eines Verarbeitungssystems mit Verschiebungsbriicken.
Das System besteht aus zwei stationdren Maschinengruppen sowie einer Menge von dazwischen-
liegenden, verfahrbaren Transferbriicken, welche dazu dienen, die Bearbeitungsobjekte von einer
Maschinengruppe zur anderen iberzufithren. Die Transferbriicken sind schienengebunden und
beniitzen alle denselben Schienenstrang. Dadurch werden die Bewegungen der Briicken gegensei-
tig voneinander beeinflusst. Es wird gezeigt, wie sich dieses Problem als Optimierungsproblem in
einem verallgemeinerten disjunktiven Graphen darstellen lasst. Das entworfene Optimierungs-

verfahren basiert wiederum auf dem Austausch von kritischen Bogen.

Abschliessend sei darauf hingewiesen, dass disjunktive Prazedenzmodelle (bzw. disjunktive Gra-
phen) einen Speziallfall der Disjunktiven Programmierung darstellen. Disjunktive Priazedenzmo-
delle weisen im Gegensatz zu allgemeinen Disjunktiven Programmen die spezielle Eigenschaft
auf, dass alle linearen Ungleichungen genau zwei Variablen umfassen. Dieser Umstand erlaubt
es, die Modelle in Form eines disjunktiven Graphen darzustellen. Eine kurze Einfiihrung in die
Disjunktive Programmierung ist gegeben in [Nemhauser, G. L., Wolsey, L. A. (1988)]. Eine funda-
mentale Arbeit zur Thema bildet der Artikel von [Balas, E. (1979)]. Als weitere Beitrige seien die
Artikel von [Balas, E. (1974)] und [Helbig, S. (1994)] erwahnt.

5.2. Definitionen und Eigenschaften

In diesem Abschnitt wird das Konzept der verallgemeinerten disjunktiven Graphen formal defi-
niert, und es werden verschiedene damit verbundene Begriffe eingefiihrt. Danach werden grund-
legende Eigenschaften im Zusammenhang mit disjunktiven Mengen und disjunktiven

Subgraphen diskutiert, welche spater hiufig wiederverwendet werden.

5.2.1. Definitionen

Definition 5.2. Ein (verallgemeinerter) disjunktiver Graph G ist definiert durch
G=4&V,AE & cr.V istdie Menge der Knoten, A die Menge der konjunktiven Bogen und E die
Menge der disjunktiven Bogen, wobei AE Ei {(v,w):v,wl V,vlw} und ACE= £.
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E1 Pot(E) ist die Familie der disjunktiven Mengen, wobei E = EDT D und ID| 3 2 fir alledis-
junktiven Mengen DT £. Die Funktion ¢c: AE E® IR definiert die Bogengewichte.

Fiir einen disjunktiven Graphen G mit G = &V, A, E, &, cfwerden die einzelnen Komponenten
auch bezeichnet als Vo=V, Ag=A Eg=E g=dnd cg=CcC

Ein disjunktiver Graph G = &V, A, E, &, cf kann aufgefasst werden als ein gewdhnlicher ("kon-
junktiver") gewichteter, gerichteter Graph &V, AE E, cfmit zwei Typen Aund Evon Bogen, fiir
welchen zusitzlich eine Familie £ 1 Pot(E)von disjunktiven Mengen definiert ist. Fiir disjunk-
tive Graphen gelten dementsprechend dieselben Begriffe und graphentheoretischen Konzepte wie

fir gewohnliche Graphen.

Beachte, dass in der obigen Definition durch die Bedingung |D|3 2 D1 & nur gefordert wird,

dass eine disjunktive Menge mindestens zwei, aber nicht genau zwei Bogen umfassen muss.
Somit werden auch disjunktive Graphen zugelassen, deren disjunktive Mengen mehr als zwei
Bogen enthalten. Dies stellt eine zusitzliche Verallgemeinerung des Konzepts der disjunktiven
Graphen dar, welche im Rahmen dieser Arbeit aber nicht weiter untersucht wurde. Es ist jedoch
so, dass ein Teil der in diesem Kapitel erarbeiteten Theorie auch giiltig ist fir diesen verallgemei-

nerten Fall, weshalb er in die Definition miteinbezogen wurde.

Definition 5.3. Sa G = &V, A E, &, cf eindisunktiver Graph. Eine Sdektionin G ist eine Teil-
menge Si E von disjunktiven Bogen.

Eine digunktive Menge D1 & ist geschnittenvon S, falls SC Dt A& . Die Familiealler von S
geschnittenen disjunktiven Mengen wird mit £(S) = {D1 £:SC D! A&} bezeichnet.

Eine Selektion Si E heisst vollstandig in G, falls sie alle disjunktiven Mengen schneidet, d.h. falls
E(S) = &, andernfalls partiell. Eine Selektion Si E heisst (positiv) azyklischin G, falls der Graph
&/, AE S, cf keine (positiven) Zyklen hat. Eine vollstandige, positiv azyklische Selektion in G heisst
2uldssigin G.

Definition 5.4. Sai G = &V, A E, &, cf eindigunktiver Graph. Sei i & eine Teilfamilie von dis-
junktiven Mengen. Die Menge aller disjunktiven Bogen, diein einer disjunktiven Menge aus F enthal-
ten sind, wird mit £° = EDT fD bezeichnet. Gf bezeichnet den Teilgraphen von G, welcher nur
disiunktive Mengen aus F hat, dh. G- = &, A, 7, F, ci.

Die zu einer Selektion S E komplementére Selektionin G ist definiert als S= £(S)° - S.

Definition 5.5. Sai G = &V, A E, &, cf eindigunktiver Graphund Si E eine Selektionin G.
Der durch S definierte konjunktive Subgraph von G ist gegeben als G(S) = &V, AE S, cf. Der Graph
G(4) = &V, A, cf wird der konjunktive Teil von G genannt.
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Der durch S definierte disjunktive Subgraph von G ist gegeben als

G[S] = &, AE S (£-£(9)°, £-£(S), chi.

Der digunktive Graph G heisst (positiv) azyklisch, falls sein konjunktiver Teil G(4) keine (positiven)
Zyklen hat, andernfalls heisst G (positiv) zyklisch. Z wird ein Zyklusvon G genannt, falls Z ein
Zyklusvon G(A) ist.

Definition 5.6. S&i G = &V, A E, &, cf eindigunktiver Graph. Falls |£(e)| = 1 fir alleel E,
existiert genau eine disjunktive Menge D1 £ mit el D, welche bezeichnet wird als D(€) . Falls
zusitzich |D| = 2 fir alle DT &, wird der zweite Bogen e¢T D(€), e? e(, alsder Partner von €
bezeichnet.

5.2.2. Eigenschaften

Disjunktive Mengen

Lemma 5.7. Sei G= &V, A E, & cf eindisunktiver Graph. Sei SI E. Esgilt ST £(S)°.

Beweis:
Sei el S Zeige, dass el £(S)'Da el End E-= EDT gIBxistiert ein D Infit el m
el S,gilt DC S* Aund folglich DT £(S)Da &(5) = E Rt DI £@d folg-

- . D¢l &(SY
lich el &(S).

Lemma 5.8. S&i G = &V, A E, &, cf eindigunktiver Graph. Sei R, Si E. Esgilt:
(i) ER)E &(S) = ERES)
(i) E(R)E &S =&RES)

Beweis:

Beweis von (i): Zeige einerseits, dass E(R) E £(S)1 E(RE SSei DT £(S) E £(Mann gilt
DCR?! & oder DC S! A& Folglich ist DC(RE S)t /dh. DI &RE Qeige anderer-
seits, dass E(SER)I E(S)E &(R)Sei D1 &(SE R)ann gilt D C (RE S).1E@glich ist
DCR! &A oder DC St £dh. DI &R)E &(S)

Beweis von (ii): Zeige einerseits, dass E(R)"E £(S)°1 E(RE 981 el &R)’ E £(Fall 1:
Sei el £(R)’ Dann existiert ein DI &mit el Dind DCR!./Ma DC (RE S)li#%

DT £(SE R). Wegen el D gilt folglich el £(RE S)'Fall 2: Sei el &(S)Beweis analog.
Zeige andererseits, dass E(RE S)°1 E(R)°E £(S9)&8ei el &(RE SPann existiert ein DT &



5.2. Definitionen und Eigenschaften 133

mit el Dund D C (RE S)! ASomit gilt DCR?! &ler D C S FRll 1: Sei DCR! A&
Dannist DT £(R)und wegen el Dgilt el £(R)¥Fall2:Sei D C St.ABeweis analog.

Lemma 5.9. Sei G= &/, A E, & cf eindigunktiver Graph mit |£(e)| = 1 fir alleel E. Sa
R, Si E.Esqilt:

(i) E(R)-£(5) = E(R-£(9))
(i) E(R)" =&(S)° = E(R=E(S)°)°

Beweis:

Beweis von (i): Zeige einerseits, dass E(R)—&(S)1 E(R-E(S).RBei DT &(R) - E(Zpige,
dass D1 &(R-&(S)°) Da DI &R)gilt DCRLMa DI &gt DCS=D&

D CR! A&, existiert ein el D mit el R Zeige, dass el &(S)’'Nehme an, dass el &(S)°
Dann existiert ein D(1 £mit el Dwund D(C St ADa el ,D el Dud gemiss Vorausset-
zung |E(€)] =1 gilt D=D(Da D(CS?! Agilt DC S Bin Widerspruch. Somit ist
gezeigt, dass el £(S)". Da el Rgilt el R-&(S9ba el,Rilt DC(R-E(S)°)Fdg-
lichist DT &(R-£(S))

Zeige andererseits, dass E(R—E&(S)°)1 &(R)—E&(S)Sei D1 &(R-E&(S)Zeige, dass
DT &R)-&(S). Da DT ER-£(S)°)gilt DC (R-E(S)°)L. AElso existiert ein el ot
el R-&(S)".Esist el Rund el &(S)’ Zeige erstens, dass D1 £(RPa el Bnd el, R
ist DC R! Aund somit D1 &(R)Zeige zweitens, dass D1 &£(Spa el &£(xistiert kein
D1 £ mit el D(und D(C St AWegen el [iltsomit D C S=.Aolglichist DI &(S)
Somit ist gezeigt, dass D1 &(R) — &£(S)

Beweis von (ii): Zeige einerseits, dass &(R) —&(S)°1 &(R-£(S)°) Sei el &R)" -£(S)
Zeige, dass el E(R-&(S)°)'Da el & (Rpxistiertein DI @it elwd DCRIDE

el &(S)°, existiert kein D(T £mit el Dwnd D¢C &(S)’ ! Abaraus folgt wegen el,D
dass DCE(S)°= £Da DCR! Hexistiert ein  f1 it fl. Pa D C &(S)° =ifE

f1 £(S)°. Folglich gilt fT R—&(S). Wegen f1 Dfolgt daraus, dass D C (R-&(S)°)L &
Somitist DT &(R-&(S)°)Da el Dgilt folglich el &(R-&(S))’

Zeige andererseits, dass E(R—E(S)°) 1 E(R)° =&(S) Sei el E&(R-E&(S) feige, dass

el E&R)-&(S)°. Da el &R-E(9°) existiert ein DT &Emit el Dund
DC (R-£(S)°)* /. Also existiert ein fT Dmit fT R—&(S)'Esist f1 Rnd fI &£(SVeige
erstens, dass el £(R)"Da f1 Dund fl1 Rilt DC R! Aolglichist DT &(Raraus folgt
wegen el D, dass el E(R). Zeige zweitens, dass el &£(S)Da fI &£(Skxistiert kein bt
fT DCund DCC E(S)°t £Da fl Dgilt somit D C &(S)° = Maraus folgt wegen el, D
dass el &(S)" Somit ist gezeigt, dass el E(R) —&(S)°
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Beachte, dass fiir den Beweis von (ii) die Bedingung |£(€)| = 1nicht benétigt wurde.

Disjunktive Subgraphen

Lemma 5.10. Sei G = &V, A E, &, cf eindigunktiver Graph. Sei Ri E eine Selektionin G und
Si Egr €ine Selektionin G[R] . Esgilt:

(i) G[RI[S] = G[RE §]
(i) G[R](S) = G(RE S)

Beweis:

Beweis von (i): Sei G[R] = &/, A0, EOC, £0, cii G[R][S] = &/, AL, E, €1, cfiund
G[RE S| = &/, A2 E2, £2,cii. Zeige, dass G[R][S] = G[RE S] Gemsss Definition ist
AC=AER und £&9=E-&R) Folglich ist Al=A0E S= AE RE Sind

E1=£0_£0(S) = (£-E&(R)) —£9(S) . Nun gilt:
E0(S)={DT £-E(R):DCSt A ={D1 £:DCSt A -&(R) = £&(9)-E&(R)

Folglich ist &1=(£-E(R))—(E(S)-£&(R)) =E-E(R)-£(S) = £-(E(R) E £(H)9miiss
Lemma 5.8. ist £(R) E £(S) = £&(RE S)Somit ist &£1= £—-&(RE $)emiiss Definition ist
A2= AE (RE S) und £2= £-&(RE S)Folglichist Al= Adnd &1=&Ba El= (&hnd
E2 = (£2)°, gilt E1 = E2 Somit ist gezeigt, dass G[R][S] = G[RE §]

Beweis von (ii): Gemiss Definition ist G[R] = &, AE R, (£-£(R))’, £-£&(R), afid folglich
(G[R])(S) = &, AE RE S,cf=G(RE S). ~

Lemma 5.11. Sai G= &V, A E, €&, cf eindigunktiver Graphund Ri E.

(i) Falls S eine zulassige Selektion in G ist mit RIS, dannist SC EG[R] eine zulassige Selektion
in G[R] .

(i) Falls Si EG[R] eine zulassige Selektion in G[R] ist, dannist RE S eine zulassige Selektion in
G.

Beweis:

Beweis von (i): Sei S eine zuldssige Selektion in G. Zeige, dass S(= SC EG[RFme zulédssige
Selektion in G[R] ist. Da St EG[R] ist Seine Selektion in G[R[eige erstens, dass  Jositiv
azyklisch ist in G[R]. Da Szuldssig istin G ist G(S)positiv azyklisch. Da RE Stl ,Sst auch
G(RE S() positiv azyklisch. Gem#ss Lemma 5.10. ist G(RE S¢) = G[R](S()Folglich ist
G[R](S() positiv azyklisch, d.h. SCist positiv azyklisch in G[R] Zeige zweitens, dass Stvoll-
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standig ist in G[R]. Nehme an, dass ein D1 EG[R]eXistiert mit D C S(= Aba listandig
istin G, gilt DCS® £Sei el DC.a el Bnd DI Ergilt el Esfiglelich gilt
el St und somit D C S(* /& Ein Widerspruch.

Beweis von (ii): Sei Si EG[R] eine zuldssige Selektion in G[R] Zeige, dass S(= RE &ne
zuldssige Selektion in G ist. Da St(l E ist Steine Selektion in G Zeige erstens, dass Spositiv
azyklisch ist in G. Da S positiv azyklisch ist in G[R] ist G[R](Spositiv azyklisch. Gemiss
Lemma 5.10. ist G[R](S) = G(RE S)Alsoist G(RE Positiv azyklisch, d.h. St positiv azy-
klisch in G. Zeige zweitens, dass S(vollstindig ist in G. Nehme an, dassein D1 Eexistiert mit
DCSt= /. Fall 1: Sei D1 &£(R) Dann gilt DCR! &ADa RI Sgiltauch D C S(!. Bin
Widerspruch. Fall 2: Sei D1 £-&(R) Da EG[R] = &£-E(Rnd Wlsténdig ist in ~ G[RYilt
DC St £.Da Sl S gilt auch D C S(! AEin Widerspruch.

Lemma 5.12. Sei G= &/, A E, & cf eindigunktiver Graph mit |£(e)| = 1 fir alleel E. Sa
Si E und G[S] der entsprechende disjunktive Subgraph von G. Esgilt:

0] 5(3[3] =E-&(9)

(i) Egpg = E-£(9)°

Beweis:

Beweis von (i): Gemiéss Definition gilt 5G[ g = E-E(9).

Beweis von (ii): Da &= E&(E) ist EG[S] = E(E) - &(S) Gemdss Lemma 5.9. gilt
EG[S] = E(E-E&(S)°). Gemiss Definition  ist EG[S] = (EG[S])O und  folglich
Egig = E(E-&(S)°)°. Aufgrund von Lemma 5.9. gilt E(E—-E(S)°) = EE)° -&(S)Da
E(E)" = & = E, gilt somit Egig = E-£(S).

5.3. Spezielle Klassen von disjunktiven Gra-
phen

In diesem Abschnitt werden verschiedene Klassen von disjunktiven Graphen beschrieben, welche
im Rahmen dieser Arbeit von Interesse sind: Klassische disjunktive Graphen, Job-Shop-Graphen,
Lager-Graphen und 1-Job-Lager-Graphen. Die verschiedenen Klassen werden anhand eines Bei-

spiels illustriert.

Klassische disjunktive Graphen sind disjunktive Graphen, bei denen jede disjunktive Menge zwei

Bogen mit denselben Endpunkten, aber entgegengesetzter Richtung umfasst.
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Job-Shop-Graphen sind disjunktive Graphen, welche aus der Modellierung des Job-Shop-Problems
mittels disjunktiver Prézedenzbedingungen resultieren. Job-Shop-Graphen bilden einen Speziall-
fall der klassischen disjunktiven Graphen. Bis anhin wurden in der Literatur im Zusammenhang

mit disjunktiven Graphen praktisch ausschliesslich Job-Shop-Graphen diskutiert.

Lager-Graphen sind disjunktive Graphen, welche aus der Modellierung des Lager-Problems mit-
tels disjunktiver Pridzedenzbedingungen resultieren. Lager-Graphen bilden die Basis fur die
Modellierung und Optimierung des Lagerproblems, d.h. des Steuerungsproblems in automatisier-

ten Kompaktlagern (siehe Kapitel 6).

1-Job-Lager-Graphen werden ausgehend von einem Lager-Graphen (mit Priselektion) konstru-
iert, indem ein einzelner Job ausgewahlt wird und alle disjunktiven Bogen, welche nicht mit
einem Knoten dieses Jobs inzidieren, aus dem Graphen entfernt werden. 1-Job-Lager-Graphen bil-
den eine Relaxation der Lager-Graphen (mit Praselektion) in dem Sinne, dass nur die disjunktiven
Prazedenzbedingungen beziiglich eines einzelnen Jobs beriicksichtigt werden und die restlichen
disjunktiven Bedingungen weggelassen werden. 1-Job-Lager-Graphen sind von wichtiger Bedeu-

tung beim Entwurf eines Optimierungsverfahrens fiir Lager-Graphen.

Zu den folgenden Abbildungen von disjunktiven Graphen ist zu bemerken: Konjunktive Bogen
werden im allgemeinen mit einem ausgezogenen Pfeil und disjunktive Bogen mit einem gestri-
chelten Pfeil dargestellt. Hiufig wird zur Vereinfachung nur einer der beiden Bogen einer dis-
junktiven Menge eingezeichnet. Manchmal werden die disjunktiven Bogen der Uebersichtlichkeit
halber auch ganz weggelassen. Der Partner eines eingezeichneten disjunktiven Bogens wird im

allgemeinen mit dessen Namen und einem Apostroph gekennzeichnet (z.B. a; und a,0.

Bei der Darstellung von Job-Shop- und Lager-Graphen werden die Start- und Endknoten s und t
sowie die damit inzidierenden Start- und Endbogen zur Vereinfachung meistens weggelassen. Die

Operationen werden so bezeichnet, dass fir die i-te Operation von Job Jp, d.h. fir J,, geschrie-

niv
ben wird n.i. In Lager-Graphen wird das einer Operation n.izugeordnete tHKnotenpaar
bezeichnet als n.it und n.iN Weiter werden in Lager-Graphen zwei Synchronisationsbogen ent-
gegengesetzter Richtung meistens als einzelne ungerichtete Linie eingezeichnet und die th

Bogen mit einer doppelten Pfeilspitze gekennzeichnet.

In Analogie zu den Gantt-Diagrammen werden die Knoten, welche sich auf Operationen beziehen,
die auf demselben Prozessor ausgefiihrt werden, horizontal auf derselben Linie gezeichnet. In
gleicher Analogie werden die Graphen so dargestellt, dass alle konjunktiven Bogen von links
nach rechts weisen. Dadurch kann die Horizontale als zeitliche Dimension aufgefasst werden,
wobei die durch die Knoten reprisentierten Ereignisse um so spéater stattfinden, je weiter rechts

sich der Knoten befindet.
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5.3.1. Klassische disjunktive Graphen

Definition 5.13. Einklassischer disunktiver Graphist ein disjunktiver Graph G = éV, A  E, &, ¢t
dessen disjunktive Mengen genau 2wei Bogen mit denselben Endpunkten, aber umgekehrter Richtung
umfassen. Esgilt alsofir alle D1 &€ mit D = { e, e}, dass tail (¢) = head(e() und

head(e) = tail (e().

Beachte noch, dass in klassischen disjunktiven Graphen jeder disjunktive Bogen in genau einer
disjunktiven Menge vorkommt, d.h. dass |£(€)| = 1fiir alle el EDies folgt aus der Definition,
da alle disjunktiven Mengen verschieden sind und jede disjunktive Menge zwei Bogen entgegen-

gesetzter Richtung umfasst.

Beispiel:

Die folgende Abbildung zeigt einen klassischen disjunktiven Graphen G = &V, A, E, &, cfDie
Knotenmenge entspricht V = {1, 2, 3, 4} Die Menge der konjunktiven Bogen ist gegeben durch
A={(1,23),(1,4), (4 2)} und die Menge der disjunktiven Bogen = durch
E={(1,2),(21),(3,4),(4,3)}. Die Familie der disjunktiven Mengen ist gegeben durch
E={{(1,2),(21}.{(3,4).(43)}}. ~

Abbildung 5.1. Klassischer disunktiver Graph

5.3.2. Job-Shop-Graphen

In Abschnitt 4.2. wurde gezeigt, wie sich das Job-Shop-Problem mit Hilfe von konjunktiven und
disjunktiven Prizedenzbedingungen modellieren lisst. Es resultierte das folgende disjunktive

Prazedenzmodell:

Job-Shop-Problem P = (M, I, 7,1, d):

min Xt



138 Kapitel 5 Verallgemeinerte disjunktive Graphen

X = ;% dj, DT {3, 41) 31 Jr=1,%,[3-1]}

X —-%s3 0, il

X =% 3 dj, i1 1

xj—xi3 di OR xi—xj3 dj, {i,j} 1 lpyml M
x230, il 1E{s,t}

Die untenstehende Definition zeigt, wie der disjunktive Job-Shop-Graph zu diesem Modell kon-

struiert wird.

Definition 5.14. Sei P = (M, |, 7, 1, d) ein Job-Shop-Problem. Der zu P gehorende Job-Shop-
Graph entspricht dem folgenden disjunktiven Graphen GP = &/, A E, &, cfi:

(i) Die Knotenmenge ist gegeben durch V=V, E {s,t} . Die Menge V, entspricht der Menge der
Operationen, d.h. V| = 1. s ist einkunstlicher Sart- und t ein kinstlicher Endknoten.

(i) Die Menge der konjunktiven Bogen ist gegeben durch A= AjE A  E A, . Die Menge A, enthalt
fur jedes Paar von aufeinanderfolgenden Operationen eines Jobs einen Bogen von der vorausge-
henden zur nachfolgenden Operation, d.h. Ay = {(3,,J, , ;) : JT J,r=1,%,|J -1} . Die Bogen
in Ay werden als Job-Prazedenzbogen bezeichnet. Die Menge A enthalt fir jede Operation einen
Bogen vom Startknoten zur Operation, d.h. A = {(s,i): i1 1}. Die Bogen in A werden als
Sartbogen bezeichnet. Die Menge A, enthalt flr jede Operation einen Bogen von der Operation
zum Endknoten, d.h. A, = {(i,t) i T 1} .DieBogenin A, werden als Endbogen bezeichnet.

(iii) Die Menge der disjunktiven Bogen ist gegeben durch E = Emi v Em- Die Menge E, mi M,
enthalt flr jedes Paar von unter schiedlichen Operationen auf Prozessor m zwei Bogen, welche die
beiden Operationen gegenseitig verbinden, d.h. E = {(i,]), (j,1) : {i,]} i |} - Die Bogen in
E,,, Werden als Prozessor-Prazedenzbogen von m bezeichnet.

(iv) Die Familie der digunktiven Mengen ist gegeben durch & = EmT Mé‘m. Die Familie &,
ml M, enthélt fur jede Auswahl von zwei unterschiedlichen Operationen auf Prozessor m eine
disiunktive Menge mit zwei Bogen, welche die beiden Operationen gegenseitig verbinden, d.h.
Emn =L Gy LT 1)

(v) Die Bogengewichte sind folgendermassen definiert: Fir e=(i,j)1 Ay ist co=d;. Fur
e=(s,i)1 Agistc,=0,undfir e=(i,t)T A istc,=d,.Fire=(i,j)I Eistc;=d,.

Beispiel:
Es wird ein Job-Shop-Problem P = (M, |, 7, m, d) mit 3 Prozessoren M = { P;, P,, P5}und 3 Jobs
J={J1, 3, I3} gezeigt. Die Operationen der verschiedenen Jobs werden der Reihe nach auf fol-

genden Prozessoren ausgefiihrt:
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Job: Operation 1: | Operation 2: | Operation 3:
Jg Py Ps P3

Iz Py P,

J3 Py P3

Abbildung 5.2. Prozessorreihenfolge der verschiedenen Jobs

Der Job-Shop-Graph GP = &/, A E, &, chat folgende Form:

P3

Abbildung 5.3. Beispiel eines Job-Shop-Graphen

Die Menge der konjunktiven und disjunktiven Bogen sowie die Familie der disjunktiven Mengen

sind wie folgt gegeben:

Ap=1{(11,12),(1.2,1.5),(21,22),(3.1,3.2)}

As ={(s,11),(s,12),(s,13),(s,21),(s,22),(s,3.1),(s,32)}

A ={(1.1,1),(12,1),(13,1),(21,1),(221),(31,t), (3.2, 1)}

A=A EA EA
£1={{(11,21),(21,11)},{(21,31),(31,21)},{(1.1,31),(3.1,1.1)}}
E,={{(12,22),(22,12)}}

E3={{(13,32),(3.2,1.3)}}

E=E EEEE,

E - 50 -



140 Kapitel 5 Verallgemeinerte disjunktive Graphen

5.3.3. Lager-Graphen

In Abschnitt 4.3. wurde gezeigt, wie sich das Lager-Problem mit Hilfe von konjunktiven und dis-
junktiven Prizedenzbedingungen modellieren ldsst. Daraus resultierte das folgende disjunktive

Prazedenzmodell:

Lager-Problem P = (M, |, 7,md, dt, dh ds):
max X,

t RS

S

h .
X _Xh(i)3 dj +djt, il

h < h s Coaa ot -
x230, il I1E{s,t}

Definition 5.15. S& P = (M, 1, 7,md, dt,dh dS) ein Lager-Problem. Der zu P gehérende
Lager-Graph entspricht dem folgenden disjunktiven Graphen GP = &/, A E, &, cit:

(i) DieKnotenmenge ist gegebendurch V =V, E{s,t}.
Die Menge V, enthalt zu jeder Operation i1 | ein Knotenpaar t,h,dh V,={t, h: i1 1}.
Hierbei wird t; als t-Knoten und h, als h-Knoten von i bezeichnet. s ist ein kiinstlicher Start-
und t ein kinstlicher Endknoten.

(i) DieMenge der konjunktiven Bogen ist gegeben durch A= AJE A EA_ E A, .
Die Menge A enthalt fur jedes Paar von aufeinanderfolgenden Operationen eines Jobs zwei ent-
gegengesetzte Bogen, welche den h-Knoten der vorausgehenden mit dem t-Knoten der nachfol-
genden Operation verbinden, d.h.
Ao = {3y tyr + 1)) Wy + 2y Nagry) - JT J,r=1,%,|J -1} . Die Bogen in Ay werden als
Synchronisationsbogen bezeichnet.
Die Menge A, enthalt fur jedes th -Knotenpaar einer Operation einen Bogen, welcher den t- mit
dem h-Knoten verbindet, d.h. A; = {(t;, h;):il 1}. Die Bogen in A; werden als th-Bogen
bezeichnet.
Die Menge A, enthalt fir jede Operation einen Bogen vom Startknoten zum t -Knoten der Opera-
tion,d.h. Ag = {(s,t;):i T 1} .DieBogenin A, werden als Sartbogen bezeichnet.
Die Menge A, enthalt fr jede Operation einen Bogen vom h -Knoten der Operation zum Endkno-
ten, d.n. A, = {(h;,t) il I}.DieBogenin A, werden als Endbogen bezeichnet.

(iii) Die Menge der disjunktiven Bogen ist gegeben durch E = Emi M En-
Die Menge E,,, mi M, enthélt fir jedes Paar von unterschiedlichen Operationen auf Prozessor
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m 2wei Bogen, welche den h -Knoten der einen mit dem t -Knoten der andern Oper ation verbindet,
dh. E, = {(hl,t) (hj, t):{i,j} i1 m} - Die Bogen in E_ werden als Prozessor-Prazedenzbo-
gen von m bezeichnet.

(iv) Die Familie der disjunktiven Mengen ist gegeben durch £ = E o M Em-
Die Familie £,, mI M, enthalt fiir jede Auswahl von zwei unterschiedlichen Operationen auf
Prozessor m eine disjunktive Menge mit zwei Bogen, welche je den h- mit dem t -Knoten der bei-
den Operationen verbinden, d.h. £ = {{(h,, J) (hJ, t)}:{i, Yo mt -

(v) Die Bogengerchtesmd folgendermassen definiert: Fir el Ay istc,=0.Flr e= (tl, I)I A
ist ¢, = di +d,.Flr e= (:,t-)cl A istc,= d;i und fir e=(h,, t)T A, istc,= di +di“t . Fur
€= (hi,tj)T Eistc,=d +di“j.

In der untenstehenden Definition werden einige weitere Bezeichnungen eingefiihrt, welche im

Zusammenhang mit Lager-Graphen verwendet werden.

Definition 5.16. Sei P = (M, I, 7, md, dt,dh, d5) ein Lager-Problem. Sei
G = GP[Q] = &, A E, &, cii der zugehdrige Lager-Graph mit Praselektion Q.

(i) Seiil | eineOperationvon P . Die Menge der (disjunktiven) t- bzw. h-Bogenvon i ist definiert
als Eit ={el E:head(e)=t;} baw. Eih ={el E:tail(e)=h;} . Die Menge aller (disjunktiven)
Bogen von i ist gegebendurch E; = Eit E Eih. Die Familie der disunktiven Mengen von i ist defi-
niertals & ={D1 £:DIi E}.

(i) Sei JT J ein Job von P Die Menge der (disjunktiven) t- bzw. h-Bogen von J ist definiert als
EJ E E bzw. EJ EiI Eh Die Menge aller (disunktiven) Bogen von J ist gegeben

durch EJ EjE EJh DleFamllleder disiunktiven Mengen von J ist definiert als £ = E. i Jé‘i

(iii) Sei vi V-{s,t} einKnotenvon G. Diezu v gehorende Operation von P wird bezeichnet als
iy, dhi,=i,fallsv=t; oder v=h, ist. Der zu v gehdrende Job von P wird bezeichnet als J, ,
d.h. J,=J,falsi, T J.

Fir die oben definierten Mengen gelten unter anderem die folgenden Zusammenhinge:

E -{(hj, I)I E:jl |n.(|)jll} undE ={(h, J)I E:jl In(l), i}
-—{(hj, I) (hl,t)l E:jl |n(,), jti}
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Beispiel:
Es wird ein Lager-Problem P = (M, I, 7, md, dt dh dS) mit 3 Prozessoren M = {Pl, P2, P3}
und 3 Jobs J = {Jq, J,, J3}gezeigt. Die Operationen der verschiedenen Jobs werden der Reihe

nach auf folgenden Prozessoren ausgefiihrt:

Job: Operation 1: | Operation 2: | Operation 3:
Jg Py Ps P3

Iz Py P,

J3 Py P3

Abbildung 5.4. Prozessorreihenfolge der verschiedenen Jobs

Der Lager-Graph GP = &/, A E, &, cihat folgende Form:

P3 1.3t 1.3h B 3.2t 3.2h
= (@) 32)

2.2h

--------------------------- 3.1h

Abbildung 5.5. Beispiel eines Lager-Graphen

Die Menge der konjunktiven und disjunktiven Bogen sowie die Familie der disjunktiven Mengen

sind wie folgt gegeben:

o Ag={(11h 129, (1.2t 1.1M), (1.2h, 1.3Y), (134, 1.2M), (.10, 2.2Y), (2.2t 2.1M), (3.1", 3.2Y), (3.2t 3.1M)}
o A ={(11%1.1M), (124 1.2, (134 1.3M), (2.1, 2.1M), (2.2¢, 2.2"), (3.1%, 3.1M)}

o A, ={(s,11Y,(s,1.2Y,(s, 13, (s,21%),(s,22Y),(s,3.1Y), (s,3.2Y)}

o A ={(11Mt), (12N 1), (13N 1), (21N 1), (2.2, 1), (3.1 1), (3.2", 1)}

« A=AEA EA EA

o & ={{(11h21Y, (21 11Y}, { (21", 3.1Y), (3.1", 2.1H}, {(1.1", 3.1Y), (3.1", 1.1} }
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&, ={{(1.2h 2.2, (2.2" 1.24}}
Eg={{(1.3"32Y), (3.2" 1.3Y}}
E=EEEE &,

e E=¢&

5.3.4. 1-Job-Lager-Graphen

1-Job-Lager-Graphen werden ausgehend von einem Lager-Graphen (mit Priselektion) konstru-
iert, indem ein einzelner Job J ausgew#dhlt wird und alle disjunktiven Bogen, welche nicht mit
diesem Job inzidieren, aus dem Lager-Graphen entfernt werden. In einem 1-Job-Lager-Graphen
inzidieren somit alle disjunktiven Bogen mit einem bestimmten Job J. 1-Job-Lager-Graphen bil-
den eine Relaxation der Lager-Graphen (mit Praselektion) in dem Sinne, dass nur die disjunktiven
Priazedenzbedingungen beziiglich eines einzelnen Jobs J berticksichtigt werden und die restli-

chen disjunktiven Bedingungen weggelassen werden.

Definition 5.17. S G = GP[Q] = &/, A E, &, chiein Lager-Graph mit Praselektion Q. Sai J ein
Job von P . Der durch J definierte 1-Job-Lager-Graph von G ist gegeben durch
G;= &, A £ &y ch

Beispiel:

Betrachte den  Lager-Graphen GP aus dem vorangehendem  Beispiel. Sei
Q= {(1.1h, 2.1t), (1.3h, 3.2t)} eine vorgegebene Priselektion und G = GP[Q] = &/, A E, &, cf
der entsprechende disjunktive Subgraph. Sei J = J, Der durch Jdefinierte 1-Job-Lager-Graph
G =&, A 53, &5, ciihat die folgende Form:

(32 {220

Abbildung 5.6. Beispiel eines 1-Job-Lager-Graphen
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Die konjunktiven Bogenmengen A,, A;, Ajund Asind gleich wie im vorangehenden Beispiel.
Die Menge der konjunktiven Bogen ist gegeben durch A= AjE A; E A_ E A, E (Die Menge
der disjunktiven Bogen entspricht 53 und die Familie der disjunktiven Mengen ist gegeben
durch &5 = {{(1.2" 2.2Y), (2.2, 1.2Y}, { (21", 3.1Y), (3.1, 2.1%}}

5.4. Konjunktive Erweiterung

5.4.1. Einfihrung

Erzwungene und verbotene Bogen

Bei der Betrachtung disjunktiver Graphen stellt man fest, dass die Auswahl gewisser disjunkti-
ver Bogen die Wahl bzw. Nichtwahl gewisser anderer disjunktiver Bogen implizieren kann. Dies
ist folgendermassen zu verstehen: Sei G = &V, A, E, &, cin disjunktiver Graph und S| [Eine
Auswahl von disjunktiven Bogen. S impliziert die Wahl eines Bogens el Ein G wenn alle
zuldssigen Selektionen S(, welche S enthalten, auch den Bogen € enthalten. Simpliziert die
Nichtwahl eines Bogens el E, wenn alle zulissigen Selektionen, welche Senthalten, den Bogen

€ nicht enthalten.

Beispiel:
Gegeben sei der disjunktive Graph G = &V, A E, £, ciin Abbildung 5.7., wobei A ={a, b, c, d}
E={{e e}, {f,f4,{0,09¢} und c>0.

Abbildung 5.7. Verbotene und erzwungene Bogen
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Betrachte die Auswahl S= {€}. Da e€in jeder zuldssigen Selektion ist, welche Senthilt, impli-
ziert S trivialerweise die Wahl von €. Da €(zusammen mit €den positiven Zyklus (e, e(bildet,
kann e( in keiner zuldssigen Selektion sein, welche Senthilt. Somit impliziert Sdie Nichtwahl
von €(. Da f(zusammen mit € den positiven Zyklus (a, & b, f(pildet, impliziert Slie Nichtwahl
von f(. Da jede zuldssige Selektion in G mindestens einen Bogen der disjunktiven Menge {f, f(}
enthélt, muss folglich f in jeder zulédssigen Selektion in G enthalten sein, d.h. Simpliziert die
Wahl von f. Da ¢(zusammen mit fden Zyklus (c,f, d, gObildet, impliziert Such die Nicht-
wahl von g(. Da jede zuldssige Selektion mindestens einen Bogen der disjunktiven Menge { g, g¢}
enthélt, impliziert S weiter die Wahl von (. Zusammengefasst impliziert Ssomit die Nichtwahl
von { €¢, f(, g} und die Wahl von {e,f, g}

Die Menge aller zuléssigen Selektionen  in G ist gegeben durch
{{e f, 0}, {e.f, g}, {e, g}, {e,fg}}. Somit gilt tatséchlich fiir alle zuldssigen Selektionen
St mit Si S dass S(C {e(f,g} = And {ef,g}i.S

Im vorangehenden Beispiel wurde gezeigt, wie anhand verschiedener Ueberlegungen eine Menge
von Bogen bestimmt werden kann, deren Nichtwahl bzw. Wahl durch S impliziert wird. Diese
Ueberlegungen lassen sich zu folgenden drei Punkten zusammenfassen: Sei G = &V, A E, &, cf
ein disjunktiver Graph und SI E (1) Simpliziert die Nichtwahl eine Bogens el Efalls
G(SE €) positiv zyklisch ist. Ein Bogen, fiir welchen dies zutrifft, heisst direkt verboten durch
S. (2) S impliziert die Wahl eines Bogens el E falls eine disjunktive Menge D1 &existiert, so
dass alle Bogen e(l D - edirekt verboten sind durch S Ein Bogen, fiir welchen dies zutrifft,
heisst direkt erzwungen durch S. (3) Falls el E ein durch Sdirekt erzwungener Bogen ist,
dann impliziert S auch die Nichtwahl aller durch St= SE edirekt verbotenen Bogen und die
Wahl aller durch St direkt erzwungenen Bogen. Aus diesen drei Feststellungen ldsst sich das fol-
gende iterative Verfahren zur Bestimmung von verbotenen und erzwungenen Bogen ableiten: Sei
G=&,AE¢ciund Si E

Setze Q = Sund Q = &£

Bestimme alle durch Q direkt verbotenen Bogen Rin G. Setze (_Q = 6 ER
Bestimme mit Hilfe von Q alle durch Q direkt erzwungenen Bogen Rin G Setze
Q = QE R. Gehe zu Schritt 2.

Gemadss obigen Ausfiithrungen ist 6 eine Menge von Bogen, deren Nichtwahl durch S impliziert
wird, und Q eine Menge von Bogen, deren Wahl durch S impliziert wird. 6 wird bezeichnet als
die Menge der durch S (lokal) verbotenen Bogen und Q als die Menge der durch S (lokal)

erzwungenen Bogen in G.
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Global erzwungene und verbotene Bogen

Im vorangehenden Absatz wurde ein Verfahren beschrieben, mit welchem in einem disjunktiven
Graphen G = &V, A E, &, cBogen bestimmt werden kénnen, deren Nichtwahl bzw. Wahl durch

Si E impliziert wird. Die daraus resultierenden Mengen Q und Q wurden als die durch S
(lokal) verbotenen bzw. erzwungenen Bogen bezeichnet. Es stellt sich nun die Frage, ob mit die-

sem Verfahren alle Bogen gefunden werden, deren Nichtwahl bzw. Wahl durch S impliziert wird.

Bezeichne einen Bogen, dessen Nichtwahl durch S impliziert wird, als global verboten durch S,
und einen Bogen, dessen Wahl durch S impliziert wird, als global erzwungen durch S in G. Die
Frage lautet somit, ob - bei gegebenem S - die Menge der (lokal) verbotenen bzw. erzwungenen
Bogen identisch ist mit der Menge der global verbotenen bzw. erzwungenen Bogen. Wie sich
schon erahnen lasst, trifft dies im allgemeinen nicht zu. Betrachte dazu das folgende Gegenbei-

spiel.

Beispiel:
Gegeben sei der disjunktive Graph G =&V, A E, ¢, cfin Abbildung 5.8., wobei A= {a}
E={{eeq},{f,fG} und c>0.8ei S= A&

Abbildung 5.8. Global verbotene und erzwungene Bogen.

Offensichtlich existieren keine Bogen, welche durch S (lokal) erzwungen bzw. verboten werden.
Die Menge der zuldssigen Selektionen SCin G mit Si Stentspricht der Menge aller zulissigen
Selektionen in G und ist gegeben durch {{e( f},{e¢f(},{e(f, f(}Somit gilt el Ghd

e(] S¢ fir alle zuldssigen Selektionen S(in G mit Si St Folglich ist eglobal verboten und €

global erzwungen durch Sin G.

Dieses Beispiel zeigt, dass die Konzepte, welche bei der Bestimmung der (lokal) verbotenen bzw.
erzwungenen Bogen zur Anwendung kommen, im allgemeinen nicht ausreichend sind, um alle
global verbotenen bzw. erzwungenen Bogen zu berechnen. In Abschnitt 5.4.4. wird der Zusam-

menhang zwischen lokal und global verbotenen und erzwungenen Bogen diskutiert. In Abschnitt
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5.4.5. wird gezeigt, dass die zur Bestimmung der lokal verbotenen bzw. erzwungenen Bogen
angewandten Konzepte eine lokale Sichtweise darstellen, welche sich weiter verallgemeinern

lasst.

In Abschnitt 5.5. wird gezeigt, dass ein enger Zusammenhang besteht zwischen dem Zuldssig-
keitsproblem in einem disjunktiven Graphen und der Bestimmung der global verbotenen bzw.
erzwungenen Bogen. Unter dem Zulédssigkeitsproblem wird hierbei die Fragestellung verstanden,
ob ein disjunktiver Graph eine zulédssige Selektion besitzt. Als ein Resultat dieser Betrachtungen
wird sich herausstellen, dass sowohl das Zuldssigkeitsproblem als auch die Bestimmung der glo-
bal verbotenen bzw. erzwungenen Bogen in verallgemeinerten disjunktiven Graphen von der
Komplexitdt her NP-hart ist. Fiir bestimmte Klassen von disjunktiven Graphen ist dieses Problem
jedoch polynomial 16sbar. Insbesondere wird gezeigt, dass im Falle der klassischen disjunktiven
Graphen die Menge der lokal verbotenen bzw. erzwungenen Bogen identisch ist mit der Menge
der global verbotenen bzw. erzwungenen Bogen. Daraus folgt, dass das Problem in diesem Fall
polynomial 16sbar ist, da die Bestimmung der lokal verbotenen bzw. erzwungenen Bogen geméss

Abschnitt 5.4.8. polynomial 16sbar ist.

Konjunktive Erweiterung

In den vorangehenden Absitzen wurde gezeigt, wie fiir einen disjunktiven Graphen

G=&/,AE €& cf und Si E zusitzliche Informationen iiber die Struktur der zulissigen Selek-
tionen, welche S enthalten, abgeleitet werden kann. Einerseits konnen Bogen bestimmt werden,
welche in keiner zuldssigen Selektion vorhanden sind, und andererseits Bogen, welche in jeder
zulédssigen Selektion vorhanden sind. In diesem Absatz wird gezeigt, wie sich diese Informationen

dazu verwenden lassen, ein disjunktives Graphenproblem zu vereinfachen.

Im folgenden werden global verbotene und erzwungene Bogen betrachtet fiir den Spezialfall, wo
S = A ist. Diese Bogen werden als global verboten bzw. erzwungen in G bezeichnet. Es handelt
sich um Bogen, welche in keiner zulédssigen Selektion von G vorhanden sein kénnen, bzw. welche

in jeder zulassigen Selektion von G vorhanden sein miissen.

Definition 5.18. Sei G = &V, A E, &, cf eindisjunktiver Graphund Si E.Sei Qi E eine Menge
von global erzwungenen Bogenin G. Der disjunktive Subgraph G[ Q] wird als konjunktive Erweite-
rung von G bezeichnet.

Gemiss Definition ist G[Q] = &V, A E( & ¢f wobei A= AEQ &(=E£-£(@d
E¢= (£-£&(Q))’. Die konjunktive Erweiterung G[Q] wird also folgendermassen gebildet: Der
"konjunktive Teil' von G wird um Q erweitert, d.h. A(= AE Qund der "disjunktive Teil' von G
wird um die disjunktiven Mengen, welche von Q geschnitten werden, vermindert, d.h.
E(=E£-£(Q), bzw. E¢= (£-&(Q)). G[Qbtellt einen vereinfachten disjunktiven Graphen dar,
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da die Zahl der disjunktiven Mengen vermindert wurde. Das folgende Lemma, zeigt, dass die dis-

junktiven Graphenprobleme in G und in der konjunktiven Erweiterung G[ Q] 4quivalent sind.

Lemma 5.19. Sai G = &V, A E, &, cf eindigunktiver Graph. Sei Qi E eine Menge von global
eravungenen Bogen in G . Dann sind die disjunktiven Graphenprobleme G und G[ Q] &quivalent.

Beweis:

Bezeichne | (H) die Linge eines langsten StWeges in einem Graphen H Zeige erstens: G
besitzt genau dann eine zulidssige Selektion, wenn G[Q] eine zuldssige Selektion besitzt. Sei
einerseits S eine zuldssige Selektion in G. Da Szulidssig ist und Qeine Menge von global
erzwungenen Bogen darstellt, gilt Q1 S Folglich gilt gem#ss Lemma 5.11., dass R= SC EG[Q]
eine zuldssige Selektion in G[Q] ist. Sei andererseits Reine zuldssige Selektion in G[Q]
Gemsss Lemma 5.11. ist S= Q E Reine zulissige Selektion in G Zeige zweitens: Fiir eine opti-
male Selektion S in G und eine optimale Selektion Rin G[Q]gilt | (G(S)) =1 (G[Q](R))
Zeige einerseits, dass | (G(S)) £1 (G[Q](R))Da  Rulassig ist in  G[Qgilt gemiss Lemma,
5.11., dass S(= QE Reine zulissige Selektion in Gist. Da  Soptimal ist in Ggilt

| (G(S)) £1 (G(S()). Gemiss Lemma 5.10. ist G(S() = G(Q E R) = G[Q](R)olglich gilt

I (G(S)) £1 (G[Q](R)) . Zeige andererseits, dass | (G[Q](R)) £1 (G(S))Da  Buldssigistin G
und Q eine Menge von global erzwungenen Bogen in G darstellt, ist QI S Folglich gilt gemass
Lemma 5.11., dass R(=SC EG[Q]eine zuldssige Selektion in  G[Qjst. Da  Rptimal ist in
G[Q], gilt | (G[Q](R)) £1 (G[Q](RYPa QE R(I utd durch das Entfernen von Bogen in
einem Graphen die Lange eines lingsten Weges nicht zunimmt, gilt | (G(Q E R()) £1 (G(S))
Gemiss Lemma 5.10. ist G(Q E R() = G[Q](R()Folglich ist | (G[Q](R()) £ (G(SWegen

I (GIQI(R)) £1 (G[Q](R) folgt daraus | (G[Q](R)) £1 (G(S))

Es wurde gezeigt, wie Information iiber die global erzwungenen Bogen in einem disjunktiven
Graphen G dazu verwendet werden kann, den Graphen zu vereinfachen. Auf dhnliche Weise ist
es auch moglich, Information tiber die global verbotenen Bogen zur Vereinfachung von G zu ver-
wenden. Falls ein Bogen el E global verboten ist in G dann kann er in keiner zulissigen Selek-
tion vorkommen. Folglich kann € aus allen disjunktiven Mengen entfernt werden. Diese Art der
Vereinfachung ist jedoch nur von Interesse, wenn disjunktive Graphen betrachtet werden, welche
disjunktive Mengen mit mehr als zwei Bogen besitzen. Fiir den Fall, wo |D| = 2fiir alle DT &

wird auf diese Weise keine weitere Vereinfachung erzielt. Dies lasst sich folgendermassen einse-
hen: Nehme an, dass ein global verbotener Bogen € in G gegeben ist. Sei D = { e, e(Jeine dis-

junktive Menge, welche € enthélt. Da |D| = 2und eglobal verboten ist, folgt unmittelbar, dass

el global erzwungen ist. Somit kann die disjunktive Menge D durch konjunktive Erweiterung

von G durch €(eliminiert werden.
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Zusammenfassend war das Ziel dieses Abschnittes, eine Einfiihrung in die Idee der verbotenen
und erzwungenen Bogen in einem disjunktiven Graphen zu geben. Es wird sich zeigen, dass die-
ses Konzept eine wichtige Bedeutung hat bei der Entwicklung eines Optimierungsverfahrens fiir
disjunktive Lager-Graphen. In den folgenden Abschnitten wird diese Theorie weiter formalisiert

und ausfiihrlich diskutiert.

5.4.2. Definitionen

In diesem Abschnitt werden die Definitionen zur Formalisierung des Konzepts der verbotenen
und erzwungenen Bogen gegeben. Zunéchst werden zwei Mengenfunktionen ¢5(S)und | 5(S)
eingefiithrt, welche in Abhéngigkeit von einer vorgegebenen Selektion S die Menge der direkt
verbotenen bzw. erzwungenen Bogen in einem disjunktiven Graphen G darstellen. Durch Itera-
tion dieser Mengenfunktionen wird daraus der Begriff der r -stufig verbotenen bzw. erzwungenen
Bogen abgeleitet, bezeichnet als CE;(S) bzw. | E;(S) Die Menge Ca(S)sz. i é(S)ller verbote-
nen bzw. erzwungenen Bogen wird erhalten, indem diese Iteration bis zu ihrem Abschluss durch-
gefuhrt wird, d.h. solange bis keine weiteren verbotenen bzw. erzwungenen Bogen mehr
gefunden werden. Der disjunktive Subgraph G[j g(S)l welcher resultiert, wenn alle durch S
erzwungenen Bogen in G eingefligt werden, wird als konjunktiver Abschluss von G beziiglich S
bezeichnet. Ein disjunktiver Graph wird als konjunktiv abgeschlossen bezeichnet, wenn keine

Bogen in ihm erzwungen werden.

Wie schon frither erwéhnt, bilden die auf diese Weise gefundenen verbotenen bzw. erzwungenen
Bogen eine Teilmenge der global verbotenen bzw. erzwungenen Bogen in einem disjunktiven Gra-
phen, wobei im allgemeinen jedoch nicht alle global verbotenen bzw. erzwungenen Bogen erfasst

werden. Dieser Zusammenhang wird ausfiithrlich diskutiert in Abschnitt 5.4.4.

Definition 5.20. Sei G = &/, A E, &, cf eindisunktiver Graph. Sei Si E.

(i) DieMenge der direkt verbotenen digunktiven Bogen in G bei Wahl von S ist definiert durch:
cs(S) ={el E:G(SE e) ist positiv zyklisch}

(ii) Die Menge der direkt eravungenen disjunktiven Bogen in G bei Wahl von S ist definiert durch:
i g(S)=SE{el E:esexistierteinD1 £(e), sodasse(l cg(S) fir alleecl D—e}

Fir den Speziallfall S= A gelten die Bezeichnungen ¢ (4) = ¢(G) und j (&) =] (G). Weiter

bezeichnet  F4(R) ={el E:esexistierteinD1 &(e), sodasse(i Rfiralleeci D—e}  fir
Ri E. Mitdieser Bezeichnung gilt j 5(S) = SE F 5(cg(9)).
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Definition 5.21. Sei G= &/, A E, &, cf eindisunktiver Graph. Sei Si E.

(i) DieMengeder r -stufig erzawungenen disjunktiven Bogen in G bel Wahl von S ist definiert durch:
jg(9=s, r=o0
ic®=iglic (8, r21

(ii) Die Menge der r -stufig verbotenen disjunktiven Bogenin G bei Wahl von S ist definiert durch:
cg(9=&, r=0
ca(®=cglig (9, r21

Fur den Spezallfall S= /& gelten die Bezeichnungen j (/) = '(G) und cg (/&) = ¢ (G) fir
r2 0. Beachte, dass | a(S) = ] (S) und c&(S) = co(9).

Definition 5.22. Sei G= &/, A E, &, cf eindisunktiver Graph. Sei Si E.
(i) DieMengealler verbotenen disjunktiven Bogen in G bei Wahl von S ist definiert als:
x _ ¥
cs(S) =cx(9

(ii) Die Menge aller erawvungenen disjunktiven Bogen in G bei Wahl von S ist definiert als:
- ¥
169 =]g(9

j &(S) heisst das konjunktive Erzeugnisvon S in G, und j *(G) = j (4 das konjunktive Erzeugnis
von G. G[j a(S)] heisst der konjunktive Abschluss von G beziiglich S, und G[j *(G)] der konjunk-
tive Abschlussvon G.

Definition 5.28. Sai G = &V, A E, &, cf eindigunktiver Graph. G heisst konjunktiv abgeschlos-
sen, fallsj (G) = A& ist.

5.4.3. Eigenschaften

In diesem Abschnitt werden verschiedene Eigenschaften im Zusammenhang mit dem Konzept der
verbotenen bzw. erzwungenen Bogen diskutiert. Zur Uebersicht sind die Resultate thematisch in

Absitze gegliedert.
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Monotonie und Iterationskette

Lemma 5.24. Sei G = &/, A E, &, cf eindigunktiver Graph. Fir alle r 3 0 sind die Funktionen
cg : Pot(E) ® Pot(E) und j E;: Pot(E) ® Pot(E) monoton. D.h. fir aller3 0 und S, Sti E gilt:

(i) Si sth cg(91 cg(SH
(i) ST Sth j (91 jo(SH

Beweis:

Der Beweis erfolgt mittels Induktion tiber r. Die Induktion wird simultan fir (i) und (ii) durchge-
fithrt. Sei S S(i E mit SI St (1) Induktionsbehauptung: Fir alle r3 Qilt Per)i)
CE;(S) i CE;(S(I) und (ii) | E;(S) I E;(Stl) (2) Induktionsverankerung: Zeige, dass P(Oilt. Zu
(i): Geméss Definition ist C?;(S) = C?;(S([) = Aand somit C%(S) i C%(S@u (ii): Gemass Defini-
tion ist ] o(S) = Sund | o(SO = SWegen Si Silt somit | o(S) [ | o($8) Induktions-
schritt: Zeige, dass fir alle r3 O gilt: P(r) P P(r+1)Sei r3 Gnd gelte P(rjeige, dass
P(r+1) gilt.

Zu (i): Sei el cf' '(S) Zeige, dass el i (SOGemiss Definition ist C' (S) = C(j (S)
Da el ci (Sist G(j (S E Qositiv zyklisch. Geméiss  P(8ilt | (S) 1 | (Shmit ist
auch G(j E;(Sﬂ) E e)positiv zyklisch. Daraus folgt el ¢ cl E;(Sﬂ)) = CE; 1(.5@

@) Sel el j [;rl(S) Zeige,  dass el j & (SO Gemsss Definition ist

J 9+ 1(5) =] gl Gr(S)) =1 Gr(S) E Fg(cg(l G(rS))) . und
S0 =) ol 5(59) =] L(SOE Fo(cgli 5(SD)) . Fall 1: Sei el | (S) Gemiiss P(r)gilt
] E;(S)I' j E;(S(l) Folglich ist el j E; 1(S([) Fall 2: Sei el Folcgl g(S))Dann existiert ein
DI &(e), so dass e¢l cg(j 23(8)) = CE; 1(S)iir alle el D —Wie schon gezeigt wurde, gilt
CE; l(S)i CE; l(S(I). Somit ist e¢l CE; l(SCI) =cg( EB(SG)J)ﬁr alle e(l D-Paraus folgt
el Fo(Cali 5(S9)) und somit el j ¢ “(S9

Lemma 5.25. S&i G= &/, A E, & cf eindigunktiver Graph. Sei Si E. Fur aller 3 0 gilt:
o Coor+l

M jc®ig (9

(i) ca(9T cg (9

Beweis:

Beweis von (i): Sei r:0 Gemass Definition ist
. 1 . . . N . o P 1
g (9=iglial(d)=ig(SEFgcslig(9)) undsomitj (S j g (9

Beweis von (ii): Fall 1: Sei r = 0. Geméss Definition ist C?;(S) = [l C(lB(S)Fall 2:8i r31
Sei el 023(8) Zeige, dass el CE; 1(S)Geméss Definition ist CEB(S) =cgl g_l(SA)us
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el Ci E;(S) folgt somit, dass G(j 23_ 1(S) E e)positiv zyklisch ist. Gemiss Beweis von (i) gilt
ig (91 jg(S. Somit ist auch G(j o(S)E €) positiv zyklisch. Daraus folgt
r+1

el cgli g9 =cg (9.~

Die Mengen CE;(S) und | 23(8) r 3 Obilden somit eine Kette, d.h. Coe(S) i C(lB(S) i C(23(S) i v
und | ?3(8) [ (13(8) I (23(8) | YFar | wnd S =Handelt es sich hierbei um die sogenannte

Iterationskette, welche fir alle monotonen Mengenfunktionen existiert.

lteration

Lemma 5.26. Sei G = &V, A E, &, cf eindigunktiver Graph. Sei Si E. Esgilt:
. o ST+l .
(i) EsexistierteineZahl O£r £ |E|, sodass | 23 (9 =]j EB(S).

(i) Esexistiert eineZahl 0£s£ |E|, sodass ¢ (S) = c(9).

Beweis:

Beweis von (i): Nehme an, dass kein solches I existiert. Dann gilt fiir alle O£ r £ |E| dass
i E; 1(S)1 i 23(5). Geméss Lemma 5.25. ist | E;(S)I' i E; l(S)ﬁir alle  r3.0Somit gilt
P91 i 6 NS firalle 0£T £E| Sei k=B +1Esgilt | o(S)] j a(91 %1 | S@)e-
. . .k . 0 . . .k

toh ist i s | G(sa\ +kDa k= |E 4 gilt somit  |j G(S)T

tion j 5(S) 1 Egilt |j 5(S)| £ |EEin Widerspruch.

3 |E|.4Dh aber gemiss Defini-
Beweis von (ii): Analog. ~

Lemma 5.27. Sei G = &V, A E, &, cf eindigunktiver Graph. Sei Si E. Esgilt:
() Fallsjg (S =] &S fireinrs 0,damnistj i "(S)=j (S firallens 1.

(i) Fallsci () = c&(9) fir eins? 0, dannist ¢’ "(S) = cg(S) fir allens 1,

Beweis:

Beweis von (i): Der Beweis erfolgt mittels Induktion tiber n. Sei j E; l(S) =j E;(S}‘l’ir ein r3.0

(1) Induktionsbehauptung: Fiir alle n3 1 gilt die Aussage P(n) j g "(S) = j o(Si2) Indukti-

onsverankerung: Zeige, dass P(1) gilt. Geméss Voraussetzung ist | E; l(S) = EB(S)(S) Induk-

tionsschritt: Zeige, dass fir alle n® 1gilt: P(n) P P(n+1)Sei n2 dnd gelte P(rPeige,

dass P(n+1) gilt. Gemass Definition ist | & " (S =] oli & (Semiss  P(gflt

i g n(S) = E;(S). Somit ist | 2;+n+ 1(Sl) =] gl E;(S)) = g 1(8)‘:emé,ss Voraussetzung gilt
r+n+

5 () =] (). Darausfolgt | & " (S) =] (S
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Beweis von (ii): Sei CE; l(S) = Cé(S)fﬁI‘ ein $3%.0Zeige zunichst, dass | i; 1(S) =j E(S)

Fall 1: Sei s=0 Dann gilt Cé(S) = C%(S) = AGemséss Definition ist j g(S) =uhd

j &(S)= SE F(ca(9). Da Fglca(9) = Fo(A) = Ailt | &(S) =] a(S) =H8ll 2: Sei

s3 1. Gemiss Definition ist | & (S) =] o(i a(dh. | & (9 =] &9 E Facal &(9))

N cg(f)) = ¢y’ 1(;? gilt somit o (S =] 5(S)E Fglch (Shnalog st

1c(9=i¢g (SEFg(c(9). Durch Einsetzen erhilt man

j G: 1(5) = Gj(S)E FG(CE;(S)) E FG((ZSET(S)). _Da co (9 =ch(9 gt somit
c O=ig (OEFg(cs(9).dh.jg (9 =]jg(9

Da j E; 1(S) = E(S) folgt gemiss Beweis von (i), dass | ?; n(S) = é(ﬁ)r alle n30a
G (S) =cgl sG+n 1(S)) und | s+n 1(S) =j G(S) fir alle n3 1 gilt somit
S+n(S) = CG(j G(S)) = c(3 (S) fir alle n3 1. Da geméss Voraussetzung CG (S) = CG(S)

folgt daraus cs G (S) =c G(S}‘ur alle n3.1

Lemma 5.28. Sai G =&V, A E, &, cf eindigunktiver Graph. Sei Si E. Sei r 3 0 diekleinste Zahl
mit] & ()= (S) und 3 0 dieKleinste Zahl mit ¢’ *(S) = c&y(S). Esgilt:

() Jg(9=ig(9undcg(S) =cg(d
(i) rEsEr+1undO£r,<£|E|

Beweis:
Beachte zunichst, dass die Zahlen r und s geméiss Lemma 5.26. tatsichlich existieren und dass
gilt 0£r,s£|E

Beweis von (i): Zeige erstens, dass | (*3(8) = EB(S) Geméss Lemma, 5.27. gilt | E; n(S) = EB(S)
fir alle n3® 1 Folglich ist ] a(S) =] é(S) =j E;(.SEeige zweitens, dass Cé(S) = CE(S)
Geméiss Lemma 5.27. gilt C?; n(S) = Cé(Sfiir alle n3 IFolglich ist Cg(S) = Cé(S) = CE(S)

Beweis von (ii): Zeige erstens, dass r£¢< Fall 1: Sei <= 0 Dann gilt Cé(S) = C%(S) =/

Gemiss Definition ist | (13(8) = SE FG(Cé(S))und ] ?3(8) = Wegen C(13(S) =idE

F o(ca(S)) = / und folglich | &(S) = SSomit gilt | o' (S) =] a(SPa  die kleinste Zahl ist

mit j ANCES g(s) folgt daraus r£0dh. £ Fall 2 Sei. ¢ 3 [Bemsss Definition ist

j G (S) =] gl G(S)) =] G(S) E FG(CG(J G(S))) dh. | G (S) =] G(S) E FG(CG (S))

Analog ist ] G(S) =j G (S) E FG(CG(S)) Somit ist

.s-1 N S +1 . .

(S) =j g (S EFg(cs(9) E FG(CG (S)). Da CG (S = CG(S) gilt  somit

jﬁ; Y9 =] ﬁ;l(S)E Fo(Ca(S), dh jo (=] 5(S) Da rdie Kleinste Zahl ist mit

] E; 1(S) =] G(S) folgt daraus r £ <.
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Zeige zweitens, dass SE£r+1 Geméss Definition ist CE; 2(S) =cgl(] E; 1(S)l)nd
r+1 T .r+1 ST . . r+1)+1 r+1 .
et (D) =cali 5(9). Da j & (9= &9 eit somit cl V" HY=cL D ae

Kleinste Zahl mit Cjs (S) = Ci5(S)ist, folgt daraus SET +.1

Gegenseitige Abhangigkeit von cg und j

Lemma 5.29. Sai G = &V, A E, &, cf eindigunktiver Graph. Sei Si E. Fir aller 3 0 gilt:
. 1 .

) cg (9=cglg(9)

(i) | g(S) = SEFglcg(9)

Daraus folgt insbesondere, dass ¢ (S) = c (i (S)) undj 5(S) = SE F4(c(9)).

Beweis:

Beweis von (i): Geméss Definition ist CE;(S) =cgl] 23_ 1(S))fl'ir r3 1Daraus folgt
r+1 . r .
Ce (9 =cgli g(9) furaller 2 0.

Beweis von (ii): Der Beweis erfolgt mittels Induktion iiber r. (1) Induktionsbehauptung: Fir
alle r3 Qgilt P(r) |j E;(S) =SEF G(CE;(S)) . (2) Induktionsverankerung: Zeige, dass P(0) gilt.
Gemiss Definition ist ] g(S) =S Da C%(S) = fEgilt F G(COG(S)) = Aolglich ist

i 2(S) = SE F 5(ca(9)) . (3) Induktionsschritt; Zeige, dass fiir alle 1 3 0 gilt: P(r) b P(r + 1)

Sei r31 und gelte P(r) Zeige, dass P(r + 1)gilt. Gemiss Definition ist
r+1

i (9=igla®=ic(EFgglial®). Da cglig(9)=cq (S gilt somit
6 N9 =] G(DEF(ch [(9). Gemiss P(r) ist | o(S)= SE Fg(ci(Snd folglich
i 5 H(9) = SE Fg(ch(S) EF(ch (9). Da (9T ¢ (9 gilt
Fo(Ca(9) 1 Fglch 1(S). Somitist j o' () = SE F (¢l (S)

Zeige noch, dass CE;(S) =cg E;(S))Jnd i E(S) = SE FG(CE(.SI»i r 8i@ kleinste Zahl
mit | E; 1(S) = E;(S)Jnd <3 die kleinste Zahl mit Ci; 1(S) = Cé(Qeméiss Lemma 5.27. ist

] E; n(S) =] E;(S) und CSG+ n(S) = Cé(S)’iir alle n3 lGeméss Lemma 5.28. ist | a(S) =j E;(S)
und cg(S) = Cé(S) Zeige erstens, dass Cé(S) =cgl(] g(S)Oremass vorangehendem Teil des
Beweises ist C |« (S = coli @ (ir n3@a | (S) =] 6 alle 0 gilt
co "N =colig(®) fir alle n31 Somit ist  ca(S) = cali G(S) dh.
Ca(S) =cgl a(S)). Zeige zweitens, dass | E;(S) = SE FG(CE(S))Gemass vorangehendem
Teil des Beweises ist j & | (S) = SE Fg(cg (SPir n3Da cg (S =cfi@alle ns1l
gilt | o "(S) = SE Fg(ch(9)fir alle n? BSomit ist | &(S) = SE Fo(ca(Bh.

j 6(S) =SEFg(cg(9). -
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Konjunktiver Abschluss

Lemma 5.80. S&i G= &/, A E, & cf eindigunktiver Graph. Sei Si E. Esgilt:
() iglia®)=igd
(i) j g(9=S U jg(9=S

Beweis:

Beweis von (i): Sei r3 0 die kleinste Zahl mit | E; 1(S) = E(S)Geméss Lemma 5.28. ist
- . e gk o r+1 r+1 :

i (9= (9. somitist | 6 5(S)=igli (SN =g (P g (S=] ctSetdar-
aus | (i g(9) =] g(S)

Beweis von (ii): Sei einerseits | 5(S) =S Zeige, dass ] g(S) =.SDa J g(S) = find
] g(S) =S, gilt | é(S) =] g(S) Geméiss Lemma 5.27. folgt daraus | (1; n(S) = g(@ir alle
n3 1. Somit ist | é(S) = g(S) dh. | 23(8) = Pei andererseits | E;(S) = Zeige, dass
] g(S)=S. Gemiss Lemma 5.25. ist ] G(S)i ] E(S)und folglich | 5(S) i. Da auch
ST jg(S).giltjg(S)=5

Lemma 5.81. Sei G = &V, A E, €&, cf eindigunktiver Graph. Sei Si E.
(i) Fallsj 5(S) =S, dannist G[E] konjunktiv abgeschlossen.

(if) Falls G[§] konjunktiv abgeschlossen und positiv azyklischist, dannist j 5(S) = S.

Daraus folgt insbesondere, dass G| g(S)] konjunktiv abgeschlossen ist.

Beweis:

Beweis von (i): Sei ] 5(S) = S Bezeichne H = G[S]Geméss Definition ist ~Hconjunktiv abge-
schlossen, falls | (H) =] (&) = AZeige, dass | (/&) = Aehme an, dass | (/&) i
el j n(/4) . Gemiss Definition ist | (/&) = FEEF n(cy(A&)Pa el F n(Cy(A9xistiert ein
DT &, mit el D, sodass e(l c,(A)Xiralle el D-&®i el D-Ba el c ()
H(AE e() positiv zyklisch. Es gilt H(ZEE e() = G[S](e() = G(SE edpa  G(SE e0sitiv
zyklisch ist, gilt el C(S) Somit ist gezeigt, dass ein DI & gxistiert mit el Dso dass
e(l cg(S) furalle el D - € Daraus folgt, dass el j 5(S)st. Da | 5(S) = Gilt somit el. S
Da el D und el Sgilt DC S! And folglich DI &£(SPemsss Definition ist aber
Ey=E-&(S).Da DI &, gilt somit DI £(S)Ein Widerspruch.

Beweis von (ii): Sei G[S] konjunktiv abgeschlossen und positiv azyklisch. Zeige, dass
S=jg(S). Da Si j c(S) muss nur gezeigt werden, dass | G(S)i .SNehme an, dass ein
el j 5(S) existiert mit el S Geméss Definition ist j 5(S) = SE F(cg(S)Pa el Existiert
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somit ein DT £mit el D so dass e(l C(Shir alle el D-Pa  G[Epnjunktiv abge-
schlossen ist, gilt i (G[9]) =] al S](ICE) = /& Gemiss Definition ist

i grg(A) = /EE Forg(Copg(A). Daraus folgt  Fgg(Cgg(4)) = A& Somit gilt
el FG[S](CG[S]('CE))' D.h. es existiert kein D] EG[S]mit el Dt(so dass e(l CG[S](/E)ir
alle e(l D(-e Gemiéss Definition ist CG[S](/E) ={fl EEB[S] : G[S](£&E f) ist positiv zyklisch}
Da G[S](A&E f) = G(SE f) gilt somit CG[S](/E) =cg(SC Eé[gf)lglich existiert kein
Dl EG[S] mit el D¢ sodass e¢l c5(S)C Eé[sﬁﬁr alle e(l D(-Ba D¢l Eé}?é}’ alle
Dl 5(3[8] , gilt fur alle D(| 5(3[8] und alle e(l Dtdass die Bedingung e¢l c5(S)C 5;3[5]
dquivalent ist zur Bedingung €(l cg(S) Daraus folgt unter Beriicksichtigung von
Egrg = €-E(9), dass kein DI £-&(S)existiert mit el Dtso dass et cg(Fr alle
etl D(-e. Wie aber schon gezeigt wurde, existiert ein D1 &mit el DQsodass e(l c(Sr
alle e(] D —e€ Folglich muss D1 &(Spein. Also existiert ein e(l Bnit e(1.Ba el &it
el e. Da el D-¢ gilt el cy(S)Folglich ist G(SE efjositiv zyklisch. Da  e(] iSt
somit G(S) positiv zyklisch. Ein Widerspruch zur Annahme, dass G[S]positiv azyklisch ist.

Lemma 5.32. Sai G = &V, A E, &, cf eindigunktiver Graph. Sei Si E und Ri S. Dann gilt:

il g(RES=]g(S

Beweis:
Da Ri § gilt aufgrund der Monotonie von | é dass | E;(R) [ a(SDa auch SI j é(@ﬂt
somit j (*B(R) ESIj (*3(5) Aus der Monotonie von ] a folgt

] (*3(j a(R) ESI j (*3(j (*3(5)) =j g(S) . Da umgekehrt Si j (*B(R) E Sfolgt aus der Monotonie
von j g, dass j 5(S) 1 j (i g(R)VE Spomit gilt j 5(j g(RVE S) =j (S

Positiv zyklische Graphen

Lemma 5.83. Sei G = &V, A E, &, cf eindigunktiver Graphund Si E. Falls E;(S) positiv
zyKlischistin G, danngilt c5(S) = E und j 5(S) = E.

Beweis:

Sei | g(S) positiv zyklisch ist in G Zeige erstens, dass Cg(S) = EDa Cg(S) |, Fuss nur
gezeigt werden, dass EI c5(S) Sei el ENehmean, dass el cg(Sfemiss Lemma 5.29. ist
cs(S) =cgli (9).Dael cg(Syist G(j 5(S) E ositiv azyklisch. Daaber  G(j g(Shpsi-
tiv zyklisch ist, muss auch G(j E(S) E e)positiv zyklisch sein. Ein Widerspruch. Zeige zweitens,
dass | (*3(5) =E Da |j (*3(8) | Emuss nur gezeigt werden, dass EI j é(&}ei el. Behme
an, dass el | 5(S) Gemiss Lemma 5.29.ist | 5(S) = SE F 5(cg(S¥emiss Beweis von (i) ist
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cs(S) =E.Da el E existiert ein DI &mit el DDa cg(S) =it etl cg(Sr alle
el D-e.Folglichist el Fg(cg(S))dh. el j 5(SEin Widerspruch.

Lemma 5.834. Sei G= &/, A E, & cf eindigunktiver Graphund Si E. Esgilt:
(i) Fallscg(S) = E,dannistj 5(S) positivzyklischin G, oder esgilt S= /.
(i) Fallsj 5(S) = E, dannist j 5(S) positivzyklischin G, oder esgilt S= E.

Beweis:

Beweis von (i): Sei Ca(S) = ESei S! ANehme an, dass | g(Sﬁ)ositiv azyklisch istin (Da
Sij g(S), gilt | g(S) 1 ESei el | a(S)Da Ca(S) =it el Cé(S)sméss Lemma 5.29.
ist c5(S) = cg(j g(S))Somitist G(j (S) E €) = G(j (PPkitiv zyklisch. Ein Widerspruch.

Beweis von (ii): Sei j a(S) = E Sei S! ENehme an, dass | é(Sj)ositiv azyklisch ist in G
Geméss Lemma 5.29. ist | 5(S) = SE Fg(cg(9)Da | 5(S)=#nd  S! &xistiert ein
el Fg(cg(9). Folglich existiert ein DT £mit el Dsodass etl cg(Firalle el D-e
Sei e(l D -€ Gemiss Lemma 5.29. ist CE;(S) =cgl] E(S)Da edl Ca(ﬁt G(j E(S) E ef
positiv zyklisch. Da j (S) = E ist e¢l j 5(S)Folglich ist  G(j (Spositiv zyklisch. Ein
Widerspruch.

5.4.4. Global verbotene und erzwungene Bogen

In diesem Abschnitt werden die Mengen C(S) und [~(S)definiert, welche die bei Wahl von S
global verbotenen bzw. erzwungenen Bogen in einem disjunktiven Graphen G darstellen.
Anschliessend wird gezeigt, dass die C5(S) bzw. [~(S)alle Bogen umfasst, welche in keiner
bzw. jeder Selektion St vorkommen, welche Senthilt. Danach wird der Spezialfall untersucht,
wenn G keine zulédssigen Selektionen besitzt. Schliesslich wird die schon mehrfach erwahnte Tat-
sache bewiesen, dass die verbotenen bzw. erzwungenen Bogen c(*B(S) bzw. | a(S)eine Teilmenge
der global verbotenen bzw. erzwungenen Bogen Cg(S)bzw. [ (S)darstellen. Weiter wird
gezeigt, dass im allgemeinen mit den verbotenen bzw. erzwungenen Bogen nicht alle global verbo-

tenen bzw. erzwungenen Bogen erfasst werden.

Definition 5.85. Sei G = &/, A E, &, cf eindigunktiver Graph. Sei Si E.
(i) Die Menge der global verbotenen disjunktiven Bogenin G bei Wahl von S ist definiert durch:

Cs(S = {el E:G(S) ist positiv zyklisch fir alle vollstéandigen Selektionen St
in G mit Si Stund el S

(ii) Die Menge der global erzwungenen disjunktiven Bogenin G bei Wahl von S ist definiert durch:
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e(S = {el E:G(S) ist positiv zyklisch fiir alle vollstéandigen Selektionen St
inGmitSi Stund el S

Fir den Speziallfall S= A gelten die Bezeichnungen € ;(4) = C(G) und (&) = 7(G).

Lemma 5.86. Sei G = &V, A E, &, cf eindigunktiver Graph. Sei Si E. Esgilt:
(i) cg(S)={el E:el Stfurallezulassigen Selektionen Stin G mit Si S}
(i) Tg(S) ={el E:el Stfir alle zulassigen Selektionen Stin G mit Si S¢

Daraus folgt insbesondere, dass C(S) € St= A& und j75(S) IS¢ fir alle zulassigen Selektionen St
in G mit SIS,

Beweis:

Beweis von (i): Bezeichne W= {el E:el Stfir allezulassigen Selektionen Stin G mit ST S}
Zeige einerseits, dass C(S) I Wsei el ¢ c(S)Nehme an, dass el Wann existiert eine

zulissige Selektion SCin G mit Si Stund el StDa  S¢ollstindig ist in  Ggilt wegen

el © c(S), dass G(S() positiv zyklisch ist. Also ist Stnicht zuldssig in G Ein Widerspruch.
Zeige andererseits, dass WI C5(S) Sei el WNehme an, dass el Cg(SPann existiert eine

vollstindige Selektion St in G mit Si Stund el Stso dass G(S@ositiv azyklisch ist.  Sbt

eine zulissige Selektion in G. Da aber el W gilt el S(Ein Widerspruch.

Beweis von (ii): Bezeichne

W= {el E:el Sfir allezulassigen Selektionen Stin G mit Si S} . Zeige einerseits, dass
(ST W.Seiel ["5(S) Zeige, dass el WNehme an, dass el WDann existiert eine zulés-
sige Selektion Stin Gmit SI Stund el SDa Svollstindig istin Ggilt wegen el ["5(S)
dass G(S() positiv zyklisch ist. Also ist S(nicht zulissig in G Ein Widerspruch. Zeige anderer-
seits, dass Wi ["5(S) Sei el WNehme an, dass el |"5(SPann existiert eine vollstindige
Selektion Stin Gmit Si Stund el Stsodass G(SQositiv azyklisch ist. S6t eine zulissige
Selektion in G. Da aber el W, gilt el S(Ein Widerspruch.

Lemma 5.837. Sai G= &V, A E, & cf eindigunktiver Graphund Si E. Falls G keine zulassige
Selektion besitzt, welche S enthalt, dann gilt € 5(S) = E und [(S) = E.

Beweis:

Nehme an, dass G keine zulédssige Selektion besitzt, welche S enthélt. Zeige erstens, dass
Cs(S) =E.Da cg(9) I E muss noch gezeigt werden, dass EI € c(S)Sei el .BNehme an,
dass el C c(S) Dann existiert eine vollstdndige Selektion Stn Gmit Si Sand el So
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dass G(S() positiv azyklisch ist. Stist eine zuldssige Selektion in Gmit Si S(Ein Wider-
spruch. Zeige zweitens, dass [5(S) = E Da j’"G(S)i Emuss noch gezeigt werden, dass
El j5(S).Sei el E Nehme an, dass el j"g(S)Dann existiert eine vollstindige Selektion St
in G mit SI Stund el Stsodass G(S(positiv azyklisch ist. St eine zulissige Selektion in
G mit SI St Ein Widerspruch.

Lemma 5.88. Sai G = &V, A E, &, cf eindigunktiver Graph. Sei Si E.
(i) Fallsc(S) = E, dannbesitzt G keine zulassige Selektion, welche S enthalt, oder esgilt S= /.
(i) Fallsj (S) = E, dann besitzt G keine zulassige Selektion, welche S enthalt, oder esgilt S= E.

Beweis:

Beweis von (i): Sei C5(S) = ESei S*! ANehme an, dass eine zuldssige Selektion Sin (&xi-
stiert mit ST SC Geméss Lemma 5.36. ist SI ["5(S)Da S* MAst [ 5(S) ! .ABomit existiert

ein el ["g(S) Geméss Lemma 5.36. ist el StDa aber el C(Skilt geméss Lemma 5.36.,

dass el S( Ein Widerspruch.

Beweis von (ii): Sei ["(S) = ESei S ENehme an, dass eine zuléssige Selektion Sin  (&xi-
stiert mit SI SC Gemiss Lemma 5.36. ist c(9 | Sund folglich S(= EDa St Existiert ein

el S(—S.Sei R=S(—e Da Spositiv azyklisch ist in Gund RI SGst Rositiv azyklisch in
G. Zeige, dass R vollstindig ist in G. Nehme an, dassein D1 Eexistiert mit D C R = AEs gilt
DCR=DC(St-€)=(DCS)—-€. Da S(=E ist DI StFolglich gilt DCR=D-=a

ID| 3 2,ist D C R! A& Ein Widerspruch. Somit ist Rvollstindigin GDa Si Send el ,Sst
SI R. Also ist R eine zulissige Selektion in Gmit SI RDa el j"5(S)gilt geméss Lemma
5.36.,dass el R. Ein Widerspruch.

Lemma 5.89. Sai G = &V, A E, €&, cf eindigunktiver Graph. Sei Si E. Esgilt:
(i) cg(9I cg(9
(i) i (T (9

Beweis:

Der Beweis erfolgt mittels Induktion tiber r. Die Induktion wird simultan fir (i) und (ii) durchge-
fihrt. (1) Induktionsbehauptung: Fir alle r3 0 gilt P(r) (i) CE;(S) i c c(Smd (i)

i E;(S) i I7g(9) . () Induktionsverankerung: Zeige, dass P(0) gilt. Zu (i): Geméss Definition ist
co(S) = £l €4(S). Zu (ii): Geméss Definition ist | o(S)= SSei el SNehme an, dass
el [g(S). Dann existiert eine vollsténdige Selektion Stin G mit SI Stund el Stso dass
G(S() positiv azyklisch ist. Da aber el Sund Si S(gilt el S(Ein Widerspruch. (3) Indukti-
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onsschritt: Zeige, dass fur alle r 3 O gilt: P(r) P P(r+1)Sei r 3 Qnd gelte P(rJeige, dass
P(r+1) gilt.

Zu (i): Sei el CE; 1(S) Zeige, dass €l Cg(S)Nehme an, dass el Cg(ann existiert
gemiss Definition eine vollstindige Selektion S(in G mit Si Stund el Stsodass G(S@osi-
tiv azyklisch ist. SC ist zulissig in G Gemass Definition ist Cg (S) = c(j (S)Aus
el CE; 1(S) folgt somit, dass G(] E;(S) E e) positiv zyklisch ist. Geméss P(rist
] E;(S) i I7g(S). Da St eine zuléssige Selektion in G ist mit Si S( gilt gemiss Lemma 5.36.,
dass "5(S) | Stund folglich | (S) | S®omitist | (S)E el .S  G(ositiv azyklisch
ist, muss auch G(j E;(S) E e)positiv azyklisch sein. Ein Widerspruch.

Zu (ii): Sei el j E; 1(S) Zeige, dass el ["g(S)Nehme an, dass el ["(Sann existiert
gemaiss Definition eine vollstindige Selektion S(in G mit Si Stund el Stsodass G(S¢osi-
tiv azyklisch ist. Geméss Lemma, 5.29. ist | E; 1(S) =SEF G(CE;+ l(S.))?‘adl 1:Sei el. Wegen
Si SC gilt el St Ein Widerspruch. Fall 2: Sei el SDann ist el FG(CEB+ l(S)))Vie schon
gezeigt wurde, gilt Cg 1(S) I cg(S)Daraus folgt €1 F5(Co(S)dh. es existiert ein DT &
mit el D, so dass e(l Cg(S)ir alle el D-@a  $ine zulissige Selektion in {8t mit
Sl S, gilt geméss Lemma 5.36., dass S(C C5(S) = AFolglich ist e(l Stiralle el D-e
Da S( vollstindig ist in G, muss D C St! Asein. Folglich ist el S®&in Widerspruch.

Satz 5.40. Esexistierendigunktive Graphen G = &V, A E, &, c¢f mit Si E, so dasseine oder beide
der folgenden Aussagen zutrifft:

(i) cg(9*cgd

(i) i (9769

Beweis:

(1) Zeige ein Beispiel fiir G, bei welchem beide Aussagen (i) und (ii) zutreffen. Betrachte Abbil-
dung 5.9. Sei A={a}, £={{e e}, {f,fGhnd c>8ei S= HBs gilt Cé(S) udd

] (*3(5) = /&. Die Menge der zuldssigen Selektionen in G ist gegeben durch
{{ef},{e¢f},{ef, f}}. Somit ist C5(S) = {€}und [ 5(S) = { eFolglich trifft (i) und (ii)

zu.
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O O O

Abbildung 5.9. Digunktiver Graph G, fur welchen (i) und (ii) zutrifft

(2) Zeige ein Beispiel fiir G, bei welchem nur Aussage (i) zutrifft. Betrachte Abbildung 5.10. Sei
A={a b}, £€={{e e}, {eet}, {ffGhnd c>Bei S= Bs gilt c(*3(5)={&'h}d
] g(S) ={e@} . Die Menge der zulidssigen Selektionen in G ist gegeben durch

{{e¢ ), {eq f}, {e( f, 1} . Somit ist C5(S) = {e }und [o(S) = { e(Folglich trifft nur (i)
ZU.

O O

Abbildung 5.10. Disjunktiver Graph G, fur welchen nur (i) zutrifft

Zeige ein Beispiel fur G, bei welchem nur Aussage (ii) zutrifft. Betrachte Abbildung 5.11. Sei
A= £, £={{ee} {ee}lund c>Bei S=/Bsgilt cg(S)=uld | ;(S)-DE
Menge der zuldssigen Selektionen ist gegeben durch {{e€},{e e}, {e €2}}Somit ist
Cs(S) = A& und | (S) = { €} Folglich trifft nur (i) zu.

A o

Abbildung 5.11. Disjunktiver Graph G, fur welchen nur (ii) zutrifft
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5.4.5. Allgemeines Prinzip der konjunktiven Erweiterung

Es wurde schon frither darauf hingewiesen, dass die zur Bestimmung der verbotenen bzw.
erzwungenen Bogen bentitzten Konzepte in einem gewissen Sinne eine lokale Sichtweise darstel-
len. In diesem Abschnitt wird die Bedeutung dieser lokalen Sichtweise ndher erldutert. Davon
ausgehend wird eine Verallgemeinerung des Konzepts der verbotenen und erzwungenen Bogen

erarbeitet.

Definition 5.41. Sai G = &V, A E, &, cf eindisunktiver Graph. Sei Si E und F1i €&.
(i) DieMengeder durch S direkt verbotenen disjunktiven Bogen beziiglich F in G ist gegeben
durch:
Co, AS) = {el EGF: G(SE R) ist positiv zyklisch
fur alle vollstandigen Selektionen R in G - mit el R}

(i) DieMengeder durch S direkt erzwungenen disjunktiven Bogen beziiglich F in G ist gegeben
durch:

g AS) =SE{el Eg, G(SE R) ist positiv zyklisch
fir alle vollstandigen Selektionen Rin G - mitel R}

In diesen Definitionen wird das in Abschnitt 5.4.2. eingefiihrte Konzept der direkt verbotenen
bzw. erzwungenen Bogen, bezeichnet als C;(S) und | 5(S) verallgemeinert fiir beliebige Teilfa-
milien F I & von disjunktiven Mengen. Das folgende Lemma zeigt, dass die so definierten Bogen-

mengen fiir den Spezialfall 7 = £ den global verbotenen bzw. erzwungenen Bogen entsprechen.

Lemma 5.42. Sei G = &V, A E, &, cf eindigunktiver Graphund Si E. Esgilt:
() Cg, (8 =cg(9
(i) g, &(8) =16(9)

Beweis:

Beweis von (i): Zeige einerseits, dass Cg o(S)1 Cg(S) Sei €l Cg o(SNehme an, dass
el ¢ c(S). Dann existiert eine vollsténdige Selektion SCin G mit Si Swund el Stso dass
G(S() positiv azyklisch ist. Sei R = St Rist eine vollstindige Selektion in G, = Gnit el RDa
el Cg ¢(S), ist G(SE R)positiv zyklisch. Da  SE R = Stst auch ~ G(S9ositiv zyklisch. Ein
Widerspruch. Zeige andererseits, dass Cg(S) i ¢ G, £(S) Sei el © c(S)Nehme an, dass
el © G, £(S). Dann existiert eine vollstindige Selektion R in Gg= Gmit el Rso dass
G(SE R) positiv azyklisch ist. Sei St= SE R Stst eine vollstindige Selektion in Gmit Si S
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und el St Da el C5(S)ist G(Stpositiv zyklisch. Da  S(= SE Rtauch  G(SE Bsitiv
zyklisch. Ein Widerspruch.

Beweis von (ii): Zeige einerseits, dass '[”G’ S(S)i I c(S) Sei el '[“G’ ¢(SNehme an, dass
el ["g(S) . Dann existiert eine vollstdndige Selektion SCin G mit Si Stund el Stso dass
G(S() positiv azyklisch ist. Sei R= St Rist eine vollsténdige Selektion in G, = Gmit el RDa
el [7g ¢(9). ist G(SE R)positiv zyklisch. Da  SE R = Stst auch ~ G(S9ositiv zyklisch. Ein
Widerspruch. Zeige andererseits, dass [~ (S) i j’”G’ £(S) Sei el ["g(SNehme an, dass
el j’”G’ £(S) . Dann ist el S und es existiert eine vollstdndige Selektion Rin G ¢ = Gmit el R
so dass G(SE R)positiv azyklisch ist. Sei St= SE R St eine vollstindige Selektion in ~ Gnit
Si SCund el St Da el [e(9ist G(Sositiv zyklisch. Da  S(= SE Btauch G(SE R)
positiv zyklisch. Ein Widerspruch. ~

Als nichstes wird gezeigt, dass die Mengenfunktionen C G, Fund '[“G’ Fmonoton sind beztglich
JF . Dies bedeutet, dass die beziliglich F direkt verbotenen bzw. erzwungenen Bogen in den beziig-
lich F( direkt verbotenen bzw. erzwungenen Bogen enthalten sind, falls Fin JF(enthalten ist.
Daraus folgt insbesondere, dass die beziliglich einer beliebigen Teilfamilie F verbotenen bzw.

erzwungenen Bogen auch global verboten bzw. erzwungen sind.

Lemma 5.43. S&i G= &V, A E, & cf eindigunktiver Graph. Sei Si E und F, F¢i € mit
Fli Fc Esgilt:

(i) €g A1 Cg zdS)
(i) o AT g #4S)

Daraus folgt insbesondere, dass € ~(S) I €(S) und g AS) 1 [75(S)-

Beweis:

Bewei i): Seiel C S) Neh el ¢ el ¢ § el E

ewel’s von (i) Sel’ G, £(S) Nehme aﬂn, dass C, £ SPa G, (St G,
D I ist E- | E d folglich el E~ D el C Existiert it ei llstan-

a Fl F(is G, Gfgn (3 glic et a‘ G, ]:¢( Xistiert somit eine vollstin
dige Selektion Rtin G, mit el R(sodass G(SE R@ositiv azyklisch ist. Sei R=R(C EGf
Da RJ EG]_-’ ist Ii?eine Selekti(in in GzDa Reollstindigistin Ggist Rollsténdig in AG F
Da el R(und el EG,f ist el RFolglichist Rine vollsténdige Selektion in Gmit el.R
Dael C G, £(8) ist folglich G(S E Rpositiv zyklisch. Da aber RI Ristauch G(SE Rsi-
tiv zyklisch. Ein Widerspruch.

Bewei ii): Sei el j S) Neh el j S el | el E
ewgs von (ii) 861' e #(S) Nehme ari, dass [‘G 7 SPa rG patsle G,
D I ist E~ | E folglich el EL D el j el isti
a Fl FCist G, Gflamd olglic Eok a g, ]_—?( Bt W es existiert
eine vollsténdige Selektion R(in Gremit el R(so dass G(SE R@ositiv azyklisch ist. Sei
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R=R(C EGH' Da Ri EGf’ ist Reine Selektion in GyDa Roollstindigistin Ggist Roll-
stindigin G,. Da el R(gilt el RFolglichist Rine vollstindige Selektionin Gmit el R
Da el g #(S)und el Sgilt somit, dass G(SE Rjositiv zyklisch ist. Da aber R ,Rst
auch G(SE R()positiv zyklisch. Ein Widerspruch.

Zeige noch, dass Cg (S)| Cg(Sund g AS) 1 [g(SPa Co A9 Cg 48R
j‘“G’ (S i j’”G’ £(S), folgt geméss Lemma 5.42. die Behauptung. ~

Im folgenden Lemma erkliart, inwiefern das Prinzip der direkt verbotenen bzw. erzwungenen
Bogen eine lokale Sichtweise darstellt. Es wird gezeigt, dass die Menge der direkt verbotenen bzw.
erzwungenen Bogen erhalten wird, indem nur Teilfamilien i &£mit |F| = lbetrachtet werden,

beztiglich welcher die direkt verbotenen bzw. erzwungenen Bogen bestimmt werden.

Lemma 5.44. S&i G= &/, A E, & cf eindigunktiver Graph. Sei Si E. Esgilt:

(') .CG(S) = 5}1:1‘.7(3, )
(i) | (S = Fi 5’E|}_]:1]~G,]:(S)
Beweis:

Beweis von (i): Bezeichne W= E _. _.Cx ~(S)
Fl &lA=1"GF

Zeige einerseits, dass C5(S)| W Sei el cg(S)Nehme an, dass el Wbann existiert kein
FI € mit |[Fl=1sodass €l Tg (S)Sei DI kit el .Bei F={Ma | A, zilt

el Cg #(S). Dael Dund Eg = F =Dist el Eg Somit existiert eine vollstandige Selek-
tion Rin G,mit el Rsodass G(SE Rpositiv azyklisch ist. Da el Rnussauch G(SE €)
positiv azyklisch sein. Da aber €1 cs(S)ist G(S E eositiv zyklisch. Ein Widerspruch.

Zeige andererseits, dass Wi c5(S) Sei el WNehme an, dass €l cg(SPannist G(SE €)
positiv azyklisch. Da el W, existiert ein FI Emit |F] = Isodass el C c A Pei R={¢}
Dael Cg #(S)ist el Egdh. RsteineSelektionin Gpa |75t F={Bjrein
DI £.DaEg =7 =Dist el DDa &g =7 ={Dist e vollstindige Selektion in
Gz mit el R Folglich gilt wegen el Cg #(S)dass G(SE R) = G(SE g9sitiv zyklisch ist.
Da aber €l c;(S)ist G(SE €bositiv azyklisch. Ein Widerspruch.

Beweis von (i): Bezeichne W=E ./ . m=1 6 A9

Zeige einerseits, dass j g(S)| W Sei el j 5(S)Nehme an, dass el Wa el j 5(8hd

j g(8) = SEFg(cg(9)), gilt el Soder el F(cg(S)Fall 1:Sei el .a E? And folg-
lich £ A, existiert ein 71 Emit |F]=1Da [g S)| Wad ST g (&t el Bv
Widerspruch. Fall 2: Sei €1 F 5(cg(S))Dann existiertein D1 &it el Bodass el cg(S)
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fiir alle e(1 D —€ Somit ist G(SE etpositiv zyklisch fiir alle e(l D-®a el ,\kistiert
kein 71 £mit |F=1sodass el [g (SFolglich gilt fur alle  FI it |7 =dhss
eI "G, #(S). Sei F={D} Da Eg, = F =0Omd el ,@ilt“ el EDa e"l' "G, A480

el EGf, existiert eine vollstdndige Selektion R in Gmit el Rsodass G(SE Rpositiv azy-
klisch ist. Da EGf = F7={D}und Rrollstindigistin Gugilt RCD?*.Ma el, &istiert
somit ein e(l D—-emit e(l RDa aber G(SE e@ositiv zyklisch ist, muss auch G(SE R)

positiv zyklisch sein. Ein Widerspruch.

Zeige andererseits, dass WI j 5(S) Sei el W Nehme an, dass el j g(Spa

i g(S)=SEFg(cg(9), gilt el Sund el Fg(cg(S)Da el Fg(cg(Spxistiert fiir alle
DT € mit el Dein el D-g¢sodass el cg(SPomit existiert fiiralle D1 it el dn
el D-¢€, sodass G(SE e(positiv azyklisch ist. Da el Wexistiertein FIi &it |F| = %o
dass €l ["g £(S) Somit gilt fiir alle vollstindigen Selektionen Rin Ggmit el ,Rlass
G(SE R) positiv zyklisch ist. Da |F1 =1 gilt F={D}fiirein DI .Da el [ g (St
el Eg .DaEg =7 =Dgiltsomit el DSei el D-end R={eQa el Egt R
eine Selektion in G . Da EGF = F={D}ist Rine vollstindige Selektion in Gmit el.R
Folglich gilt wegen el ["g z(S) dass G(SE R) = G(SE efpsitiv zyklisch ist. Somit ist
gezeigt, dass G(SE e()positiv zyklisch ist fiir alle e(] D—gDaaber el F (c5(SBxistiert
ein (1 D—¢€sodass G(SE etpositiv azyklisch ist. Ein Widerspruch.

Aus den vorangehenden Ausfiihrungen lisst sich ein verallgemeinertes Konzept zur Bestim-
mung von verbotenen und erzwungenen Bogen ableiten. Geméiss Lemma 5.43. gilt
Co AST Tg(S) und 7 A(S) I ["(SKiir beliebige Teilfamilien F I &olglich gilt auch fiir
beliebige Mengen F 1| Pot(£) von Teilfamilien, dass E Fi Ca S C5(Pzw.

E i Fj’”G’ (S i ["g(S) . Somit kénnen als Grundlage zur Bestimmung von verbotenen bzw.
z r Fi £Co, £(S) bzv&rr.
cs®=E Fi Fj"G, #(S) gewihlt werden. Durch Iteration dieser Funktionen analog zu Cg(S)

F ~
erzwungenen Bogen  beliebige  Mengenfunktionen (o] G(S) =E

und j EB(S) resultiert daraus ein verallgemeinertes Konzept zur Bestimmung von verbotenen bzw.
erzwungenen Bogen. CE;(S) und | E;(S)stellen einen Spezialfall dieses Konzepts dar, wo nur

Familien von disjunktiven Mengen betrachtet werden, welche genau eine disjunktive Menge
umfassen. Eine mogliche Verallgemeinerung wéire beispielsweise, alle Familien zu betrachten,

welche zwei oder allgemeiner k3 1 disjunktive Mengen umfassen.

Es ist offensichtlich, dass der Rechenaufwand zunimmt, je grosser die betrachteten Familien
Fl & sind und je umfangreicher F | Pot(&£)gewshlt wird. Wahrend der Aufwand zur Bestim-
mung von C g(S) und | g(S)polynomial ist (vgl. Abschnitt 5.4.8.), wird sich zeigen, dass der
Aufwand zur Bestimmung von Cg £(S) = T(Sund j’”G, £(S) = [ ¢(8h Gegensatz dazu NP-
hart ist (vgl. Abschnitt 5.5.2.). Zum Abschluss sollen die erarbeiteten Konzepte anhand eines Bei-

spiels illustriert werden.
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Beispiel:

Betrachte den nachfolgenden disjunktiven Graphen G =&V, A E,¢&, ¢f wobei A=A

E={{ef},{eg},{hi}} und c>0.8ei S={i} Fir FIi &ezeichne R_ﬁlie Menge der voll-
- +

stindigen Selektionen R in G fiir welche G(SE R)positiv azyklisch ist, und R die Menge

der vollsténdigen Selektionen R in G, fiir welche G(S E R)positiv zyklisch ist.

Abbildung 5.12. Verallgemeinertes Prinzip der konjunktiven Erweiterung.

Im folgenden werden fiir alle Teilfamilien Fi & JF! /& die entsprechenden durch Sdirekt ver-

botenen bzw. erzwungenen Bogen C y(S)und [~ (Sherechnet:
o F={{ef}}:

Ry={{e}.{N) Ry={{ef}, cg HS) = £, g A5 = {i}
.« F={{e.g}}:

Ry={{e}.{g).{e g}} , Ryp= & Cg LS = &, [g 9 ={i}
o F={{h,i}}:

Ry ={{h}.{i}. {hi}} Ry= A cg (S = £, g A9 = {i}
- F={{ef}.{eg}):

Ry={{e}.{e g} . Ry={{ef. (Lo} {efa)}.Cq HS) = {f} . A9 ={ei)
e F={{ef},{hi}}:

Ry ={{ei}, {fh}. {Li}, {f.hi}},

R;_—:{{e, h},{e f h},{ef i}, {eh i}, {ef hi}},
Co 79 = £, g A9 = {i}

« F={{eg},{hi}}:
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Rr={{eit.{g.n}.{gi}.{egi}.{ghi}},

Ry={{eh},{egh} {ehi} {eghi}},
C-G,]:(S) = ;Eer,]:(S) ={i}

« F={{efl.{egh{hi}} =€
R7={{ei}.{egi}},

Ry={{eh},{efh, {efi},{egh} {fgh}{fagi},
{ef g h} {efgi} {fghi}{efaghil}
Co A9 = {F.N} . [g A9 = {e)

Betrachte nun beispielsweise die beiden Mengen von Teilfamilien F;={F i &|FA=1jnd
F,={FI &|FA=2}. Esgilt:

Fio 3 N 3 CFo a N ) o
Cs (9 =cg(d= Fi S,Elf]=1cG’f(S) =A, ]g(9=]g(9= Fi &Em:lre,}‘(s)— {i}

Fo e _ N _ Fo N . P
Cq (S)_]-'i 5I,:_m:ZC(;,f(S)— {f}, ig(S = o g,EU__I:ZrG,]-"(S)_{efl}

Die Menge der zulissigen Selektionen Stin G mit Si Stst gegeben durch {{e i},{e g,i}}
Daraus lésst sich erkennen, dass die Menge der global verbotenen bzw. erzwungenen Bogen gege-

ben ist durch:
Ca(S) =Cg (S) ={f h} ., c(S) =1 5 ={ei}

Somit werden weder durch F; noch durch F, alle global verbotenen bzw. erzwungenen Bogen

erfasst. ~

5.4.6. Relationen

Im Zusammenhang mit dem Konzept der verbotenen bzw. erzwungenen Bogen in einem disjunk-
tiven Graphen G driangen sich Fragen der folgenden Form auf: Wenn ein Bogen € einen Bogen f
erzwingt, gilt dann umgekehrt auch, dass f den Bogen € erzwingt? Oder: Wenn ein Bogen €

einen Bogen f erzwingt, und f einen Bogen ¢, erzwingt dann €auch ¢f

Allgemeiner ausgedriickt stellt sich die Frage, welche Eigenschaften die Relationen "€ verbietet
f"bzw. "e erzwingt f" aufweisen. Unter den Relationen "€ verbietet f" bzw. "€ erzwingt f" werden
hierbei die Relationen "f 1 Ca (e)"bzw. "f1 j a(e) " verstanden. Diese beiden Relationen sollen im
folgenden untersucht werden in Hinblick auf drei grundlegende Eigenschaften: (1) Reflexivitat,
(2) Symmetrie und (3) Transitivitit. Die Bedeutung dieser Eigenschaften fiir eine allgemeine Rela-
tion R E2 ist folgende: (1) Rist reflexiv, falls (e €)1 Riralle el H2) Rtsymmetrisch,
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falls aus (e f)1 Rfolgt (f,€)l Riiralle e fl .R3) Rt transitiv, falls aus (e f) | Rd
(f,g) T R folgt (e,g)1 Rfiiralle e f, gl R

Die Relation "f1 j g(e) " ist offensichtlich reflexiv. Auf den ersten Blick wiirde man vielleicht ver-
muten, dass sie auch die Eigenschaften der Symmetrie und Transitivitdt aufweist. In diesem Fall
wlrde sie eine Aequivalenzrelation darstellen, d.h. die Menge der disjunktiven Bogen liesse sich
partitionieren in Aequivalenzklassen, deren Elemente sich gegenseitig erzwingen. Dies ist jedoch
nicht der Fall, wie im folgenden gezeigt wird. Als Verallgemeinerung werden in den nachfolgen-
den Ausfithrungen diese Relationen nicht nur beziiglich Cg und | ébetrachtet, sondern beziig-

lich aller Funktionen CE; und j E;mit rsi

Das Ziel dieses Abschnittes ist einerseits, zu zeigen, dass "f1 j a(e) " keine Aequivalenzrelation
darstellt, und andererseits, durch die angefiihrten Gegenbeispiele ein Vorstellung davon zu ver-

mitteln, wie das Verbieten und Erzwingen von Bogen in disjunktiven Graphen zu Stande kommt.

Definition 5.45. Sei G = &V, A E, &, cf eindisjunktiver Graph. Es werden die folgenden Relatio-
nen auf E definiert:

(i) "e verbietet r-stufig f in G™: R(cg) ={(e f)T E2: 1 cg(e)}
(i) "e erawingt r-stufig f in G": R(j ) = {(e HT E2:f1 | (&)}

Satz 5.46. Sei G =&V, A E, &, cf eindigunktiver Graph. Die folgende Tabelle zeigt fir die Rela-
tionen R(cg) und R(j 23) , welche Eigenschaften fur welche Werte von r 3 1 vorhanden sind.

Relation: reflexiv symmetrisch transitiv
R(cg) - r=1 -
R g) re1 - r=¥

Abbildung 5.13. Eigenschaften der Relationen

Beweis:

Beweis fiir R(Cg) :

(1) Nicht reflexiv fir alle r 3 1: Zeige: Fir alle r 3 lexistiert ein disjunktiver Graph Gund ein
el E, sodass el cg(e) Sei r3 lund Gein beliebiger disjunktiver Graph, fiir welchen eine
zulissige Selektion Si E existiert. Sei el SNehme an, dass el Cg(e)Da el ,Sst aufgrund
der Monotonie Cg(e) i CEB(S) Gemiss Lemma, 5.39. ist CEB(S) i ¢ c(Spa Aldssigistin G
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und el S gilt gemiss Lemma 5.36., dass Cg(€e) G S= ADa aber el Cg(@nd el, ist
el tg(e) C S. Ein Widerspruch.

(2) Symmetrisch fiir r = 1: Zeige erstens: Fiir alle disjunktiven Graphen Gund alle e, f| Egilt,
dass aus f1 c(e)folgt el cg(f)Sei Gin disjunktiver Graph und e f1 it fl cg(®a
fT cg(e), ist G(eE f)positiv zyklisch. Da G(eE f) = G(fE egilt el c(Heige zweitens:
Fiir alle r 3 2 existiert ein disjunktiver Graph Gund e, fl Esodassaus fl Cg(e)dcht folgt
el Cg(f) . Betrachte den disjunktiven Graphen G in Abbildung 5.14., wobei
E={{eeq, {f,f},{g9,9¢,{h,h}} und c>0 ist. Es ist cé(e) = cg(e) = {e¢f¢g¢ h@ind
ca(h® = c5(h® = {h} . Somit gilt fiir alle  * 2, dass h¢l c(e)aber nicht el ci(hg

Abbildung 5.14. G mit nicht-symmetrischer Relation R(cg) fur r3 2

(3) Nicht transitiv fiir alle r 3 1. Zeige: Fir alle r3 lexistiert ein disjunktiver Graph Gund
e f,g7 E,sodassaus f1 cg(e)und gi cg(fnicht folgt g cg(eBetrachte den disjunkti-
ven Graphen G (ein Lager-Graph) in Abbildung 5.15., wobei & = {{e, e}, {f, ¢}, {9, g(}ynd
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c>0.Esist cg(e) = {e¢fdhund ca(e) = cii(e) = {e¢TfGg@wie  ca(f)) = c(f) = {ef, g}
Somit gilt fiir alle r 3 1, dass f¢l Cg(e)und gl Cg(f,([)lber nicht gl Cg(e)

O =00

Abbildung 5.15. G mit nicht-transitiver Relation R(cg) farrs 1

Beweis fiir R (] 23):

(1) reflexiv fiir alle r 3 1: Zeige: Fiir alle r 3 lund alle disjunktiven Graphen Gund alle el E
gilt, dass el j Eg(e) Sei r3 1Sei Gein disjunktiver Graph und el Hiemiss Lemma 5.25. ist

{e}=ja@l jule).

(2) nicht symmetrisch fiir alle r 3 1. Zeige: Fur alle r 3 lexistiert ein disjunktiver Graph Gund
e, fT E,sodassaus f1 j g(e) nicht folgt el j Eg(f.)Betrachte den disjunktiven Graphen Gein
Job-Shop-Graph) in Abbildung 5.16., wobei & = {{e e}, {f, f}}und c>Qst. Es ist
ja(@ =] 5(e)=1{f} und jg(f) = &(f) = ASomit gilt fiir alle 13 1dass {1 j g(eber
nicht el j (f)

Abbildung 5.16. G mit nicht-symmetrischer Relation R (j 23) firr3 1

(3) transitiv fiir r = ¥: Zeige: Fiir alle disjunktiven Graphen Gund alle e, f, g1 Fgilt, dass aus
fT j g(e) und gl j 5(f)folgt gl j 5(e)Sei Gin disjunktiver Graph und e f,gT. Bei
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f1j é(e) und gl j a(f) Da {f}i ] (*B(e)gilt aufgrund der Monotonie von |, adass
j g(f)l' j g(j g(e)) =j g(e).Somit folgt aus g1 j g(f) dass gl j g(e)

Zeige weiter: Fir alle 1 £ <¥ existiert ein disjunktiver Graph Gund e, f, g1 FEso dass aus
f1j g(e) und g1 j g(f)nicht folgt gl | g(e)Sei r =.Betrachte den Graphen &us Abbil-
dung 5.15. Es gilt f1 j é(e) und gl j é(t)aber nicht gl j é(.eBeachte, dass jedoch gilt
gl j é(e) . Analog kann durch entsprechende Erweiterung dieses Graphen G gezeigt werden,

dass die Behauptung fiir alle 1 £ r < ¥ stimmt.

5.4.7. Fixpunkttheorie

In diesem Abschnitt wird die Mengenfunktion | : Pot(E) ® Pot(Exnter dem Gesichtspunkt
der Fixpunkttheorie betrachtet. | 5(S) stellt hierbei geméss Definition die Menge der direkt
erzwungenen Bogen im disjunktiven Graphen G dar. Fiir eine Zusammenfassung der wesentli-
chen Punkte der Fixpunkttheorie von Mengenfunktionen siehe beispielsweise [ Engeler, E.,
L&auchli, P. (1988)].

Zunichst werden die Begriffe der abgeschlossenen Menge und des Fixpunktes eingefiihrt.
Anschliessend wird eine Charakterisierung der abgeschlossenen Mengen und der Fixpunkte von
j G gegeben. Insbesondere wird gezeigt, dass alle abgeschlossenen Mengen auch Fixpunkte sind
(und umgekehrt). Eine grundlegende Aussage der Fixpunktheorie besagt, dass jede monotone
Mengenfunktion einen kleinsten Fixpunkt besitzt. Da | 5 monoton ist (vgl Abschnitt 5.4.3.), hat
] g einen kleinsten Fixpunkt. Es wird gezeigt, dass dieser gegeben ist durch j (G) = 8(/45)

d.h. durch das konjunktive Erzeugnis in G. Schliesslich wird noch die Frage untersucht, welches
die kleinste Menge S ist, fiir welche der disjunktive Subgraph G[S] konjunktiv abgeschlossen

ist. Es wird gezeigt, dass SI j "(G)und S=j "(G)falls | *(Qositiv azyklisch istin .G

Definition 5.47. Seij : Pot(E) ® Pot(E) eine Mengenfunktion auf der Grundmenge E.
(i) Si E heisst eine abgeschlossene Mengevon j , fallsj (S) 1 S ist.
(i) SI E heisst ein Fixpunktvon j , fallsj (S) = S igt.

Lemma 5.48. Sei G = &/, A E, &, cf eindigunktiver Graph. Betrachte die Mengenfunktion
j g:Pot(E)® Pot(E).Sei SI E.Esgilt:

(i) S ist genau dann eine abgeschlossene Menge von | -, wenn | (*3(5) =Sid.

(i) S istgenaudann ein Fixpunktvon j 5, wennj 5(S) = Sist.
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Beweis:

Beweis von (i): Zeige einerseits: Falls S eine abgeschlossene Menge von | g ist, dann gilt
] g(S) = S. Sei S eine abgeschlossene Menge von | . Dann gilt | 5(S) | SDaauch Si j (S
ist | g(S) = S Geméss Lemma 5.30. folgt daraus | E(S) =.SZeige andererseits: Falls

i E;(S) = S, dann ist S eine abgeschlossene Menge von | . Sei | a(S) = SGemiss Lemma, 5.25.
ist | G(S)i i E(S)Daraus folgt | G(S)i .S

Beweis von (ii): Zeige einerseits: Falls S ein Fixpunkt von | s ist, dann gilt j 23(8) =SSei S
ein Fixpunkt von | 5. Dann gilt ] 5(S) = SGeméss Lemma 5.30. folgt daraus ] é(S) = Zeige
andererseits: Falls | E;(S) = Sdann ist Sein Fixpunkt von | ;Sei ] E;(S) =.%emiss Lemma
5.30. folgt daraus j 5(S) = S

Lemma 5.49. Sei G =&V, A E, &, cf eindisjunktiver Graph. Betrachte die Mengenfunktion
j g Pot(E) ® Pot(E).Esgilt:

O j(G)=] g(ﬁE) ist die kleinste abgeschlossene Menge von | .
(i) j "(G) =j g(A) istder Kleinste Fixpunktvon j .

Beweis:

Beweis von (i): Geméss Lemma 5.30. ist | (] *(G)) =j "(G)d.h. | *(Gist eine abgeschlos-
sene Menge von | 5. Nehme an, dass eine kleinere abgeschlossene Menge S1 j *(G)existiert. Da
S abgeschlossen ist, gilt geméss Lemma 5.48., dass | 23(8) = SDa /i Sgilt aufgrund der
Monotonie von | g dass | g(ﬁE) I g(S)Folglich ist j "(G)I.%in Widerspruch.

Beweis von (ii): Gemiss Lemma 5.30. ist j g(j “(G)) =] "(G)dh. j "(G¥t ein Fixpunkt von
| - Da jeder Fixpunkt eine abgeschlossene Menge ist und | *(G) gemiss Beweis von (i) die klein-

ste abgeschlossene Menge ist, ist j *(G) der kleinste Fixpunkt von | G

Das vorangehende Lemma besagt also, dass S= | * (G)die kleinste Selektion in Gist, welche

keine weiteren Bogen erzwingt in G, d.h. fiir welche gilt | a(S) =S

Satz 5.50. Sei G = &V, A E, &, cf eindigunktiver Graph. Sei Si E diekleinste Menge, fiir welche
G[S] konjunktiv abgeschlossen ist. Es gilt:

(i) sij*(G)
(i) S=j*(G),falsj *(G) positivazkKlischistin G
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Beweis:

Beweis von (i): Gemiss Lemma 5.31. ist G[j "(G)] = G[j g(/E)](onjunktiv abgeschlossen. Da
S die kleinste Menge ist, fiir welche G[S] konjunktiv abgeschlossen ist, gilt ST j *(G)

Beweis von (ii): Sei | "(G) positiv azyklisch in G Gemidss Lemma 5.31. ist
G[j "(G)] = GJj g(/E)] konjunktiv abgeschlossen. Nehme an, dass eine kleinere Menge
Sel j g(/E) existiert, so dass G[S(] konjunktiv abgeschlossen ist. Da | g(ﬁE)positiv azyklisch
ist in G, ist auch S(positiv azyklisch in G. Somit gilt geméss Lemma 5.31., dass S(=] 5(&()
Gemiss Lemma 5.30. folgt daraus SC= | a(S(D Aufgrund der Monotonie von | égilt
] E;(/E) I é(S(I) . Also ist | a(/E) | S¢Ein Widerspruch.

5.4.8. Komplexitat

Die Berechnung der verbotenen und erzwungenen Bogen Cé(S) bzw. | é(S)in einem disjunkti-
ven Graphen G ist mit polynomialem Aufwand méglich, im Gegensatz zu den global verbotenen
bzw. erzwungenen Bogen C(S) bzw. [~5(S) Der nachfolgende Satz zeigt, dass der Aufwand fiir
die Berechnung von Ca(S) und | z;(S)kubisch ist in der Anzahl konjunktiver Bogen und der
Betragssumme der disjunktiven Mengen. Falls jeder disjunktive Bogen in genau einer disjunkti-
ven Menge vorkommt, ergibt sich daraus ein kubischer Aufwand in der Anzahl (konjunktiver

und disjunktiver) Bogen von G.

Satz 5.51. Sa G= &/, A E & cf eindisunktiver Graph. Sei Si E. Sei m= |A| +éDT 5|D|'
(i) Der Aufwand fiir die Berechnung von c(S) ist von der Gréssenordnung O(m?).

(i) Der Aufwand fiir die Berechnung von j (S) ist von der Grossenordnung O(m3) .

Beweis:

Beweis von (i): (1) Sei r 3 1. Zeige, dass der Aufwand fiir die Berechnung von | E;(S)bei gege-
benem CE;(S) von der Groéssenordnung O(§ oi SIDI)ist. Gemiss Lemma 5.29. ist

] 23(8) =SEF G(CEB(S)) . Somit entspricht der Aufwand zur Berechnung von | 23(8) dem Auf-
wand zur Berechnung von F G(CEB(S)) Gemaiss Definition ist F G(Cé(S)Qlie Menge aller Bogen
el E, fir welcheein D1 Eexistiert mit el D sodass ed¢l CE;(Sﬁiir alle el D-e¢

F G(CEB(S)) kann bei gegebenen CEB(S) folgendermassen berechnet werden: "Setze Q = Aund
fithre fiir alle D1 & die folgenden Schritte durch: Bestimme die Menge D¢= D — CE;(S)Falls
ID( = 0, dann setze Q = QE D Falls |D( = ldann setze Q= QE DFalls |D( >dann tue
nichts." Als Resultat ergibt sich FG(CE;(S)) = QDie Menge D¢=D —Cé(Sﬁann berechnet
werden, indem fiir alle e D bestimmt wird, ob el CE;(S) Falls el CE;(S))Vird 21 [Dén-
zugefiigt. Somit kann D( mit Aufwand O(|D|)berechnet werden, falls die Entscheidung
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el CEB(S) mit Aufwand O(1) bestimmt werden kann, was bei entsprechender Implementation
moglich ist. Folglich ist der gesamte Aufwand zur Berechnung von F G(C%(S))von der Grossen-

ordnung O(§ D1 ElDl)

(2) Sei r3 1. Zeige, dass der Aufwan;l fiir die Berechnung von C%(S)bei gegebeneml ] 23_ l(S)
von der Grossenordnung O(JAE E|7)ist. Gemsss Definition ist CE;(S) =cg( E;_ (9d.h.
CE;(S) entspricht der Menge aller Bogen el E fiir welche G(j 23_ 1(S) E epositiv zyklisch ist.
Somit kann CE;(S) berechnet werden, indem fiir jeden Bogen el Egepriift wird, ob
G(j 23_ 1(S) E €) positiv zyklisch ist. Der Test, ob ein gerichteter Graph positiv zyklisch ist, kann
bekanntlich mittels Topologischer Sortierung mit linearem Aufwand beziiglich der Anzahl Bogen
gemacht werden. Da G(j 23_ 1(S) E e)maximal |AE BBogen hat, ist der Aufwand fiir den Test,
ob G(j 23_ 1(S) E e)positiv zyklisch ist, von der Grossenordnung O(|A E E|Da dieser Test fiir
jeden disjunktiven Bogen el E durchgefiihrt werden muss, ergibt sich fiir die Berechnung von
c(S) ein Gesamtaufwand |E| > O(JAE E[)dh. O(AE E?)

(3) Zeige, dass der Aufwand fiir die Berechnung von CE;(S) von der Grossenordnung O(m3)ist.
Gemiss Lemma 5.28. existiert ein S£ |E|, so dass CE;(S) = Cé(S)Gemass Definition kann
CE(S) berechnet werden, indem der Reihe mnach fir r=1,2 Y%,szuerst

] 23_1(8) = SE FG(CE;l(S)) und anschliessend CE;(S) = cgl(] 23_ 1(S))berechnet wird. Die
Berechnung von | 23_ 1(S) bei gegebenem CEB_ 1(S)hat wie gezeigt den Aufwand O(§ D1 £|D|)
bzw. O(r), da § i gIDI £ nist. Die Berechnung von C%(S)ei gegebenem | 23_ l(B}zt wie
gezeigt den Aufwand O(JAE E|2) bzw. O(m2)da |AE E| £ ist. Somit hat jeder Rechendurch-
gang fiir r = 1, 2, ¥4, sden Gesamtaufwand von O(m) + O(mZjLh. O(mda  s£,|Hliissen
insgesamt héchstens |E| Rechendurchginge gemacht werden. Somit ergibt sich ein Totalauf-
wand von |E| xO(m?) bzw. O(m3)da |E| £ rist.

Beweis von (ii): Geméss Lemma 5.29. ist | E;(S) =SEF G(Cé(S))Gemass Beweis von (i) ist
der Aufwand fiir die Berechnung von F (c E;(S))bei gegebenem Cé(S)/Ol’l der Grossenord-
nung O(§ b1 £ |D|)und fiir die Berechnung von Cg(S)/on der Grossenordnung  O(m3Bomit
ergibt sich ein Gesamtaufwand von O(§ D1 gIDI) +0O(mdbzw. O(M3Ya  § . gIDI £m

ist.

5.5. Zulassigkeitsproblem

5.5.1. Einfuihrung

Das Zulassigkeitsproblem befasst sich mit der Frage, ob in einem disjunktiven Graphen G eine

zuldssige Selektion existiert. Filir gewisse Klassen von disjunktiven Graphen ist diese Fragestel-
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lung trivial. Betrachte beispielsweise die Klasse der Job-Shop-Graphen oder Lager-Graphen. In
einem Job-Shop- oder Lager-Graphen existiert immer eine zulédssige Selektion. Eine solche kann
konstruiert werden, indem die Jobs in beliebiger Reihenfolge einer nach dem andern abgearbeitet
werden (vgl. Abschnitt 6.6.).

Schwieriger wird das Problem, wenn eine Teilselektion Q von disjunktiven Bogen vorgeben ist.
Das Zulassigkeitsproblem lautet dann, ob der disjunktive Subgraph G[Q)] eine zulissige Selek-
tion besitzt. Eine notwendige Bedingung fiir die Existenz einer zulissigen Selektion in G[ Q] ist,
dass Q positiv azyklisch ist in G. Es wird sich herausstellen, dass diese Bedingung fiir klassi-
sche disjunktive Graphen (und somit fiir Job-Shop-Graphen) auch hinreichend ist. Dies gilt
jedoch nicht fir verallgemeinerte disjunktive Graphen. Als ein zentrales Resultat dieses
Abschnittes wird gezeigt, dass das Zulassigkeitsproblem fiir verallgemeinerte disjunktive Gra-
phen NP-hart ist. Weiter wird gezeigt, dass das Zuldssigkeitsproblem fir Lager-Graphen mit vor-
gegebener Selektion Q auch NP-hart ist. Die daraus resultierenden (weitreichenden)

Konsequenzen in Hinblick auf die Losung des Lager-Problems, d.h. des Steuerungsproblems fir

automatisierte Kompaktlager, werden in Abschnitt 6.1. diskutiert.

Aus diesen Ausfithrungen wird ersichtlich, dass bei der Diskussion des Zuldssigkeitsproblems
fiir eine bestimmte Graphenklasse unterschieden werden muss, ob eine Teilauswahl Q von dis-
junktiven Bogen vorgegeben ist oder nicht. Eine vorgegebene Teilauswahl Q wird im weiteren
als Praselektion bezeichnet. Nachfolgend wird eine formale Definition des Zuldssigkeitsproblems
gegeben, wobei unterschieden wird zwischen dem Zulédssigkeitsproblem ohne Priselektion (auch

kurzerhand Zulassigkeitsproblem genannt) und dem Zulassigkeitsproblem mit Praselektion.

Definition 5.52. Sei G eine Klasse von disjunktiven Graphen. Bezeichne G* die Klasse aller dis-
junktiven Subgraphenvon G, d.h. G* = {G[Q] : G1 G, Qist eine Selektion von G} .

(i) Das Zulassigkeitsproblem (ohne Praselektion) fur G entspricht dem Entscheidungsproblem, ob ein
disjunktiver Graph G1 G eine zulssige Selektion besitzt.

(ii) Das Zulassigkeitsproblem mit Praselektion fir G entspricht dem Entscheidungsproblem, ob ein
disunktiver Graph GT G* eine zul&ssige Selektion besitzt.

Beachte, dass GI G ist. Das Zulassigkeitsproblem ohne Praselektion entspricht offensichtlich
dem Sperziallfall des Zulassigkeitsproblems mit Priaselektion, wenn nur Praselektionen Q = A&
betrachtet werden. Folglich bildet fiir eine gegebene Graphenklasse G das Zulédssigkeitsproblem
ohne Praselektion ein Teilproblem des Zulédssigkeitsproblems mit Praselektion und ist somit kom-
plexitatstheoretisch héchstens so schwierig wie letzteres. Falls fiir eine Graphenklasse G = g
gilt, sind die beiden Probleme dquivalent. Dies trifft beispielsweise zu fir die klassischen und die

verallgemeinerten disjunktiven Graphen.
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In den folgenden Abschnitten wird das Zuldssigkeitsproblem fiir die verschiedenen in Abschnitt
5.3. definierten Klassen von disjunktiven Graphen untersucht: Verallgemeinerte disjunktive Gra-
phen, klassische disjunktive Graphen, Job-Shop-Graphen, Lager-Graphen und 1-Job-Lager-Gra-
phen. Es werden verschiedene komplexitdtstheoretische und strukturelle Resultate erarbeitet,
von welchen einige bei der Losung des Lager-Problems in Kapitel 6 von Bedeutung sind. Weiter
wird der Zusammenhang zwischen dem Zuléssigkeitsproblem und dem Konzept der verbotenen

und erzwungenen disjunktiven Bogen diskutiert.

5.5.2. Verallgemeinerte disjunktive Graphen

Bedingungen fur Zulassigkeit

Der folgende Satz zeigt notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Existenz einer zuléssi-
gen Selektion in einem disjunktiven Graphen G mit Praselektion Q. Er basiert im wesentlichen
auf der Definition von C5(Q)und | (Q) sowie auf der Tatsache, dass C(Q) =] g(Q) S E
falls G[ Q] keine zuléssige Selektion hat.

Satz 5.53. Sa& G =&/, A E &, cf eindigunktiver Graphund Qi E einePraselektionin G. Jede
der beiden folgenden Bedingungen ist notwendig und hinreichend dafirr, dass G[ Q] eine zulassige
Selektion besitzt:

(i) Esexistietkein DT & mitDIi ¢4(Q).

(i) (Q) istpositivazyklischin G.

Beweis:

Beweis von (i): Zeige einerseits, dass die Bedingung notwendig ist. Sei S eine zulédssige Selek-
tion in G[Q]. Nehme an, dass ein D1 Eexistiert mit DI C c(Q)Gemiss Lemma 5.11. ist
St= QE S eine zulissige Selektion in G. Da SCvollstindig ist in G gilt D C St ASei
el D C St. Stist eine vollstéandige Selektion in Gmit Qi Stund el Stsodass G(Sositiv
azyklisch ist. Folglich gilt el C5(Q) Da aber el Dund DI c5(Qkilt el Cg(@in
Widerspruch. Zeige andererseits, dass die Bedingung hinreichend ist. Es gelte, dass kein DT &
existiert mit DI ¢ c(Q) Zeige, dass G[QJeine zuléssige Selektion besitzt. Aufgrund der Vor-
aussetzung gilt C(Q)* E Geméss Lemma 5.37. folgt daraus, dass G[Qleine zulissige Selek-

tion besitzt.

Beweis von (ii): Zeige einerseits, dass die Bedingung notwendig ist. Sei S eine zulassige Selek-
tion in G[Q]. Nehme an, dass [ ;(Q)positiv zyklisch ist in GGeméiss Lemma 5.11. ist
St= QE S eine zulassige Selektion in G Da QI St gilt gemiss Lemma 5.36., dass
Q) | St. Da St positiv azyklisch ist in G, muss auch " g(Q)positiv azyklisch sein in G Ein
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Widerspruch. Zeige andererseits, dass die Bedingung hinreichend ist. Sei '[”G(Q) positiv azy-
klisch in G. Zeige, dass G[Q] eine zuldssige Selektion besitzt. Fall 1: Sei [ 5(Q) = ESei
St=[¢(Q). Stist vollsténdig in G. Da |~ (Q)positiv azyklisch ist in Gund Q i e(Q)st
SC eine zulissige Selektion in G mit QI S(Sei S= S(C EG[Q]Gemass Lemma 5.11.ist &ne
zuldssige Selektion in G[Q]. Fall 2: Sei ["5(Q)' EGeméss Lemma 5.37. folgt daraus, dass

G[ Q] eine zulissige Losung besitzt.

Durch den vorangehenden Satz wird ein Zusammenhang hergestellt zwischen dem Zuléssigkeits-
problem und dem Konzept der global verbotenen bzw. erzwungenen Bogen. Falls die Menge der
global verbotenen bzw. erzwungenen Bogen bekannt ist, kann mit polynomialem Aufwand festge-
stellt werden, ob eine zuléssige Selektion existiert. Somit ist die Bestimmung der global verbote-
nen bzw. erzwungenen Bogen komplexititstheoretisch mindestens so schwierig wie das
Zulassigkeitsproblem. Da das Zulédssigkeitsproblem fiir verallgemeinerte disjunktive Graphen
NP-hart ist (vgl. Korollar 5.57.), ist somit auch die Bestimmung der global verbotenen bzw.

erzwungenen Bogen NP-hart (vgl. Korollar 5.58.).

Im folgenden Satz werden zwei notwendige Bedingungen gezeigt fir die Existenz einer zuléssi-
gen Selektion in einem disjunktiven Graphen mit Praselektion Q: (1) Es diirfen nicht alle Bogen
einer disjunktiven Menge verboten sein durch Q. (2) Das konjunktive Erzeugnis von Q muss
positiv azyklisch sein. Anhand eines Gegenbeispiels wird gezeigt, dass diese beiden Bedingungen

im allgemeinen nicht hinreichend sind.

Satz 5.54. S&l G =&/, A E & cf eindisunktiver Graphund Qi E einePraselektionin G. Die
beiden folgenden Bedingungen sind notwendig, aber nicht hinreichend dafir, dass G[Q] eine zulés-
sige Selektion besitzt:

() EsexstiertkdnDT £ mitDI cg(Q).

(i) j 5(Q) ist positiv azyklischin G.

Beweis:

Beweis von (i): Zeige, dass die Bedingung notwendig ist. Sei S eine zulédssige Selektion in
G[Q]. Gemiss Satz 5.53. existiert kein DI &mit DI Cg5(Q)Geméss Lemma 5.39. gilt
Ca(S) i c c(S) . Daraus folgt die Behauptung.

Beweis von (ii): Zeige, dass die Bedingung notwendig ist. Sei S eine zuldssige Selektion in
G[Q]. Gemiss Satz 5.53. ist [ (Q) positiv azyklisch in G Gemiss Lemma 5.39. gilt
] EB(Q) i ["(Q) . Folglich ist auch j EB(Q) positiv azyklisch in G
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Zeige noch, dass die beiden Bedingungen nicht hinreichend sind. Betrachte das folgende Gegen-
beispiel. Gegeben ist der untenstehende disjunktive Graph G =&V, A E, &, ¢f wobei
E={{e e}, {f,f}} und c>0 Sei Q=/A& Da cg(Q)= Ast Bedingung (i) erfiillt. Da
] é(Q) = /E und G positiv azyklisch, ist Bedingung (ii) erfiillt. Aber G besitzt keine zuléssige

Selektion. Folglich sind die beiden Bedingungen nicht hinreichend. "~

Abbildung 5.17. G hat keine zulassige Selektion

Komplexitat

Im folgenden wird gezeigt, dass das Zulissigkeitsproblem fiir verallgemeinerte disjunktive Gra-
phen NP-hart ist. Fiir den Beweis wird eine spezielle Klasse von disjunktiven Graphen betrachtet,
welche als th-Graphen bezeichnet wird. th-Graphen sind &hnlich aufgebaut wie Lager-Graphen
und bilden eine Verallgemeinerung der letzteren. Sie unterscheiden sich im wesentlichen
dadurch, dass auf die Job-Struktur verzichtet wird. Untenstehend wird eine genaue Definition der
th-Graphen gegeben. Die Beweisfiihrung fiir die Komplexitat des Zuléssigkeitsproblems basiert
darauf, dass das SAT-Problem polynomial zuriickgefiihrt wird auf das Zulédssigkeitsproblem in

th-Graphen.

Das SAT-Problem bildet ein Standardproblem in der Komplexitdtstheorie, fiir welches bewiesen
ist, dass es NP-vollstdndig ist (siehe beispielsweise [Garey, M. R., Johnson D. S. (1979)], [Davis, M.
D., Weyuker, E. J. (1983)] oder [Papadimitriou, Ch. H. (1994)]). Es entspricht dem Entscheidungs-
problem, ob ein aussagenlogischer Ausdruck in konjunktiver Normalform eine Wertebelegung
besitzt, so dass der Ausdruck wahr ist. Das SAT-Problem lésst sich folgendermassen formulieren:
Gegeben ist eine Menge X von aussagenlogischen Variablen, welche die Werte trueund false
annehmen konnen. Eine einzelne Variable X1 X oder deren Negation X werden als Literale

bezeichnet. Die Menge der Literale ist gegeben durch X(= {X, X: x1 X} xwird als das positive

und X als das negative Literal zur Variablen X bezeichnet. Eine Klausel Cin Xist eine Disjunk-
tion von Literalen aus X( und wird dargestellt als Teilmenge C I X( Eine Instanz des SAT-Pro-

blems kann dargestellt werden als ein Paar (X, Q), wobei Xdie Grundemenge der logischen
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Variablen und QI Pot(X()eine Menge von Klauseln in Xist. Das SAT-Problem entspricht dem
Entscheidungsproblem, ob fiir eine Instanz (X, Q) eine Wertebelegung fiir die Variablen Xexi-
stiert, so dass jede Klausel den Wert true ergibt. Eine Klausel Cergibt den Wert true wenn ein

positives Literal x in C existiert mit X = trueoder ein negatives Literal mit X = false

Definition 5.55. Ein th-Graphist ein spezieller digunktiver Graph G = &V, A, E, &, cf mit fol-
genden Eigenschaften:

(i) Die Knotenmenge ist gegeben durch V= {t,,h. :il I} E {s,t}. Se besteht aus einer Menge
von paarweise zusammengehdrenden Knoten t; und h;, , wobei | eine beliebige Grundmenge (von
Operationen) darstellt. t; wird als t-Knoten und h; als h-Knoten von i T 1 bezeichnet werden. t,
und h; bildendaszu i I 1 gehdrende th-Knotenpaar. s ist ein kiinstlicher Start- und t ein kiinst-
licher Endknoten.

(ii) Die Menge der konjunktiven Bogen ist gegeben durch A=A, E A, EA_ E A, wobei diese
Bogenteilmengen paarweise digunkt sind. Die Bogen in A; verbinden flr jedes th-Knotenpaar
den t-Knoten mit dem h-Knoten, dh. A ={(t,h):il 1}. Die Menge
AT {(h, ) i,jT 1,itj}, A,CE= A, stellt eine beliebige Menge von zusétzichen Bogen
dar, wobei die Bogen jeweils einen h-Knoten mit einem t-Knoten verbinden. Die Mengen
Ag={(s, t;) il I} baw. A, = {(h;,t):iT I} bilden die zum Sartknoten s bzw. Endknoten t
gehdrenden Sart- bzw. Endbogen.

(iii) Die beiden Bogen einer disjunktiven Menge verbinden die h-Knoten mit den t-Knoten von zwel
th-Knotenpaaren, d.h. £ 1 {{(h;, 1)), (hy, )} LiT Litj}.

(iv) Die Menge der disjunktiven Bogen ist gegeben durch E = £°.

(v) Die Bogengewichte ¢ 3 0 sind nicht negativ und fur alle k-Zyklen Z in G(E) mit k3 3 wird ein
positives Gewicht ¢(Z) > 0 vorausgesetzt.

Satz 5.56. Das Zulassigkeitsproblem fiir th -Graphen ist NP-hart.

Beweis:

Zur Beweisfithrung wird das SAT-Problem polynomial zuriickgefiihrt auf das Zuléssigkeitspro-
blem (ohne Priselektion) in th-Graphen. Beachte noch: Da das Zulissigkeitsproblem ein Spezial-
fall des Zulassigkeitsproblems mit Préselektion ist, folgt aus der Behauptung auch, dass das

Zulassigkeitsproblem mit Praselektion fiir th-Graphen NP-hart ist.

(1) Das SAT-Problem wird hier in folgender Form geschrieben: X bezeichnet die Grundmenge der
logischen Variablen. Zu jeder Variablen X1 X werden zwei komplementire 0-1-Variablen x%und
x1 definiert, wobei X° das negative und x! das positive Literal von x| Xdarstellt. x0 = bedeu-

tet, dass x = falseist und x1 = 1ldass x= trueDie Menge der Literale ist gegeben durch
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X¢={x9 x1:xT X} . Eine Klausel in X ist eine Teilmenge CI X¢ Eine Instanz des SAT-Pro-
blems entspricht einem Paar (X, Q), wobei QI Pot(X(pine Menge von Klauseln in  Xarstellt.
Das SAT-Problem entspricht dem Entscheidungsproblem, ob fir eine Instanz (X, Q) das folgende

ganzzahlig-lineare System P(X, Q) eine zulissige Losung besitzt:

§ x¥21, cClQ (5.12)
xs1 C
x0=1-x1, xT X (5.13)
x0,x1T {0,1}, xI X (5.14)

In dieser Darstellung des SAT-Problems wird aufgrund der Mengendarstellung fir Klauseln
angenommen, dass ein Literal nicht mehrmals in einer Klausel auftritt. Dies ist keine Einschran-
kung der Allgemeinheit, da bei mehrmaligem Vorhandensein eines Literals in einer Klausel alle
betreffenden Literale bis auf eines weggelassen werden konnen. Als weitere Annahme soll gelten,
dass in einer Klausel nicht gleichzeitig ein positives und ein negatives Literal x0 und x!von
x1 X vorkommt. Auch dies ist keine Einschrankung der Allgemeinheit, da eine solche Klausel
einer Tautologie entspricht und weggelassen werden kann. Somit enthélt eine Klausel héchstens
ein Literal zu einer Variablen x| X Dies bedeutet, dass nur SAT-Instanzen betrachtet, welche

sich in der sogenannt kanonischen konjunktiven Normalform befinden.

Weiter wird angenommen, dass eine Klausel mindestens zwei Literale umfasst, d.h. |C| 3 2fiir
alle C1 Q. Dies bedeutet ebenfalls keine Einschrinkung der Allgemeinheit, denn es ist einfach
zu zeigen, dass eine Klausel C = { x°} mit einem einzelnen Literal eliminiert werden kann, indem
alle Klauseln DT Qmit x$T Daus Qentfernt werden und alle Klauseln DT Guit x-S D
ersetzt werden durch D¢= D —{ x1~}

Bezeichne schliesslich Q(x) = {CT Q:x®T Coder x11 Glie Menge aller Klauseln in  , @el-
che (genau) ein Literal von X1 X enthalten. Es wird angenommen, dass in jeder Instanz die
Grundmenge X der Variablen minimal ist, d.h. zu jeder Variablen X1 Xexistiert mindestens

eine Klausel mit einem Literal von X, d.h. Q(x) ! Afiiralle xI X

(2) Im folgenden wird gezeigt, wie jeder Instanz (X, Q) des SAT-Problems ein thGraph Gzuge-
ordnet werden kann, so dass P(X, Q) genau dann eine Losung hat, wenn Geine zulissige Selek-

tion besitzt. Die Konstruktion von G ist polynomial.

(3) Die Konstruktion des th-Graphen G geschieht wie folgt: Die Menge V der Knoten ist gege-

ben durch
V= {tC(XO)! hC(XO)i tC(Xl)! hC(Xl) : CT Qi XST C} E {S, t}
d.h. zu jeder Klausel Ci Qund jedem Literal xS1 Cdieser Klausel werden zwei tfKnoten-

paare definiert, wobei das eine x9 und das andere x1 zugeordnet wird. Zusétzlich wird ein Start-

knoten S und ein Endknoten t eingefiihrt.
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Die beiden th-Knotenpaare werden je mit einem konjunktiven Bogen vom t-Knoten zum h-Kno-

ten verbunden:
A1 = {(tc(0), he(x9), (tc (b, he(x) 1 €T Qx¢T ¢}

Die beiden th-Knotenpaare werden weiter mit zwei disjunktiven Bogen verbunden, wobei jeweils
der h-Knoten des einen Paares mit dem t-Knoten des andern Paares verbunden wird. Diese bei-
den Bogen bilden jeweils eine disjunktive Menge. Die so definierten disjunktiven Bogen und dis-

junktiven Mengen sind die einzigen in G:
E = { (e, te(M), (O, () : €T Qux¢T €}
€ = {{(hc(x®), tcO)), (he (D), tc(x)} : CT Q x¢T ¢}

Die beiden disjunktiven Bogen einer disjunktiven Menge werden nach folgender Konvention den

entsprechenden Variablen zugeordnet und es werden die folgenden Bezeichnungen verwendet:
ec(x%) = (ha(x9), to(x1)), Cl Q,x1 C
ec(xh) = (he(Xh), te(x9)) Cl Q,x1 C

Die untenstehende Abbildung zeigt die Knoten sowie die konjunktiven und disjunktiven Bogen,

welche jedem einzelnen Literal xS1 Ceiner Klausel C1 Qzugeordnet werden:

ec(x1-s)

hc(x1-s) > tc(xs)

ec(xs)

Abbildung 5.18. Knoten und Bogen zu einem Literal x*

Neben den bisher erwdhnten Bogen umfasst der Graph G weitere konjunktive Bogen. Fir alle
x1 X und alle Klauseln C,DT Q(x) C? Dwerden die folgenden vier konjunktiven Bogen

definiert:

A, = { (tc(xD), hp (X)), (tp (X0, ha(x9), (t(X0), hp (X)),
(to(x1), he(x1)) : C, DT Q(x),C* D, xT X}

Fiir jede Klausel CT Q, C={ Xis(l) :i=1,%,n} n3 ferden weiter die folgenden  konjunkti-

ven Bogen eingefiihrt:

Ay = {(t), b 70 Py el @ e=(xX1 =1, %, n}}

1-s(n+1) - Xl—s(l}

n+1 1 st.

wobei X
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Schliesslich werden noch die Startbogen A = { (s, tC(XO)), (s, tc(xl)) :CT Q,x$T C} und die
Endbogen A, = {(hc(X?), t), (ho(x1),t):CT Q,xST C} definiert.

Die Gesamtmenge der konjunktiven Bogen ist gegeben durch A= A; E A, E AgE A  E ADer
disjunktive Graph G, welcher einer SAT-Probleminstanz (X, Q)zugeordnet wird, ist definiert als

G=¢&/,AEZ¢cr

wobei € > 0 einen beliebigen positiven Gewichtsvektor darstellt.

Die untenstehende Abbildung zeigt als Beispiel den disjunktiven Graphen G fiir eine Problemin-
stanz (X, Q) mit Variablen X ={X, Y,z wjund Klauseln Q = {{x%, y1, 20}, { x1, y0, wibje
disjunktiven Bogen sind mit den zugeordneten Variablen angeschrieben. Die Start- und Endkno-

ten sowie die entsprechenden Bogen sind zur Vereinfachung nicht eingezeichnet.

{x,yt, 20} I

Abbildung 5.19. Disjunktiver th-Graph fur Beispiel mit 2 Klauseln

(4) G ist offensichtlich ein th-Graph und die Konstruktion von Gist polynomial.

(5) Als erstes wird gezeigt: Wenn in G eine zulissige Selektion existiert, dann existiert in

P(X, Q) eine zuldssige Losung. Sei S eine zuldssige Selektion in G.

(i) Fiir alle xT X gilt: Fiir jede Klausel CT Q(x)ist genau einer der beiden Bogen ex(x%ind
eC(Xl) in der Selektion S. Beweis: Die beiden Bogen bilden eine disjunktive Menge in G. Da S
vollstéandig ist, muss mindestens einer der beiden Bogen in S sein. Wenn beide Bogen in S waren,

dann hitte G(S) den 4Zyklus  Z={ec(x?),a; ec(x}),a}, wobei aja,l A
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a; = (tc(xl), hC(Xl)) und a, = (tC(XO), hc(xo))Ein Widerspruch zur Annahme, dass Positiv
azyklisch ist.

(ii) Fir alle xT X gilt: Entweder ist e~(x0)T Sir alle CT Q(xder e (x!) 1 alle
C1 Q(X). Beweis: Gemiss (i) ist fiir jedes CI Q(x)genau einer der beiden Bogen eC(XO)Jnd
eC(xl) in S. Nehme an, dass C,D1T Q(X)existieren mit eC(XO)T 8nd eD(xl) 1. Gemiss (i)
ist C1 D. Dann existiert ein 4-Zyklus Z = {eC(XO), ay, eD(xl), a,} in G(S), wobei a,, aZT A,
a; = (tC(Xl), hD(Xl)) und a, = (tD(XO), hC(XO))Ein Widerspruch zur Annahme, dass Positiv

azyklisch ist.

(iii) Fir alle Klauseln Ci Q C={xXV:i=1,%,n} n?2it: Fir mindestens ein
i1 {1,%,n} ist eC(XiS(I)) T SBeweis: Gemiss (i) ist fir alle i1 {1, ¥, ngenau einer der bei-
den Bogen eC(XiS(I)) und eC(Xil_S(I))n SNehme an, dass fiir alle i1 {1, %, aer Bogen
eC(Xil ~s( )) in S ist. Dann existiert der -Zfklus

2= (ect; ) ay, ec06 ), ay ¥4, 600 V), a,) in G(S) wobei a1 Az und
a = (tC(xis(')), hC(xiljls(' “U)) firalle i1 {1,%, npund x57 5" = x5 Bin Wider-

spruch zur Annahme, dass S positiv azyklisch ist.
Definiere nun fiir alle X I X die folgenden Werte fiir die Literale xOund x1

x0=1,x1=0, falses(x9)1 SfiraleCl Q(x)
x0=0,x1=1, falses(x})T SfiraleCl Q(x)

Aufgrund von (ii) und der Annahme Q(x)* & X1 Xfolgt, dass fiir jedes X| >genau einer die-
ser beiden Fille zutrifft. Somit sind alle Literale wohldefiniert. Offensichtlich bilden diese Werte
eine zuldssige Losung des Systems P(X, Q) Die Restriktionen (5.13) und (5.14) sind trivialer-
weise erfiillt. Die Restriktionen (5.12) sind erfiillt, da aufgrund von (iii) folgt, dass fiir alle Klau-
seln CT Q C= {Xis(i) :1=1,%,n} n3 #indestens eines der Literale X1-S(i) i1 {1, %,n}
den Wert 1 hat.

(6) Als zweites wird gezeigt: Wenn in P(X, Q) eine zulissige Losung existiert, dann existiert in
G eine zulissige Selektion. Sei {x9, x1:x1 X}eine zulissige Losung von  P(X, Q)Sei
S={ec(x¥):Cl Qx¥1 CmitxS=1} die durch diese Losung definierte Selektion in G.

Zeige zunichst, dass S vollstindig ist. Gemiss (5.13) ist entweder x0 = loder x! = Ifiir alle
x1 X. Somit ist fiir jede Klausel CT Qund jedes Literal x$T Cmindestens einer der beiden dis-

junktiven Bogen eC(XO) und eC(Xl)in S

Zeige nun, dass S positiv azyklisch ist. Beachte zunéchst, dass ein Zyklus in G(S) keinen Bogen
al A E A, enthalten kann, da in s keine Bogen enden und in t keine Bogen starten.
Bezeichne A(= A; E A, E AjBeachte weiter, dass jeder Zyklus in G(Shindestens einen kon-

junktiven Bogen al ACund mindestens einen disjunktiven Bogen el Eenthilt. Dies folgt

direkt aus der Tatsache, dass alle konjunktiven Bogen al A(in einem t-Knoten starten und in
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einem h-Knoten enden und alle disjunktiven Bogen el Ein einem hKnoten starten und in

einem t-Knoten enden.

(i) Nehme an, dass G(S) einen Zyklus Zhat, welcher einen konjunktiven Bogen al Ajenthélt.
Sei @ = (to(x), ho(x¥))wobei CI Q(nd  xI. Ker einzige Bogen in  ACE der im Start-
knoten t-(x®) von aendet, ist ec(xl‘ $)und der einzige Bogen in A(E JHer im Endknoten
ho(x®) von a startet, ist €-(x®) Folglich miissen diese beiden disjunktiven Bogen in Zund
somit auch in S sein. Also muss XS = 1und X1~ = Isein. Ein Widerspruch zur Annahme, dass

{x0,x1:xT X} eine zulissige Losung von P(Q, X)ist.

(ii) Nehme an, dass G(S) einen Zyklus Zhat, welcher einen konjunktiven Bogen al Agnthélt.
Sei @ = (to(x), hp(x%))wobei C, D I Q(x) Ctind xI Der einzige Bogen in ACH&

im Startknoten t~(x%) von aendet, ist ec(xl ~S)und der einzige Bogen in A(E Her im End-
knoten hy(x®) von astartet, ist ey (x®) Folglich miissen diese beiden disjunktiven Bogen in Z
und somit auch in S sein. Also muss xS = 1und x1~< = Jein. Ein Widerspruch zur Annahme,

dass {x0, x1: xT XJeine zulissige Losung von P(Q, Xist.

(iif) Aus (i) und (ii) folgt, dass ein Zyklus in G(S) nur Bogen aus Aq E Eenthalten kann. Nehme
an, dass G(S) einen Zyklus Zhat, welcher einen konjunktiven Bogen al Agnthélt. Sei CI Q

mit C={":i=1,%,n n2Sei  a= (o), ho(x s Hyy ein i1 {1, %, n)
wobei Xﬁ;i(n R 2 1Sk 1 £ KE st Der einzige Bogen in A E Her im Endknoten
hC(Xil . ls(i ¥ l)) von a startet, ist der disjunktive Bogen
eC(Xil;ls(i " 1)) = (hc(XilJ:lS(i ¥ l)), tC(XiS(Jri I 1))) . Somit muss auch dieser disjunktive Bogen in Z
sein. Weiter ist der einzige Bogen, welcher im Endknoten tc(XiS(Jri I 1))dieses disjunktiven Bogens
startet und gleichzeitig in Ag EE ist, gegeben durch ad, Ag
at= (tC(Xis(+i I l)), hC(Xi1+_28(i ¥ 2))) . Dieser konjunktive Bogen muss ebenfalls in Z sein. Daraus

1—s(i))

lasst sich einfach durch Induktion ableiten, dass alle disjunktiven Bogen eC(Xi
i =1,%,n,in Z und somit auch in S sein miissen. Folglich ist Xil =) _ Iund Xis(l) = Our alle
i1 {1,%,n} . Ein Widerspruch zur Annahme, dass {X9 x1:x1 X}eine zulissige Losung von

P(Q, X) ist.

Zusammenfassend wurde gezeigt, dass ein Zyklus in G(S) keinen konjunktiven Bogen
al A E A E A; enthilt. Da ein Zyklus aber mindestens einen konjunktiven Bogen enthalten

muss, existiert folglich kein Zyklus in G(S). Also ist Sein zuldssige Selektion.

Korollar 5.57. Das Zulassigkeitsproblem fir verallgemeinerte disjunktive Graphen ist NP-hart.

Beweis:
th-Graphen sind spezielle disjunktive Graphen. Daraus folgt aufgrund von Satz 5.56. die Behaup-

tung. ~
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Konjunktive Erweiterung

Aufgrund von Satz 5.53. und der Tatsache, dass das Zuldssigkeitsproblem NP-hart ist, folgt
unmittelbar, dass die Bestimmung der global verbotenen bzw. erzwungenen Bogen in verallge-

meinerten disjunktiven Graphen ebenfalls NP-hart ist.

Korollar 5.58. S8 G = &V, A E, &, cf eindigunktiver Graph und Si E. Die Bestimmung von
C(S) und j5(S) ist NP-hart.

Beweis:

Es wird gezeigt, dass die beiden Entscheidungsprobleme, ob €1 € c(S)und el [ (S)st, NP-
hart sind. Dazu wird gezeigt, dass sich das Zulédssigkeitsproblem in disjunktiven Graphen polyno-
mial auf diese Entscheidungsprobleme zurtickfiithren ldsst. Geméss Korollar 5.57. ist das Zulés-
sigkeitsproblem fir disjunktive Graphen NP-hart. Zeige erstens, dass sich das
Zulissigkeitsproblem fiir G[S] polynomial zuriickfiihren lésst auf das Entscheidungsproblem,
ob el C© c(S) Gemiss Satz 5.53. hat G[S|genau dann eine zulissige Selektion, wenn kein
DI & existiertmit DI T c(8) C(S)asst sich bestimmen, indem fiir alle el [epriift wird,
obel ¢ c(S) Zeige zweitens, dass sich das Zulissigkeitsproblem fiir G[SJpolynomial zurtick-
fithren lisst auf das Entscheidungsproblem, ob €1 ["g(S) Gemiss Satz 5.53. hat G[S|genau
dann eine zuldssige Selektion, wenn ~(S) positiv azyklisch ist in G [~ 5(S)lésst sich bestim-

men, indem fiir alle el E gepriift wird, ob €l c(S

5.5.3. Klassische disjunktive Graphen

Bedingungen fur Zulassigkeit

Im nachfolgenden Satz wird gezeigt, dass fiir klassische disjunktive Graphen G mit positiven
Gewichten die Bedingung, dass G positiv azyklisch ist, notwendig und hinreichend ist fiir die

Existenz einer zulédssigen Selektion.

Satz 5.59. Sai G = &V, A E, &, cf einklassischer disunktiver Graph mit c>0 und Qi E eine
Praselektionin G. G[Q] hat genau dann eine zulassige Selektion, wenn Q positiv azyklischistin G.

Beweis:
Die Bedingung, dass Q positiv azyklisch ist in G, ist 4quivalent zur Bedingung, dass G[ Q] posi-
tiv azyklisch ist. Bezeichne H = G[Q] Zu zeigen ist: Hhat genau dann eine zulissige Selektion,

wenn H positiv azyklisch ist. Beachte zunachst: Wenn H eine zulédssige Selektion hat, muss H
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positiv azyklisch sein. Somit muss nur gezeigt werden: Wenn H positiv azyklisch ist, dann hat H

eine zulissige Selektion.

Der Beweis geschieht durch Induktion tiber die Anzahl disjunktiver Mengen von H. (1) Indukti-
onsaussage P(n): Fiir alle H mit |5H| = ngilt: Wenn Hpositiv azyklisch ist, dann hat heine
zuldssige Selektion. (2) Verankerung: Zeige, dass P(0) gilt. Sei H mit |5 H| = QODannist S= A&
eine zuldssige Selektion in H, denn S ist vollsténdig, da ‘SH‘ = Qist, und H(S) = H(Apt
gemiéss Voraussetzung positiv azyklisch. (3) Induktionsschritt: Zeige, dass fir alle n3 0 gilt
P(n) b P(n+1).Sei n3 0und gelte P(n) Zeige, dass P(n + 1)ilt.

Sei H mit ‘E H| =n+1Sei Hpositiv azyklisch. Zeige: Hat eine zulassige Selektion. Da n3 0
und somit [£] = n+13 lexistiert ein DT £Sei D = {e,, e,Betrachte die beiden disjunkti-
ven Subgraphen H;=H[e]=¢&V,A, E;, &y, clund H, = H[e,] = &V, A, E,, &, %

iT {1, 2} . Gemiss Definition ist & = Ey—E&y(g)Da  Hein klassischer disjunktiver Graph ist,
gilt £,(¢;) = {D} und folglich |5i‘ = ‘SH‘ —1=1Somit ist  Hijn klassischer disjunktiver

Graph mit n disjunktiven Mengen, und die Induktionsannahme P(n) trifft zu fiir H;

Betrachte nun den Fall, wenn H, positiv azyklisch ist. Dann hat H, aufgrund von 7P(n)eine
zulissige Selektion S. Sei St= SE g Da Suldssigistin H;ist Seine zulissige Selektion in
H.

Zeige schliesslich, dass mindestens einer der beiden Graphen H; und H, positiv azyklisch ist.
Nehme an, dass H; und H,beide positiv zyklisch sind. Fiir beide | T {1, 2}gilt: Sei Zgin posi-
tiver Zyklus in H;. Da A, = A E gund Hpositiv azyklisch ist, muss € I Zein. Somit hat  Z;
die Form Z; = (€;, W;) wobei Wein Weg von head(gpach tail(g) ist in H(4). Da Hein klas-
sischer disjunktiver Graph ist, gilt tail(e;) = head(e,und head(e,) = tail (eJolglich bildet
Z(=(W,;,W,) einen geschlossenen Bogenzug von head(e,) iiber tail(e;) = head(ezach
tail (e,) = head(e;) in H(A&). Da c>Qist c(Z()>0Somit ist H(A)ositiv zyklisch. Ein

Widerspruch zur Annahme, dass H positiv azyklisch ist.

Komplexitat

Aus dem vorangehenden Satz folgt unmittelbar, dass das Zulassigkeitsproblem fiir klassische dis-
junktive Graphen mit positiven Bogengewichten polynomial 18sbar ist. Falls jedoch negative
Bogengewichte zugelassen werden, ist das Zuldssigkeitsproblem NP-hart, wie in Satz 5.61.

gezeigt wird.

Korollar 5.60. Das Zulassigkeitsproblem (ohne und mit Prasel ektion) flr klassische disjunktive
Graphen mit positiven Bogengewichten ist polynomial |6sbar.
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Beweis:
Sei G ein klassischer disjunktiver Graph und Q eine Praselektion in G Gemaéss Satz 5.59. hat
G[Q] genau dann eine zuléssige Selektion, wenn G[ Q] positiv azyklisch ist. Das Entscheidungs-

problem, ob eine Graph positiv azyklisch ist, kann mit polynomialem Aufwand gelost werden. ~

Satz 5.61. Das Zulassigkeitsproblem fiir klassische disjunktive Graphen mit beliebigen (auch nega-
tiven) Bogengewichten ist NP-hart.

Beweis:

Betrachte die Entscheidungsversion des Job-Shop-Problems: Gegeben ist ein Job-Shop-Problem
P=(M,I,J nd) und eine Zahl b > 0. Zu beantworten ist die Frage, ob der Optimalwert w(P)
kleiner gleich b ist. Dieses Entscheidungsproblem ist bekanntlich NP-hart (siehe beispielsweise
[Garey, M. R., Johnson D. S. (1979)]). Zeige, dass sich das Job-Shop-Entscheidungsproblem poly-
nomial zurickfithren lasst auf das Zulassigkeitsproblem in einem klassischen disjunktiven Gra-
phen. Betrachte den durch P definierten Job-Shop-Graphen GP = &/, A E, €&, cilis gilt
w(P) £b genau dann, wenn eine zuléssige Selektion S existiert in GP, so dass | (GP(S))£b
ist. Hierbei bezeichnet | die Linge eines langsten St-Weges im entsprechenden Graphen. Fiige
in GP einen konjunktiven Bogen von t nach S ein mit dem (negativen) Gewicht C;s = —hund
bezeichne den resultierenden disjunktiven Graphen als G(= &V, AGE, &, ¢(f wobei
A= AE (t,s). Zeige nun: G besitzt genau dann eine zulissige Selektion, wenn GFP eine zulis-
sige Selektion besitzt mit | (GP (S)) £ b Beachte zunéchst, dass | (GP(S)) = | (G Sjir alle
Selektionen Si E. Dies trifft zu, da alle Bogengewichte in GP nicht-negativ sind und durch das
Hinzufligen eines Bogen negativen Gewichts die Linge eines lingsten Weges in GP nicht verin-

dert wird.

Zeige einerseits: Falls G( eine zulassige Selektion hat, dann hat GP eine zuléssige Selektion mit
| (GP(S)) £b. Sei S eine zulassige Selektion in Gt. Dann ist G((S)positiv azyklisch. Folglich ist
I (G(S)) £b, denn andernfalls wiirde ein lingster St-Weg zusammen mit dem Bogen (t,S)
einen positiven Zyklus bilden. Da S zuldssig ist in G¢ ist Sauch zulissig in GF Aus
| (GP(S)) = | (GS)) folgt somit die Behauptung.

Zeige andererseits: Falls GP eine zulissige Selektion hat mit | (GP (S)) £ bdann hat Geéine
zulissige Selektion. Sei S eine zulissige Selektion in GP mit | (GP(S)) £ bNehme an, dass
G(S) einen positiven Zyklus Z hat. Da Zin GP nicht vorhanden ist, muss (t,s)1 Zein. Da
das Gewicht von Z positiv ist, existiert ein Weg von S nach t in GP mit einem Gewicht grosser
als b. Ein Widerspruch. Somit ist S positiv azyklisch in G( Da Svollstédndig ist in GF ist S
auch vollstdndig in G(. Folglich ist Szulédssigin G(

Zusammenfassend ist somit gezeigt, dass W(P) £ bgenau dann, wenn Gleine zuldssige Selek-

tion besitzt.
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Konjunktive Erweiterung

Fir klassische disjunktive Graphen mit positiven Bogengewichten weisen die Mengen der global
verbotenen bzw. erzwungenen Bogen eine spezielle Struktur auf. Im nachfolgenden Satz wird
gezeigt, dass die global verbotenen bzw. erzwungenen Bogen identisch sind mit den direkt verbo-
tenen bzw. erzwungenen Bogen. Weiter wird gezeigt, dass das konjunktive Erzeugnis einer Selek-

tion S genau dann positiv azyklisch ist, wenn S positiv azyklisch ist.

Satz 5.62. Sai G = &V, A E, &, cf einklassischer disunktiver Graph mit c>0.Sei Si E. Esgilt:
(i) cg(S) =cg(9)=cg(S)
(i)  g(9=ig(d=7¢(d

Beweis:

Beweis von (i): Da cg(S) i c E;(S) und Cé(S) i c c(S)gentigt es, zu zeigen, dass
C’G(S)i C(S). Sei el Cs(S) Zeige, dass el Cs(S)Nehme an, dass el C(Spann gilt
geméss Definition, dass G(SE €) positiv azyklisch ist. Gemiss Satz 5.59. besitzt G[SE €Jolg-
lich eine zuldssige Selektion R. Sei R(= SE eE RDa Reulissig ist in  G[SE gkilt gemaiss
Lemma 5.11., dass R( eine zulissige Selektion in Gist. Da SI Rwund el C c(S)gilt gemiss
Lemma 5.36., dass el RC Ein Widerspruch.

Beweis von (ii): Da ] () [ g(S) und | 23(8) i [g(S)gentigt es, zu zeigen, dass
(91 ] g(S).Seiel 5(S) Zeige, dass €l j g(S)Nehme an, dass €l | 5(Spemiss Defi-
nition ist j 5(S) = SE F5(cg(S))Da el j o(Skilt el Fg(cg($omit existiert kein
DI &£ mit el D, so dass e(l C(S)ir alle el D-é@a @n klassischer disjunktiver
Graph ist, existiert genau eine disjunktive Menge D, welche € enthilt. Sei D = { e, e(} Es gilt
also el c5(S) Da cg(S) = Cg(S)ist el Ty(Syemiss Lemma 5.36. existiert somit eine
zulissige Selektion S(in Gmit Si Stund e(] SDa Gin klassischer disjunktiver Graph mit
€c >0 ist, bilden € und €(einen positiven 2-Zyklus. Folglich kann €nicht in S(sein. Da aber
SI Stund el ["5(S) gilt geméss Lemma 5.36., dass el S(Ein Widerspruch.

Satz 5.63. Sai G = &V, A E, &, cf einklassischer digunktiver Graphmit c>0. Sei Si E. j 23(8)
ist genau dann positiv azyklischin G, wenn S positiv azyklischistin G.

Beweis:

Zeige einerseits: Falls | E(S) positiv azyklisch ist in G dann ist Spositiv azyklisch in G Dies
trifft zu, da Si j a(S) Zeige andererseits: Falls Spositiv azyklisch ist in Gdann ist | ;3(5)
positiv azyklisch in G. Sei G positiv azyklisch. Nehme an, dass | g(S)positiv zyklisch ist.

Geméiss Lemma 5.39. ist | g(S) | Stfiir alle zuldssigen Selektionen Stn Gmit Si SEolglich
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existiert keine zuldssige Selektion Stin G mit Si StDa G[SJpositiv azyklisch ist, existiert
gemiss Satz 5.59. eine zuldssige Selektion R(in G[S]. Gemsss Lemma 5.11. ist R(= SE Rine
zulissige Selektion in G mit Si R( Ein Widerspruch.

5.5.4. Job-Shop-Graphen

Job-Shop-Graphen sind spezielle klassische disjunktive Graphen mit positiven Bogengewichten.

Somit gelten alle im vorangehenden Abschnitt gezeigten Resultate auch fiir Job-Shop-Graphen.

5.5.5. Lager-Graphen

Bedingungen fur Zulassigkeit

Im folgenden Satz wird eine notwendige, aber im allgemeinen nicht hinreichende Bedingung
gezeigt, damit ein Lager-Graph eine zuldssige Selektion hat. Der Beweis liefert ein Verfahren, mit
welchem eine zuldssige Selektion konstruiert werden kann, falls die angegebene Bedingung

erfillt ist.

Satz 5.64. Sei P = (M, 1, 7, md,dt dh df) einLager-Problenund G = GP = &/, A E, &, ci
der zugehorige Lager-Graph. Sei QI E eine Praselektion in G. Die folgende Bedingung ist hinrei-
chend, aber nicht notwendig dafir, dass G[ Q] eine zulassige Selektion besitzt:

Es existiert eine Numerierung der Jobsvon P , d.h. eine Funktion n: 7® {1, 2, Y4, |71} mit
n(J)t n(Jq) far alle J, I(I 7 mit I J¢, so dass firr alle Bogen (v, w) T Q gilt, dass
n(J,) <n(J

w) -

Beweis:

Zur Erinnerung sei bemerkt, dass geméss Definition 5.16. J,, denjenigen Job bezeichnet, welcher
die zum Knoten v gehorende Operation enthalt. Sei nun n eine Numerierung der Jobs von P, so
dass n(J,) <n(J, )fir alle (v, w) T Bezeichne dlen Job, welcher die Operation i I enthalt.
Bezeichne S = {(h;, J) il In(l)’ n(J;) < n(.J )} C EGEfﬁf i.1Sdi S= E stt €ine voll-
stindige Selektion in G[Q]. Zeige, dass Spositiv azyklisch ist in G[Q] Nehme an, dass
G[Q](S) = G(QE S) einen positiven Zyklus Z = {Vvqy Vo, ¥4, v jmit k3 Bat. Da  v; = vuss
n(J"l) = n(JVk) sein. Da aber fiir alle Bogen (v,w)| QE Sgilt n(J,) <n(J,Jst
n(JVr) < n(JVr+1) fir alle r = 1, ¥4, k— 1 Folglich gilt n(Jvl) < n(JVkEin Widerspruch. Somit
bildet S eine zuldssige Selektion in G[ Q].

Zeige noch, dass die Bedingung nicht notwendig ist. Betrachte als Gegenbeispiel den folgenden

Lager-Graphen mit Praselektion Q = { a, b}:
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1.21

B @~

Abbildung 5.20. Bedingung ist nicht notwendig fur Existenz einer zuléssigen Selektion

Da a von Job 1 nach Job 2 fithrt und b von Job 2 nach Job 1, existiert keine Jobnumerierung n

mit den oben genannten Eigenschaften. Aber offensichtlich ist S= { €} eine zuldssige Selektion

in G[Q]. ~

Im vorangehenden Beweis wurde gezeigt, wie in einem Lager-Graphen G[Q] mit Préiselektion Q
eine zuldssige Selektion S= Eii |Si konstruiert werden kann, falls fiir die Jobs von Geine
Numerierung mit den erwahnten Eigenschaften existiert. Gemass Konstruktion stellt S einen
Ablaufplan dar, bei welchem die Jobs von G der Reihe nach in der durch n vorgegebenen Reihen-
folge abgearbeitet werden. Dies bedeutet, dass die Reihenfolge der Operationen auf jedem Prozes-
sor der durch n vorgegebenen Jobreihenfolge entspricht, d.h. fiir alle Prozessoren m| Mund
alle Operationen i,j 1 [, mit i I Jund |1 Jgilt, dass Wor  jusgefithrt wird, falls
n(J) <n(JJ.

Fiur Lager-Graphen G = G[ Z&]ohne Priselektion, d.h. fiir den Spezialfall Q = Aexistiert trivia-

lerweise immer eine Numerierung mit den genannten Eigenschaften. Daraus ergeben sich in die-
sem Fall die folgenden einfachen Erkenntnisse: (1) Es existiert immer eine zulissige Selektion in
G. (2) Eine zulassige Selektion kann konstruiert werden, indem die Jobs von G in beliebiger Rei-

henfolge durchnumeriert und entsprechend abgearbeitet werden.

Eine wichtige Bedeutung hat Satz 5.64. bei der Konstruktion einer zulédssigen Startlosung fir

das Lager-Problem. In Abschnitt 4.4. wurde erlautert, wie die rdumlichen Nebenbedingungen in
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den Korridoren zu einer Préselektion Q von disjunktiven Bogen fithren. In Abschnitt 6.6. wird
gezeigt, dass fiir ein Lagerproblem, bei welchem keine Umlagerungen vorgenommen werden,
genau dann eine Jobnumerierung mit den erwahnten Eigenschaften existiert, wenn Q positiv

azyklisch ist in G. Dies trifft jedoch nicht zu, falls Umlagerungen ausgefiihrt werden.

Ein Lagerproblem ohne Umlagerungen hat also genau dann eine zulissige Losung, wenn Q posi-
tiv azyklisch ist in G, d.h. wenn die rdumlichen Nebenbedingungen konsistent sind. Somit ist das
Problem der zulidssigen Startlosung in Lager-Graphen ohne Umlagerungen polynomial 16sbar,
obwohl fiir allgemeine Praselektionen Q das Zulédssigkeitsproblem NP-hart ist, wie im folgenden

Satz gezeigt wird.

Komplexitat

In Satz 5.56. wurde gezeigt, dass das Zuldssigkeitsproblem fiir th-Graphen NP-hart ist. In der
Beweisfiihrung wurde das SAT-Problem polynomial zuriickgefiihrt auf das Zulissigkeitsproblem
in th-Graphen. Es wurde gezeigt, wie zu jeder Instanz (X, Q)des SAT-Problems ein thGraph

G = &V, A E, &, cf konstruiert werden kann, welcher genau dann eine zulissige Selektion besitzt,

wenn das SAT-Problem eine zuldssige Losung hat.

Die th-Graphen, welche von den SAT-Instanzen abgeleitet werden, sind keine Lager-Graphen,
sondern stellen eine Verallgemeinerung derselben dar. Somit wére es prinzipiell moglich, dass
das Zulassigkeitsproblem mit Priselektion fiir Lager-Graphen polynomial 16sbar ist, obwohl das
Zuldssigkeitsproblem fiir th-Graphen NP-hart ist. Der nichste Satz zeigt, dass dies nicht der Fall

ist und das Zulassigkeitsproblem mit Praselektion fiir Lager-Graphen NP-hart ist.

Satz 5.65.
(i) Das Zulassigkeitsproblem ohne Praselektion fur Lager-Graphen ist polynomial |6sbar.

(if) Das Zulassigkeitsproblem mit Praselektion fir Lager-Graphen ist NP-hart. Dies gilt schon fur
Probleme mit hdchstens zwel Operationen auf jedem Prozessor.

Beweis:

Beweis von (i): Die Jobs kénnen in beliebiger Reihenfolge abgearbeitet werden. Siehe dazu die

Bemerkungen zum Beweis von Satz 5.64.

Beweis von (ii): Sei (X, Q) eine Instanz des SAT-Problems und G = &V, A, E, &, cder t@raph,
welcher geméiss Beweis von Satz 5.56. zu dieser Instanz konstruiert wird. Im folgenden wird
gezeigt, wie sich zum thGraphen G (mit polynomialem Aufwand) ein Lager-Graph
GP[R] = &G AGEGEG cii mit Priaselektion R konstruieren ldsst, welcher genau dann eine

zuldssige Selektion besitzt, wenn G eine zuldssige Selektion hat. Dies bedeutet, dass sich das SAT-
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Problem polynomial zurtickfithren lisst auf das Zuléassigkeitsproblem mit Priselektion in Lager-

Graphen. Daraus folgt, dass dieses Zuldssigkeitsproblem NP-hart ist.

(1) Zeige, dass der th-Graph G = &V, A E, £, cBinen Lager-Graphen darstellt, wenn die kon-
junktiven Bogen A, E Ajaus Gentfernt werden. Geméss Beweis von Satz 5.56. ist Gwie folgt

definiert. Die Knotenmenge ist gegeben durch:
V= {tC(XO)! hC(XO)i tC(Xl)! hC(Xl) : CT Qi XST C} E {S, t}
Fir die konjunktiven Bogen gilt A = A; E A, E Ay E Ag E Awobei:

A1 = {(tc(0), he(x9), (te (b, he(x) : €T QT ¢}
A, = { (tc(xh), hp (X1), (tp (x9), he(x9)), (to(x0), hy (x9)),
(to 1), he(x1)) : C, DT Q(x),C* D, xT X}

Ag = {0, hood 730 )y el @ e= (M 1i=1, %, n})

A = {(s, tc(x9), (s, tc(x})) : CT Q xT C}
A, = {(hc(x9), 1), (he(xD), t):CT Q,xT C}

Die disjunktiven Bogen und Mengen sind gegeben durch:

E = {(hc(O), tc(xD)), (heO), te(x9) : CT QT C}
£ = {{(hc(O), te(xh), (et} : €T Qx°T C)

Betrachte den Teilgraphen H = &V, A1 E As E At’ E, &, ciwelcher resultiert, wenn die konjunk-
tiven Bogen A2 und A3 ignoriert werden. Dieser Teilgraph kann als Lagergraph GP (aufgefasst
werden. Das entsprechende Lager-Problem P ¢= (M¢1¢ 7¢ g d, dt, dh, djird wie folgt defi-
niert: Zu jedem Literal Xs in einer Klausel CI Qwird eine Maschine m(xé)definiert, d.h.
Me= { m(xé) :CT Q,x1 C}. Zu jedem Literal X in einer Klausel C1 Qwerden weiter zwei
Operationen XOC und X(l: definiert, d.h. 1¢= {X?:, X(1: :CT Q,x51 Cpie Jobs von  Bdstehen
alle aus einer einzigen Operation und sind gegeben durch [J¢= {{Xg}, {Xé} :C1 Q,x81 C}
Fiir die Zuordnung der Prozessoren zu den Operationen gilt, dass die beiden Operationen XOC, Xé,
welche zu jedem Literal %" einer Klausel C gehoren, auf demselben Prozessor m(xé)ausgefﬁhrt
werden, d.h. n’ﬂ(xoc) = mtI(x(lj) = m(xéﬁﬁr alle CIT Q,xS1. Bir die Gewichte d, dt, dhjnlS

P ¢ kénnen beliebige positive Zahlen gewéhlt werden, da die Gewichtung in G bei der Beweisfiih-

rung keine Rolle spielt (ausser der Bedingung der Positivitét).

Offensichtlich entspricht der auf diese Weise konstruierte Lager-Graph GP( (abgesehen von den
Gewichten) offensichtlich dem Teilgraphen H, d.h. es gilt H = pr Nicht beriicksichtigt im Sub-
graphen H sind die konjunktiven Bogen A, E Ag Fiir alle Bogen in A, E Agilt, dass sie von

einem t-Knoten zu einem h-Knoten fiithren. In einem Lager-Graphen gibt es zwei Typen von
Bogen, welche von einem t-Knoten zu einem h-Knoten fithren: (1) th-Bogen und (2) Synchronisa-

tionsbogen. Die Bogen in A, E Az kénnen nicht als thBogen interpretiert werden, da sie die
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Knoten von zwei verschiedenen Operationen verbinden. Sie kénnen auch nicht als Synchronisati-
onsbogen aufgefasst werden, da diese immer paarweise in entgegengesetzter Richtung auftreten.
Somit lasst sich der gesamte th-Graph G nicht als Lager-Graph interpretieren. Im folgenden
wird gezeigt, wie sich der th-Graph G durch Hinzufiigen von Knoten und konjunktiven Bogen

so erweitern lasst, dass er einen Lager-Graphen darstellt.

(2) Konstruiere aus dem th-Graphen G ein Lager-Problem P = (M, 1, 7, md, dt, d" dSpie
Operationen | von P umfassen erstens die Operationen von P ( welche im folgenden als IQ =1I¢
b(_azeichnet werde. Weiter werden fiir jede Operation i ] IQ zwel zusitzliche Operationen ai und
b definiert, welche zusammen mit i einen Job bilden. Dariiber hinaus werden zu jeder Operation
i1 19 zwei zusitzliche Jobs A' = { Ag, Ay, ¥, Ayynd B = {BY, B, %, B| ;). Bl ;) Agh-

niert.

Die Anzahl Operationen von Job A bzw. B ist gegeben durch K(i) + Tozw. [(i) + lwobei k(i)
bzw. I(i) die Anzahl der aus dem Knoten t; hinausfithrenden bzw. in den Knoten h, hineinfiih-
renden Bogen in A, E Ajentspricht. Bezeichne Ai+bzw. Ai_die hinein- bzw. hinausfithrenden
Bogen in G, d.h.

+ N - — N N
A =d*(t)C(AEAy) und A =d (h)C(AEAY, il I?
Es gilt k(i) = ‘AT‘ und I(i) = |A[_‘ Seien die Bogen in A:f)zw. Aii_n beliebiger Reihenfolge
durchnumeriert, d.h.
. - . _ o . .

Da jeder Bogen el A, E Azin einem Knoten startet und in einem Knoten endet, gilt

N N + N —
AEA3=E . oA =E . oA

Weiter gilt, dass fiir jeden Bogen el A, E Aseindeutige Operationen i, j ] I%nd eindeutige
Indizes 1 £r £ k(i)bzw. 1£ s£ I(idxistieren, sodass e= e'r = fét.

Die Gesamtmenge der Operationen von P ist gegeben durch | = IQ E1? b E I A’,Bwobei:

19=16= {x3 xe:CT Q51 C}
120=1d p i1 1Y
AB _ i A [ i [ .2 .0
I —{Ao,Al, ]/4,Ak(|), Bl, Bz, ]/4,BI(I)+1II I }
. . _ Qs AB .

Die Menge der Jobs ist gegeben durch 7= J “E J °, wobei:

7= {{d,i,p}:i1 19

AB_ ;i al Al i i i s

J T ={{Ay Ay Y, Ak(i)},{Bl, B, Ya, Bl(i)+1} til IQ}
Die Operationen dieser Jobs sind der Reihe nach gemadss ihrer Ausfithrungsreihenfolge aufge-
fihrt.
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Die Menge der Prozessoren umfasst erstens die Prozessoren von P ( welche im folgenden als
MQ = M¢ bezeichnet werden. Dazu kommt fiir jede Operation ai bzw. bi, il I(? ein weiterer
Prozessor m(ai) bzw. m(bi) Schliesslich wird fiir jeden Bogen el A, E Agin weiterer Prozes-
sor m(€) elngefuhrt Die Gesamtmenge der Prozessoren ist somit gegeben als
M= MOE MPPE M2 wobe

MP = Me= {m(x3): CT Q,x81 C}

b= (m@), mb'):iT 19
AE A, R R
M ={m(e):el A,E Aj}

Die Zuordnung der Prozessoren zu den Operationen ist wie folgt:

mx) = mxg) = m(x%),  CI Q<1 C
ma') = rT(Aio) =m(@) und mb')= rT(B:(i)+1) =mb), i 1°
mA) =mBY) =m(e), el AJEA; e=e =1

3) Zu dem beschriebenen Lager-Problem P wird der zugehérige Lager-Graph GP konstruiert.
In G wird auf folgende Welse e1ne Praselektion R von d1s3unkt1ven Bogen ausgewahlt: Fir alle
il IQ wird die Operation a vor AO und die Operation B| (i) + 1vor bausgefuhrt Weiter gilt fiir
jeden Bogen el A, E Agmit e= e = fshass die Operatlon A(or der Operation Baélsgefuhrt

wird. Die Praselektion R ist somit gegeben durch R = R* E R Bwobe1

P = {(h(a), t(Ap)). (h(Bgy, ). t(B)) i T 19
RYE = {(h(A), t(B)) el ALE Ay e=e=f])

Der resultierende Lager-Graph GP [R] mit Praselektion Rist in der untenstehenden Abbildung
schematisch dargestellt. Es werden zwei Operationen i, j 1 IQ gezeigt, fiir welche im urspringli-
chen th-Graphen G eine Bogen von t;nach h. fiihrt. Die Nlustration zeigt, wie zu den Operatio-
nen i und j die Operation ai, bi bzw. aj, bjund die Jobs Ai, Biozw. Aj, B{inzugefﬁgt werden.

Die zur Praselektion R gehérenden Bogen sind gestrichelt eingezeichnet.
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Abbildung 5.21. Konstruktion des Lager-Graphen GP

(4) Zeige, dass im Graphen G" [R] fiir jeden Bogen el A, E Agin eindeutiger Weg von tail (e)
nach head(e)existiert. Sei el A,E AjDann existieren geméss Konstruktion des traphen
G zwei Operationen i,j1 IQ, so dass €= (t, hj) Weiter existieren Indizes 1£r £ k(ibzw.

. Y Lo i i " .
1£s£I(i), so dass €= e, = f ist. Folglich ist der Bogen (h(A,), t(Bg)in der Priselektion R
enthalten. Somit existiert der folgende Weg P(€) von tail (€) = tnach head(e) = hj

P(e) = (1 h(a), t(Ag), h(Ag), t(AY), h(Ay), %, t(A,), h(A,), t(BY), h(BY),
t(BS, 1), N(BJ, 1), ¥4 (Bl + 1), h(Bl) 4 ). 1D, y)

(5) Sei GP[R] = &/¢ A¢ E¢ £¢ cOemiss Konstruktion von GP[Fi’i;t Aq E AS E At [ Ac
Weiter gilt, dass die Menge der disjunktiven Bogen bzw. der disjunktiven Mengen in G und

G~ [R] identisch ist. Diese Mengen sind gegeben durch:
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E = E¢= { (hc(X?), tc(xh), (hc(xh), te(x) : CT Q,x*T C}
€= £¢= {{(hc(X0), tc(xD), (he(x1), tc(x9))} : CT Q. x¢T ¢}

Daraus folgt, dass jede vollstdndige Selektion in G eine vollstandige Selektion in GP [R]ist und

umgekehrt jede vollstdndige Selektion in GP [R] eine vollstéindige Selektion in Gdarstellt.

(6) Zeige, dass jede zuldssige Selektion in GP[R] eine zuldssige Selektion in Gist. Sei Seine
zuldssige Selektion in GP [R]. Sist eine vollstindige Selektion in G Zeige, dass Spositiv azy-
Klisch ist in G. Nehme an, dass G(S)einen positiven Zyklus Zenthdlt. Fall 1: Sei
Zi AJEA_E A E S.Da A EA EA, | Atnthilt auch GP[R](syen Zyklus .Zin Wider-
spruch zur Annahme, dass S zulédssig ist in GP [R] Fall 2: Nehme an, dass Zmindestens einen
Bogen el A, E Agenthilt. Da Ggeméss Konstruktion positiv azyklisch ist, gilt weiter, dass Z
mindestens einen disjunktiven Bogen el S enthilt. Somit hat Z die Form
Z= (Wy, e, Wy, €5, %2, Wy, €;) mit q2 1, wobei W, I AJEAE A E €nd epT A, E Aiy
alle 1£p£qg Da fur Jeden Bogen €p ] A2 E Agin Weg P(ep\)on tail (GB)LCh head(ﬁ&)
G [R] existiert, enthélt G [RI(S) den geschlossenen Bogenzug
Z( = (W, P(e)), %a, W, P(e )). Das Gewicht von Z( ist positiv, da alle Bogengewichte in
G [R](S) nicht- negatlv sind und Z( mindestens einen Bogen € I A, E Agnthilt, dessen

P
Gewicht positiv ist. Ein Widerspruch zur Annahme, dass S zuléssig 1st in G [R]

(7) Zeige umgekehrt, dass jede zulédssige Selektion in G eine zuléassige Selektion in GP[R] ist.
Sei S eine zulissige Selektion in G. Sist eine vollstdndige Selektion in GP [R] Nehme an, dass
GP[R] (S) einen positiven Zyklus Z enthalt. Fall 1: Sei ZI AJEAE A E Sa
A EA E A/l A, enthilt auch G(S) den Zyklus Z Ein Widerspruch zur Annahme, dass S
zuléissig ist in G. Fall 2: Bezeichne A? = A(— (A, E A, E A Nehme an, dass  #indestens
einen Bogen el A2 enthilt. Da GP[R] gemiss Konstruktion positiv azyklisch ist, gilt weiter,
dass Z mindestens einen disjunktiven Bogen el Senthilt. Somit hat Zdie Form

= (Wl, Uy, Wo, Uy, ¥, W, U ) mit q3 1, wobei W i A2und U i AlE Ag E A EfSr alle
1£p£q. Gemags Konstruktlon von G' [R] ex1st1eren fir alle 1 £ p £ qzwei eindeutige Opera-

I

tionen | , so dass W einen Weg von t(lp)'lach h(j pdlarstellt Daraus folgt weiter

']
gemass Iiogstruktlon von G© [R] dass ein Bogen €, 1 AE Asgxistiert mit  tail (ep) = t(lBhd
head(ep) = h(j IO) . Folglich  existiert in G(S) die  geschlossene  Bogenfolge
Z(= (e, Uy, Ya, €q , U ) . Das Gewicht von Z( ist positiv, da alle Bogengewichte in G nicht nega-
tiv sind und die Gew1chte von €, , 1£ p £ q positiv sind. Ein Widerspruch zur Annahme, dass S

positiv zuldssig ist in G.

(8) Zusammenfassend wurde gezeigt, dass sich jede Instanz des SAT-Problems auf das Zulissig-
keitsproblem in einem Lager-Graphen GP [R] mit Praselektion Rzuriickfiihren l4sst. Der Graph
GP [R] hat geméiss Konstruktion die Eigenschaft, dass auf jedem Prozessor hochstens zwei Ope-

rationen ausgefiihrt werden. Somit ist die Behauptung bewiesen. ~
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5.5.6. 1-Job-Lager-Graphen

Ein 1-Job-Lager-Graph G 3= V,AE I & 3 cfwird ausgehend von einem Lager-Graphen
G= GP [Q] mit Praselektion Q konstruiert, indem ein einzelner Job J von P ausgewihlt wird
und alle disjunktiven Bogen (und die entsprechenden disjunktiven Mengen), welche nicht mit
einem Knoten von J inzidieren, aus G entfernt werden. G;enthélt somit nur disjunktive Bogen,
welche mit einem Knoten von J inzidieren. Die disjunktiven Bogen setzen sich zusammen aus
E 3= ES E E?, wobei ES die Bogen sind, welche in einem tKnoten von Jenden, und E?die
Bogen, welche in einem h-Knoten von J starten. Die Bogen in ES werden als tBogen und dieje-
nigen in Eg als h-Bogen bezeichnet. Anschaulich stellen die t-Bogen Prizedenzbedingungen dar,
welche besagen, dass eine Operation von J nach einer andern Operation ausgefiihrt werden
muss, und die h-Bogen besagen, dass eine Operation von J vor einer andern Operation ausge-
fuhrt werden muss. Im folgenden werden einige strukturelle Resultate im Zusammenhang mit 1-
Job-Lager-Graphen erarbeitet, welche fiir die Optimierung in Lager-Graphen von Bedeutung sind
(vgl. Kapitel 6).

Strukturelle Resultate

In den folgenden Untersuchungen werden 1-Job-Lager-Graphen betrachtet, welche konjunktiv
abgeschlossen und positiv azyklisch sind. Als erstes wird gezeigt, dass jede Selektion S, welche
ausschliesslich t- bzw. h-Bogen enthilt, positiv azyklisch ist. Als Konsequenz daraus ergibt sich,
dass in einem konjunktiv abgeschlossenen, positiv azyklischen 1-Job-Lager-Graphen stets zwei
zulédssige, disjunkte Selektionen existieren. Schliesslich wird gezeigt, dass fiir eine Selektion S,
welche ausschliesslich t- bzw. h-Bogen enthilt, das konjunktive Erzeugnis positiv azyklisch ist

und ebenfalls nur t- bzw. h-Bogen enthilt.

Satz 5.66. Sei H=G;= &V, A E; &;, cf einkonjunktiv abgeschlossener, positiv azyklischer 1-
Job-Lager-Graph. Sai Si E; eine Selektionin H mit der Eigenschaft, dass entweder Si EJt oder
Si EJh. Dannist S positivazyklischin H .

Beweis:

Nehme an, dass S nicht positiv azyklisch ist in H, d.h. dass H(S)einen positiven Zyklus Zhat.
Da H(A) positiv azyklisch ist, muss Zmindestens einen Bogen aus Senthalten. Zhat also die
Form Z = (e, Wy, € Wy, ¥, &, Wghit P dobe quTuﬁd Wi Wegistin  HE®)

gl {1,%,p}.Da Z ein Zyklus ist, gilt €q L eq¢ﬁir a, gl {1,%,pmit qgt.g

Zeige, dass p3 2 ist. Nehme an, dass p = list. Dann ist Z= (e;, W,9in positiver Zyklus in
H(e,) . Folglich ist elT ¢c(H)und fir den Partner gilt € 1(T j (H)Da aber Hkonjunktiv abge-

schlossen ist, gilt gemiss Definition, dass j (H) = A& Ein Widerspruch. Sei im folgenden p3 2
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Sei eqT E; (q)ﬁir ql {1,%,p}d.h. €jpzidiert mit einem Knoten von Operation  i(q) 1. Sei
i(0) = Jy(q) for ql {1,%,p}dh. i(q)stdie r(g)e Operation von .J

Zeige, dass ein gl {1, Y, p}existiert, so dass r(q) 23 r(q+ list, wobei  r(p+1) = r(k).
Nehme an, dass fiir alle g1 {1, %, p}gilt r(q) <r(q+ 1Aus der Transitivitat folgt der Wider-
spruch, dass r(1) <r(p+1) = r(1jst.

Sei nun ql {1,%,p}mit r(q)?2 r(q+ 1)Bezeichne zur Vereinfachung  f =€ 9= €41
j=i(q),i=i(q+1) s=r(gund r =r(qg+ 1Bezeichne weiter W = W&obei der Weg iV
H(/A) von head(f)nach tail (g)fihrt.

Fall 1: Sei Si E; Betrachte zur Illustration Abbildung 5.22. Sei f= (h,, 'tj jund g=(h,t;)
wobei i=J, j=Jg und s3r ist. In H(/)existiert der Weg
U= (t,=t(J,), h(3,), t(J; 1 1), h(J, 4 1), Ya, t(Ig) = tj) . Folglich existiert in H(4) der Weg (U, W)
von head(g) = tinach tail(g) = hSomit enthédlt H(gen Zyklus Z(= (U, W, Dhs Gewicht
C(Z() dieses Zyklus ist positiv, da c(t(J,), h(J,)) > 0st und alle Bogengewichte nicht-negativ
sind. Somit ist g1 ¢(H)und folglich g¢I j (H)Da aber Hconjunktiv abgeschlossen ist, gilt
gemiss Definition, dass j (H) = & Ein Widerspruch.

P-o—¢
| 0—0

Abbildung 5.22. H(g) enthalt den Zyklus Z«= (U, W, g)

Fall 2: Sei SI E Jh. Betrachte zur Illustration Abbildung 5.23. Sei f= (hj, tund g=(h,t,)
wobei i=J, j=J5 und s3r ist. In H(A) existiert der Weg
U= (h=h(J,), 13, ;1) h(J, ; 1), 1(J; 4 2), Y2, h(IQ) = hj). Folglich existiert in H(4) der Weg
(W, U) von head(f) = tnach tail(f) = hjSomit enthialt H(Qen Zyklus Z(= (W, U, Das
Gewicht c(Z() dieses Zyklus ist positiv, da c(t(Jg), h(Jg)) > st und alle Bogengewichte nicht-
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negativ sind. Somit ist fT ¢(H)und folglich f(T j (H)Daaber Hconjunktiv abgeschlossen ist,
gilt geméss Definition, dass j (H) = A& Ein Widerspruch.

Abbildung 5.23. H(f) enthalt den Zyklus Z¢ = (W, U, f)

Korollar 5.67. Sei H=G;= &V, A E; &;, cf einkonjunktiv abgeschlossener, positiv azyklischer
1-Job-Lager-Graph. Dann sind EJt und E; zwei zulassige Selektionenin H.

Beweis:

Gemiéss Satz 5.66. sind die Selektionen E ; und E Jh positiv azyklisch in H Zeige, dass E jund

E Jh vollstdndig sind in H. Da H ein 1-Job-Shop-Graph ist, haben alle disjunktiven Mengen

DI £, die Form D = {e e}mit el Ejmnd te¢T E;ii;]olglich ist DGE)iwed DGE|! A
firalle DI & 7 Somit sind die Selektionen Ejund Ejvollstindigin H

Korollar 5.68. Sei H=G;= &V, A Ej &;, cf einkonjunktiv abgeschlossener, positiv azyklischer
1-Job-Lager-Graph. Sei S| E; eine Selektionin H mit der Eigenschaft, dass entweder Si EJt oder
Si EJh. Esgilt:

(i) FallsSi E}, dannj*,(9) 1 E., undfalls S EI' dannj,(S) EL.

(i) j () istpositivazyklischin H.

Beweis:

Beweis von (i): Fall 1: Sei SI E 5 Geméss Korollar 5.67. ist E \;eine zuldssige Selektion in H
1 . .. .k 1 . ‘ h
Da SI E 5 gilt geméss Lemma 5.39., dass | 4(9) | EjFall 2:Sei S| EjAnalog.

Beweis von (ii): Fall 1: Sei Si E;. Gemiéss Korollar 5.67. ist E ; eine zulédssige Selektion in H
Gemiss Beweis von (i) gilt j |,(S) 1 E Jt Folglich ist j |,(Spositiv azyklisch in  HFall 2: Sei
Si EJh. Analog. ~
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Bedingungen fur Zulassigkeit

Aus Korollar 5.67. lasst sich direkt eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Exi-

stenz einer zuldssigen Selektion in 1-Job-Lager-Graphen herleiten.

Korollar 5.69. Sei H=G;= 2V, A Ej, £, cf ein1-Job-Lager-Graph und Q eine Praselektionin
H. H[Q] hat genau dann eine zul&ssige Selektion, wenn j ’;_I(Q) positiv azyklischistin H.

Beweis:

(1) Zeige einerseits: Falls H[ Q] eine zulissige Selektion hat, dann ist | T_' (Q)positiv azyklisch in
H. Sei S eine zulissige Selektion in H[Q]. Gemsss Lemma 5.11. ist S(= Q E @ine zulissige
Selektion in H. Da QI S¢ gilt gemiss Lemma 5.39., dass | T_'(Q) | Sa Ssositiv azyklisch

ist in H, muss auch | *H(Q)positiv azyklisch sein in H

(2) Zeige andererseits: Falls | T_'(Q) positiv azyklisch ist in H dann hat H[QJeine zulissige
Selektion. Sei | T_'(Q) positiv azyklisch in H Sei K = H[j T_'(Q)] kst ein positiv azyklischer 1-
Job-Lager-Graph. Geméass Lemma 5.31. ist K konjunktiv abgeschlossen. Sei S= ES C Ex
Gemass Korollar 5.67. ist S eine zuldssige Selektion in K. Daraus folgt geméss Lemma 5.11.,
dass | T_|(Q) E Seine zuldssige Selektion in Hist und (] L(Q) ESC EH[éﬁne zulissige
Selektion in H[Q]. ~

Komplexitat

Als eine Konsequenz der vorangehenden Ausfiihrungen ergibt sich, dass das Zulassigkeitspro-

blem fiir 1-Job-Laber-Graphen polynomial 16sbar ist.

Korollar 5.70. DasZulassigkeitsproblem (ohne und mit Préaselektion) fir 1-Job-Lager-Graphen ist
polynomial |6sbar.

Beweis:
Sei H=G;=2&V,A Ej, &, cBin 1-Job-Lager-Graph und  @ine Préselektion in .Hieméss
Korollar 5.69. hat H[ Q] genau dann eine zuldssige Selektion, wenn | *H(Q)positiv azyklisch ist

in H. Geméss Satz 5.51. ist die Berechnung von | T_|(Q) mit polynomialem Aufwand moéglich.

Konjunktive Erweiterung

Im folgenden wird gezeigt, dass in 1-Job-Lager-Graphen die Mengen der erzwungenen bzw. ver-

botenen Bogen identisch sind mit den Mengen der global verbotenen bzw. erzwungenen Bogen.
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Satz 5.71. Sei H= GJ =&V, A, EJ, EJ, cf ein 1-Job-Lager-Graph und Si EJ. Esqgilt:
M) c5(9)=cy(d
(i) j (S =Tn(9

Beweis:
Geméss Lemma 5.39. ist C|*_|(S) i c H(Sund | l:(S) i " (Spomit muss noch gezeigt werden,

dass €4(S) 1 ¢ (Sund (ST j (S

Fall 1: Sei | *H(S) positiv zyklisch in H Dann gilt geméss Lemma 5.33., dass C;(S) = Flnd
j 4(S) = E. Folglichist ¢,,(S) | c,(Sund (ST j (S

Fall 2: Sei | ;'(S) positiv azyklisch in H. Dann gilt geméss Lemma 5.31., dass K = HJ]j ;'(S)éin
konjunktiv abgeschlossener, positiv azyklischer 1-Job-Lager-Graph ist. Sei w'=E ; G Egund
Wh =E Jh G Ex . Gemiéss Korollar 5.67. sind W' und Wh zwei zulédssige Selektionen in K Folg-
lich gilt geméss Lemma 5.11., dass u'= i ;(S) Ewhind U h= ] ;(S) E V%Qvei zulissige
Selektionen in H sind. Da Si j |:(S) gilt Si Utnd Si U h

(1) Zeige, dass € (S)[ ¢/ ,(S)Sei el €, (SNehmean,dass el c/(Fall1:8ei el j (S
Dann gilt el U ' Somit ist U 'eine zuldssige Selektion in Hmit Si Utnd el Ubaraus
folgt gemiss Lemma 5.36., dass €| C,(S) Ein Widerspruch. Fall 2: Sei el j ;,(S)Dann gilt
fiir den Partner €( von €, dass e¢l j |*_|(S) Geméss Lemma, 5.29. ist C;(S) =cy(l ;(S)Da
el c},(9), gilt somit, dass G(j ,(S) E e)positiv azyklisch ist. Da aber €zusammen mit seinem
Partner €( einen Zyklus bildet in H, ist e¢l | ;(S) Ein Widerspruch. Fall 3: Sei el j *H(S)nd
el m .Dann gilt el &(j {,(S)). Gemiss Lemma 5.12. ist E, = E—&(j 1, (S))Folglich ist
el E,.Da E, = w'E Wt]gilt somit el Woder el Wihnd folglich el Wder el U
Da aber €1 C L (S) gilt geméss Lemma 5.36. fiir alle zuldssigen Selektionen Stn Hmit Si S
dass el St Folglich gilt el U tund el U.hEin Widerspruch.

h

(2) Zeige, dass ["4(S)1 j 1{(S)Sei el [ ,(SNehme an, dass el j (Pa el (Gt
gemiss Lemma, 5.36., dass el Stfiir alle zulissigen Selektionen Stin Hmit Si StDa Si u'
und Si U h, gilt somit el U und el U.hDa el j ;'(,S)luss el Whd el ‘éé{]n. Da
aber E ; CE Jh = A gilt w' C Wh = ABin Widerspruch.
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KAPITEL 6

Heuristik zur
Steuerungsoptimierung

In diesem Kapitel wird eine Heuristik fiir das Lager-Problem, d.h. das Problem der Steuerungsop-
timierung fir automatisierte Kompaktlager, prasentiert. Es wird ein Verbesserungsverfahren
vorgeschlagen, welches von der Problemdarstellung in einem disjunktiven Lager-Graphen aus-
geht. Der verwendete Nachbarschaftsbegriff basiert im wesentlichen auf dem Prinzip der kon-

junktiven Erweiterung und dem Konzept der 1-Job-Lager-Graphen.

In Abschnitt 6.1. werden grundlegende Betrachtungen im Zusammenhang mit der Optimierung
in verallgemeinerten disjunktiven Graphen angefiihrt. Es werden Ansétze diskutiert fiir den Ent-
wurf von Eroffnungs- und Verbesserungsverfahren. Insbesondere wird gezeigt, welche Konse-
quenzen aus der Tatsache resultieren, dass das Zuldssigkeitsproblem fiir verallgemeinerte
disjunktive Graphen NP-hart ist, im Gegensatz zu Job-Shop-Graphen. Aufgrund dieses Umstands
ist der Entwurf eines geeigneten Nachbarschaftsbegriffs fiir das Lager-Problem wesentlich
anspruchsvoller als im Falle des Job-Shop-Problems. Abschnitt 6.2. priasentiert einige Definitio-
nen und Resultate im Zusammenhang mit verallgemeinerten disjunktiven Graphen, welche
anschliessend beim Entwurf eines Nachbarschaftsbegriffs benotigt werden. In Abschnitt 6.3. wird
ein Nachbarschaftsbegriff erarbeitet als Grundlage fiir ein iteratives Verbesserungsverfahren fiir
das Lager-Problem. Der Nachbarschaftsbegriff basiert auf der Idee des Austausches von kriti-
schen Bogen und verwendet das Konzept der 1-Job-Lager-Graphen. Abschnitt 6.4. illustriert die-
sen Nachbarschaftsbegriff anhand eines Beispiels. In Abschnitt 6.5. wird eine Heuristik fir das
Lager-Problem formuliert. Es handelt sich um Abstiegsverfahren auf der Basis des entworfenen

Nachbarschaftsbegriffs. In Abschnitt 6.6. wird das Problem der Bestimmung einer zuldssigen
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Startlosung diskutiert. Das Auffinden einer zuldssigen Losung in Lager-Graphen ist NP-hart. Es
wird jedoch gezeigt, dass fiir Lager-Probleme ohne Umlagerungen stets eine zuléssige Startlo-
sung existiert, welche in polynomialer Zeit konstruiert werden kann. In Abschnitt 6.7. werden die

numerischen Resultate prasentiert.

6.1. Optimierung in disjunktiven Graphen

Optimierung in disjunktiven Graphen beschiftigt sich mit dem Problem, in einem disjunktiven
Graphen G = &V, A E, &, cfeine zulissige Selektion Si Eu finden, welche die Linge eines
langsten st-Weges in G(S) minimiert. Dieses Problem wird das disjunktive Graphenproblem
genannt. In den vorangehenden Ausfithrungen wurde gezeigt, dass sich das Lager-Problem mit
Hilfe von Lager-Graphen als disjunktives Graphenproblem formulieren lisst. Angesichts der Tat-
sache, dass das disjunktive Graphenproblem komplexitatstheoretisch NP-hart ist, wird ein heuri-

stischer Ansatz zur Losung des Lager-Problems ins Auge gefasst.

Heuristische Verfahren lassen sich allgemein aufteilen in Erdéffnungsverfahren (constructive
methods) und Verbesserungsverfahren (iterative improvement, local search). In einem Eroff-
nungsverfahren wird eine zulédssige Losung konstruiert, indem eine bestehende Teilldsung
schrittweise zu einer zulissigen Losung erweitert wird. In einem Verbesserungsverfahren wird
eine bestehende, zuldssige Losung sukzessive verbessert. Ausgehend von einer zuldssigen
Losung x wird versucht, durch lokale Verdnderungen eine bessere Losung X(zu konstruieren.
X¢ wird eine Nachbarlosung von X genannt, und der Uebergang von X zu X(als ein Move bezeich-
net. Beim Entwurf eines Verbesserungsverfahrens besteht das Hauptproblem darin, einen geeig-
neten Nachbarschaftsbegriff zu finden fiir die Uebergénge zwischen den einzelnen Losungen.
Sowohl die Effektivitit als auch die Effizienz eines Verbesserungsverfahrens hédngen in wesentli-

chem Masse von der Wahl des Nachbarschaftsbegriffs ab.

Bei gegebenem Nachbarschaftsbegriff sind verschiedene Ansétze fiir ein Verbesserungsverfahren
moglich. Zwei grundlegende generische Methoden seien hier erwahnt: Abstiegsverfahren
(descent methods) und Tabu-Verfahren (taboo search). In einem Abstiegsverfahren werden nur
Moves ausgefiihrt, welche die Zielfunktion verbessern. Eine Startlosung wird solange verbessert,
bis das Verfahren in einem (beziiglich der Nachbarschaft) lokalen Optimum steckenbleibt. Bei
Tabu-Verfahren werden nach gewissen Kriterien auch Moves zugelassen, welche die Zielfunktion
nicht verbessern oder sogar verschlechtern, wobei mittels geeigneter Massnahmen verhindert
werden muss, dass das Verfahren zykliert. Tabu-Verfahren sind generell aufwendiger, haben
aber ein grosseres Optimierungspotential, da lokale Optima bis zu einem gewissen Grad tiber-

wunden werden koénnen und somit ein grésserer Bereich des Losungsraums abgesucht wird.
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6.1.1. Er6ffnungsverfahren

Ein Eréffnungsverfahren fiir ein disjunktives Graphenproblem G = &V, A, E, &, cikann folgen-

dermassen aussehen: Ausgehend von der leeren Selektion S = A werden aufgrund bestimmter
Auswahlkriterien sukzessive disjunktive Bogen zu S hinzugefiigt. Die Erweiterung wird solange
fortgesetzt, bis S vollstdndig ist in G. Falls am Ende Spositiv azyklisch ist in G bildet Seine

zuldssige Losung. Bei diesem Vorgehen liegt in jedem Stadium eine partielle Selektion S vor, wel-
che sukzessive zu einer zulédssigen Selektion SC erweitert wird. Damit das Verfahren funktioniert,
muss in jedem Stadium garantiert sein, dass sich die bestehende Teilselektion S zu einer zuléssi-
gen Selektion erweitern 14sst. Anders ausgedriickt bedeutet dies, dass der disjunktive Subgraph

G[§] in jedem Stadium eine zulissige Selektion haben muss.

Eine notwendige Bedingung fiir die Existenz einer zulissigen Selektion in G[S] ist, dass Sposi-
tiv azyklisch ist in G, d.h. dass G[ §] positiv azyklisch ist. In Abschnitt 5.5. wurde gezeigt, dass
diese Bedingung fiir klassische disjunktive Graphen auch hinreichend ist fiir die Existenz einer
zulidssigen Selektion in G[S]. Fir verallgemeinerte disjunktive Graphen trifft dies jedoch nicht
zu. Eine notwendige und hinreichende Bedingung ist in diesem Fall geméss Abschnitt 5.5. gege-
ben durch die Forderung, dass G[j~g(S)]positiv azyklisch ist, wobei [~ ;(S)ie durch $lobal

erzwungenen Bogen darstellt. Da aber das Zulissigkeitsproblem und folglich auch die Bestim-
mung von | (S) in verallgemeinerten disjunktiven Graphen NP-hart ist (vgl. Abschnitt 5.5.),

kann die Frage, ob sich eine partielle Selektion S zu einer zulissigen Selektion S(erweitern lasst,

kaum mit polynomialem Aufwand beantwortet werden.

Fir verallgemeinerte disjunktive Graphen ist die Konstruktion einer zuldssigen Selektion ein NP-
hartes Problem und somit viel schwieriger als das Problem in klassischen disjunktiven Graphen.
Im Zusammenhang mit dem Job-Shop-Problem wurde eine Vielzahl von Eréffnungsverfahren ent-
wickelt, bei welchen auf der Basis von Prioritdtsregeln (dispatching rules) sukzessive eine zulis-
sige Losung aufgebaut wird (list scheduling). Diese konstruktiven Methoden basieren auf der
Tatsache, dass in Job-Shop-Graphen jede zuldssige Teillosung (d.h. jede positiv azyklische Teilse-
lektion) zu einer vollstédndigen Losung erweitert werden kann. Da diese Eigenschaft fir verallge-
meinerte disjunktive Graphen (und insbesondere auch fir Lager-Graphen) nicht zutrifft, lassen
sich diese auf Prioritdtsregeln basierenden Methoden nicht auf das Lager-Problem iibertragen. In
Abschnitt 6.6. wird das Problem der Konstruktion einer zuldssigen Startlosung fiir das Lager-

Problem diskutiert.

6.1.2. Verbesserungsverfahren

Ein Verbesserungsverfahren fiir ein disjunktives Graphenproblem G = &V, A, E, &, cfunktio-
niert typischerweise wie folgt: Ausgehend von einer zulissigen Selektion S wird versucht, durch
lokale Verdnderungen eine bessere zulédssige Selektion S( daraus zu konstruieren. St wird eine

Nachbarselektion von S genannt, und der Uebergang von Szu S(als ein Move bezeichnet. Ein
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Move besteht darin, gewisse Bogen aus S zu entfernen und durch andere disjunktive Bogen zu
ersetzen, so dass die resultierende Selektion St wieder zuldssig, d.h. vollstindig und positiv azy-
klisch, ist in G. Eine Nachbarselektion hat somit die Form S(= S—UE Uwobei U, U(i Et.

Falls in G alle disjunktiven Mengen genau zwei disjunktive Bogen umfassen und jeder disjunk-
tive Bogen in genau einer disjunktiven Menge vorkommt, d.h. falls |D| = 2fiir alle DT Eund
|E(e)| = 1 fiir alle el E, dann wird jeder Bogen el Uersetzt durch seinen Partner €(d.h. es
gilt U¢= u=¢ (U)° — UDiese Bedingung muss in diesem Fall gelten, damit Swiederum voll-
standig ist in G. Beachte, dass die erwahnte Eigenschaft, dass |D| = 2fir DT &nd |£(e)| = 1
fiir el E, im Falle der Lager-Graphen zutrifft.

Damit eine Nachbarselektion S( besser ist als die Selektion S, muss die Lénge eines ldngsten St-
Weges in G(S() kleiner sein als in G(S) Dies ist offensichtlich nur moglich, wenn fiir jeden
langsten st-Weg in G(S) mindestens ein Bogen, welcher auf diesem Weg liegt, aus Sentfernt
wird. Bezeichne einen Bogen, welcher auf einem ldngsten St -Weg liegt, als kritischen Bogen. Als
eine Abschwichung dieser Bedingung kann gesagt werden, dass in einem Move mindestens ein

kritischer Bogen ausgetauscht werden muss, damit die Nachbarlosung S( besser sein kann.

Job-Shop-Graphen

Diverse Optimierungsmethoden fiir das Job-Shop-Problem basieren auf dieser Idee des Austau-
sches von kritischen disjunktiven Bogen im disjunktiven Job-Shop-Graphen. Eine ausfiihrliche
Diskussion dieses Ansatzes findet sich in dem grundlegenden Artikel von [Balas, E. (1969)].
Darin wird ein Verbesserungsverfahren beschrieben, bei welchem eine Selektion S sukzessive
verbessert wird, in dem jeweils ein kritischer Bogen durch seinen Partner ersetzt wird. Eine
Nachbarselektion hat demnach die Form S(= S—€ E e(wobei einen kritischen disjunktiven

Bogen in G(S) darstellt und e(dem Partner von eentspricht. Beachte noch, dass der Austausch
eines kritischen disjunktiven Bogen € = (v, w)bedeutet, dass die beiden zu den Knoten vund w
gehorenden Operationen in der Ausfithrungsreihenfolge vertauscht werden auf dem entspre-

chenden Prozessor.

Im erwéhnten Artikel wird auch die Frage der Zuldssigkeit der Nachbarselektion St untersucht.
Es wird gezeigt, dass in einem Job-Shop-Graphen G durch den Austausch eines kritischen
Bogens € kein Zyklus entstehen kann. Daraus folgt, dass die Nachbarselektion St= S—¢€ E &
zuldssig ist, denn SCist vollstandig in G, da € durch seinen Partner e(ersetzt wird, und Stist
positiv azyklisch in G, da G(S()azyklisch ist. Diese wichtige Eigenschaft von Job-Shop-Graphen
sei an dieser Stelle nochmals nachvollzogen. Aus dem nachfolgenden Beweis ist ersichtlich, dass
diese Eigenschaft aufgrund der speziellen Bogengewichtung in Job-Shop-Graphen zu Stande
kommt. Die Bogengewichte in Job-Shop-Graphen haben die Eigenschaft, dass alle Bogen, welche
in einem bestimmten Knoten starten, dasselbe Gewicht haben: Sei G = &V, A E, &, ciin Job-
Shop-Graph und vi V—{s,t} Fiir alle Bogen (v,w)1 AE Eilt Cyy =-Oyobei  dig Dauer

der zum Knoten v gehdrenden Operation darstellt.
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Satz 6.1. Sal G =&V, A E, & cf einJob-Shop-Graph. Sei SI E eine zuléssige Selektion in G und
e ein kritischer Bogenin G(S). Sei S(= S— € E e( die Nachbarselektion, welche erhalten wird,
indem e durch seinen Partner e( ausgetauscht wird. Dann ist G(S¢) azyklisch.

Beweis:

Beachte zunéchst, dass G(S) azyklisch ist, da Spositiv azyklisch ist in Gund alle Bogen (ausser
den in S startenden Bogen) positive Gewichte haben. Sei € = (V, W) Da  €ein kritischer Bogen ist
in G(8), existiert ein lingster st-Weg Win G(S)welcher die Form W = (U4, €, U}kt. Hier-
bei ist U, ein Weg von s nach vund U,ein Weg von Wnach tin G(S)Nehme nun an, dass
G(S() einen Zyklus Z besitzt. Da G(S)azyklisch ist, muss €(1 Zsein. Folglich hat Zdie Form
Z = (e U), wobei U ein Weg von vV nach Wistin G(S) Aufgrund der Struktur von Gumfasst
U mindestens zwei Bogen. Sei f1 U der erste Bogen in U. Da fin vstartet, hat fdas Gewicht
c;=d,
c(U)>c,. Sei We= (U4, U,U,) Wist ein Weg von sach 1in  G(Spa  c(U) > gilt
c(WQ) > c(W) . Folglich ist W kein ldngster Weg in G(S). Ein Widerspruch.

= C. Da alle Bogengewichte positiv sind und U mindestens zwei Bogen umfasst, gilt

Lager-Graphen

Fur Lager-Graphen trifft die oben erwadhnte Eigenschaft nicht zu, dass durch den Austausch
eines kritischen Bogens keine Zyklen entstehen. Es ist im Gegenteil so, dass ein solcher Aus-
tausch typischerweise einen Zyklus erzeugt. Der Grund dafiir ist einerseits zu finden in den Syn-
chronisationsbedingungen und andererseits in der topologische Struktur des Lager-System-
Graphen, aufgrund welcher die moglichen Prozessorreihenfolgen innerhalb eines Jobs bestimmt
werden. Wie schon erwdhnt, bedeutet der Austausch eines kritischen Bogens eine Vertauschung
der entsprechenden Operationen in der Ausfithrungsreihenfolge. Wenn nun in einem Lager-Pro-
blem beispielsweise die Reihenfolge zweier Quergang-Operationen vertauscht wird, dann muss
zwingendermassen auch die Reihenfolge der anschliessenden Aufzug-Operationen vertauscht
werden (sofern die beiden Jobs denselben Aufzug verwenden). Wenn die Reihenfolge auf dem Auf-
zug nicht gedndert wird, entsteht eine unzuléssige, d.h. positiv zyklische Selektion. Dieses Bei-
spiel veranschaulicht, dass in Lager-Graphen typischerweise Zyklen entstehen, wenn einzelne

kritische Bogen ausgetauscht werden.

Somit stellt sich beim Entwurf eines Verbesserungsverfahrens fiir Lager-Graphen die Frage nach
einem geeigneten Nachbarschaftsbegriff. Als Vorgabe besteht die Forderung, dass in einem Move
mindestens ein kritischer Bogen ausgetauscht werden muss. Da durch den Austausch eines ein-
zelnen kritischen Bogens positive Zyklen entstehen kénnen, miissen in einem Move im allgemei-
nen mehrere Bogen ausgetauscht werden. Dabei stellt sich die Frage, welche zusatzlichen Bogen
ausgetauscht werden miissen, damit beim Austausch eines kritischen Bogens eine zulidssige

Nachbarselektion resultiert.
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Aus dieser Frage resultiert die folgende Problemstellung: Gegeben ist ein Lager-Graph
G=&/,AE,Ecf.Sei SI Eeine zulissige Selektion in Gund el Sin kritischer disjunktiver
Bogen. Gesucht ist eine Teilmenge U1 Smit el Usodass St= S—UE @ositiv azyklisch ist
in G. Hierbei bezeichnet U die zu U komplementire Selektion, d.h. die Menge der Partner der
Bogen aus U. Die Menge U soll hierbei nicht beliebig wahlbar, sondern moglichst klein sein,
damit die bestehende Selektion S nur wenig verandert wird. Allgemein wird in einem Verbesse-
rungsverfahren angestrebt, dass eine bestehende Losung durch einen Move moglichst wenig (d.h.
moglichst "lokal") verandert wird, damit "die schon optimierten Teile" der Losung erhalten bleiben

und durch den Move nicht wieder zerstort werden.

Das Ziel der obigen Problemstellung besteht darin, eine Nachbarselektion S(zu finden, welche
den kritischen Bogen € nicht enthélt und sich im tibrigen moglichst wenig unterscheidet von der
Selektion S. Unter diesem Gesichtspunkt ldsst sich das Problem, in leicht verédnderter Form, wie
folgt formulieren: Gesucht ist eine (moglichst kleine) Teilmenge Ui Smit el U so dass der
disjunktive Subgraph G[S— U E e(Jeine zulsssige Selektion besitzt. Falls eine Menge U [ Bnit
el U gefunden ist, fiir welche G[S— U E e(Jeine zulsssige Selektion Wbesitzt, dann ist auch
eine zuldssige Nachbarselektion SC gefunden, welche € nicht enthilt. Diese ist gegeben durch
S(=(S-UEe)EW.

Da das Zulissigkeitsproblem fiir Lager-Graphen NP-hart ist, ist die Frage, ob fiir ein U | Eder
Subgraph G[S-U E e(Jeine zulissige Selektion besitzt, NP-hart. Daraus lisst sich erahnen,

dass die Suche nach einer (moglichst kleinen) Menge U I Emit el U fiir welche G[S—-UE €(]
eine zulissige Selektion besitzt, ein anspruchsvolles Problem darstellt. Da die Konstruktion einer
zulédssigen Nachbarselektion dieses Problem beinhaltet, ist der Entwurf eines Nachbarschaftsbe-
griffs fiir Lager-Graphen offensichtlich wesentlich schwieriger als im Falle der Job-Shop-Gra-
phen. An dieser Stelle sei bemerkt, dass die Suche nach einem geeigneten Nachbarschaftsbegriff

fir Lager-Graphen eine der zentralen Herausforderungen der vorliegenden Arbeit darstellte.

6.2. Vorbereitung

In diesem Abschnitt werden einige Definitionen und Resultate im Zusammenhang mit disjunkti-
ven Graphen préisentiert. Diese Ausfithrungen werden in den folgenden Abschnitten bendtigt, in
welchen ein Nachbarschaftsbegriff und ein darauf basierendes lokales Verbesserungsverfahren

fir das Lager-Problem entwickelt wird.
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Lemma 6.2. Sei G= &V, A E, & cf eindisunktiver Graph mit |£(e)| = 1 fir alleel E. Sa
RI E eineSelektionin G und Si Egr) €ine Selektionin G[R] . Esgilt:

() cgry(S) = co(RE S)-E&(R)’

(i) § gir(S) =i o(RE S —E(R)’

Beweis:

Beweis von (i): Geméss Definition ist CG[R](S) ={el EG[R] : G[R](SE e) ist positiv zyklisch}
Geméss Lemma 5.12. gilt EG[R] =E-&(R)" Aufgrund von Lemma 5.10. ist
G[R](SE €) = G(RE SE ¢).

Somit gilt Cgry(S) = {el E-£(R)’: G(RE SE e) ist positiv zyklisthgméss Definition ist
cg(RE S)={el E:G(RE SE e) ist positiv zyklisch} . Daraus folgt die Behauptung.

Beweis von (ii): Geméss Definition gilt | G[R](S) = SE Uund | c(R ES)=(RES)EW
wobei U = F g (Cggry(S)hnd W= Fs(cg(RES))

(1) Zeige erstens, dass gilt |j G(RI\E S)-&(R)° = SE (W—&(R) Greméss Definition gilt

j o(RES)-E(R)" = (RE SEW)-E&(R)" = (R-E(R)) E (S—£&(R)") E (W-E(R)"). Da,
Ri £(R)’, gilt R—&(R)° = /EGemsss Lemma, 5.12. ist Eg[r] = E-&(RDa  Si Eqpajlt
somit SC &(R)° = AEFolglich ist S—&(R)° =. Paraus folgt die Behauptung.

(2) Zeige zweitens, dass gilt U = W—-&(R).

Zeige einerseits, dass Ul W—E&(R). Sei el UZeige, dass el W—E(RDa el bilt
gemiss Definition von U, dass el Eg[ry und dass ein DI € pRynit el Bxistiert, so dass
el CG[R](S) fir alle el D-€ Da 5G[R]| £egilt DI1.8Geméss Beweis von (i) gilt
CG[R](S) =cg(REY9) —&(R)°. Somit ist gezeigt, dass ein DT £mit el Dexistiert, so dass
el cg(RE9) firalle el D—e Folglichist el WDa el Egpmd Egpg) = E - &(Ryilt
el W=&R).

Zeige andererseits, dass W—E(R)'T USei el W-&(R)Zeige, dass el.Da  el, Wi-
stiert ein DT £mit el D so dass el c5(RE Sjir alle  e(l D-Zeige erstens, dass
el Eg(r) - Da el W-£&(R),ist el &R)Da Eglr] = E - &(Rilt folglich el Ecgige
zweitens, dass DI £gp Wegen el W-£(R) gilt el &R)Folglich existiert kein
Ddl &£(R) mit el D( Da el D gilt somit DI &(R)Daraus folgt wegen 5G[R] =E£-E(R)
dass D | EG[R](e) Zeige drittens, dass fir alle e(l D-gilt el CG[R](Sei el D.bes
etl cg(RE S) und geméss Beweis von (i) ¢ G[R](S) = cg(RE 9§ -¢&( R)muss gezeigt werden,
dass et £(R)’. Nehme an, dass e¢] £(R)’Dann existiert ein D(1 £(Rpit el .Dva
|€(e)] =1 und e(i D, ist D(= Dund folglich DI &(R)Ein Widerspruch zur Tatsache, dass
DI 5G[R] ,d.h. DT &-&(R) Zusammenfassend ist somit gezeigt, dass el EG[R]und dass ein
DI 5G[R] mit el D existiert, so dass e(| CG[R](S)"ﬁr alle e(l D-=®&olglichist el.U
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Lemma 6.3. Sei G= &V, A E, & cf eindisunktiver Graph mit |£(e)| = 1 fir alleel E. Sa

RI E eineSelektionin G und Si Eg(r) €ine Selektionin G[R] . Falls | &(RE S)C R= A, dann
gilt:

(i ] E[R](S) =j g(RES)-R

(i) j g(RE S =] E[R](S) ER

Beweis:
Zur Erinnerung sei erwihnt, dass R die zu R komplementiire Selektion in G darstellt, d.h.
R=£(R)’-R

Beweis von (i): Zeige, dass | EB[R](S) =] EB(R E S)—Rir alle r 3. Mer Beweis erfolgt mittels
Induktion iber r. (1) Induktionsbehauptung: Fir alle r3 0 gilt die Aussage  P(r)
] G[R (S) =] G(R E S) —R. (2) Induktionsverankerung: Zeige, dass P(0) gilt. Geméss Definition
ist | G[R](S) =Sund | G(RE S) = RE ®emiss Lemma 5.12. ist . G[R] = E-£&(R)a

Si EG[R] und Ri £(R)’ gilt RC S= AFolglich ist j G[R](S) =] G(RE S) A8 Indukti-
onsschritt: Zeige, dass fur alle r 3 O gilt: P(r) P P(r+1)Sei r 2 Qnd gelte P(rJeige, dass
P(r+1) gilt.

Gemiss Definition ist | E;ER}](S) =j GIR] (i E[R](S)Da |E(e)| =fir alle el dilt aufgrund
von Lemma 6.2., dass | G[R @ EB[R](S)) =] (R Ej EB[R](S)) — &(Ryemiss Induktionsvoraus-

setzung P(r) st gpry(S) = o(RE S) =R Da Ri j g(RE Skilt  folglich
. kS o . 1 .
i g[a(9 =1 6li (RE )=E(R).  Da Pl GRES)=]5HRES st
j GJrR](S) = | +1(RE 9 -£(R). Da £(R) = RE,R gilt somit
] G[R](S) = G (R E S)—R—R. Gemiss Voraussetzung ist | G(R E S) C R= Annd folglich

r+1

auch j i "(RE S) G R= ABomit ist | G[R](s) =jo (RES-R

Beweis von (ii): Gemiss Beweis von (i) ist j €3[R] (9 =jg(RES)-Ra RIi j 5(RE §ilt
somit j (RE S) = j E;[R](S) ER

Lemma 6.4. Sei G= GP[Q] = &/, A E, &, cii ein Lager-Graph mit Praselektion Q. Sei Si E
eine positiv azyklische Selektion in G. Dann gilt:

(i) |ISCD|£1, furaleDI1 &
(i) SCR=4&, fiuraleRi S

Beweis:
Beweis von (i): Sei D1 & Nehme an, dass |SC D|>1d.h. DI .S¥eméss Definition von G

hat D die Form D = {(h;, t;), (h;, t;)}wobei  {i, } [ lynd  ml.M uBfasst weiter die kon-
junktiven Bogen (t;, h;), (tj, J)I A, Folglich existiert im Graphen  G(Sjer 4-Zyklus
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= ((t, hy), (hy, J) (tl’ ]) (hl’ t,)). Da die Gewichte aller Bogen von Z positiv sind, ist G(S)

positiv zyklisch. Ein Widerspruch zur Annahme, dass S positiv azyklisch ist in G.

Beweis von (ii): Sei Rl S Nehme an, dass SC R1 /EDann existiert ein el &it el .Ma
R=&(R)-R, gilt el £&(R)und el RDa el &(R)existiertein DI E(Mit el udd
DCR! £.Da DCR! £ existiert ein fi Dmit fi Rba el ,R fl ®ad RCR3#at
el f. Da fl Rund RIi Sgilt fl SSomit ist {ef}i @nd {e f} | Baraus folgt
ID C § 3 2. Daaber S positiv azyklisch ist in G, gilt geméss Beweis von (i), dass |SC D| £ 1Ein
Widerspruch.

Definition 6.5. Sei G = GP[Q] = &/, A E, &, ciiein Lager-Graph mit Praselektion Q. Sei el E
und e¢ der Partner von €. Bezeichne J(€) = {Jta”(e), head(e)} Sei JT J(e).
Die Mengeder auf der Seite von € bzw. e Ilegenden Bogen von J ist definiert als EJ = EJ bzw.

ES = E;,fallsJ= J und ES = E} baw. ES = E]' falls 3 = J

tail ()’ head(e) -

Eine Mlustration zu dieser Definition findet sich in Abschnitt 6.4. Fiir einen disjunktiven Bogen €
werden die beiden Jobs J tail (€) und ‘Jhea d (e)betrachtet ‘Jtail (ei)st derjenige Job, zu welchem der
Startknoten von €, d.h. tail (€), gehort. Beachte hierbei, dass tail (€)ein Hnoten ist, d.h. es gilt

tail (e) = h, fiir eine Operation il ist also derjenige Job, zu welchem Operation i

it (e)

gehort. Analog ist J derjenige Job, zu welchem der Endknoten von € d.h. head(e)

head(e)
gehort. Beachte hierbei, dass head(e)ein tKnoten ist, d.h. es gilt head(e) = tfiir eine Opera-

tion il I. ‘]hea d (e)ist derjenige Job, zu welchem Operation igehort.

Ausgehend von € und J werden die Mengen Ej und Ej(definiert Falls J=1J tail ( é)startet én
einem h-Knoten von J, d.h. el E 3 Folglich ist ES Jicg;e{c_j:eben durch die Menge aller Bogen, wel-
che in einem h-Knoten von J starten, d.h. ES 3= E 3 Umgekehrt endet der Partnerbogen €Gn
einem t-Knoten von J, d.h. e¢l E; Folglich ist Ej(gegeben durch die Menge aller Bogen, wel-
che in einem t-Knoten von J enden, d.h. Ej( =E ; Entsprechend sind diese Mengen fiir den Fall
J= ‘Jhea d(e) definiert. In diesem Fall endet e in einem t Knoten und €e(startet in einem hKno-
ten von J. Folglich gilt umgekehrt ES 3=E Jund = 3 = E; D1e Mengen E}de Ej)ezelchnen
also in beiden F#llen diejenigen Bogen, die im selben Knotentyp (d.h. t- oder h-Knoten) starten
bzw. enden wie € bzw. €(. Anschaulich werden diese Bogen als diejenigen Bogen bezeichnet, wel-
che "auf derselben Seite von J liegen wie € bzw. €(. Beachte noch, dass gilt E;j=E ; EE qud

t h
E;CEy =&

Definition 6.6. Sei G = GP[Q] = &/, A E, &, ciiein Lager-Graph mit Préaselektion Q. Sei Si E
eine Selektionin G. Sei el S und e¢ der Partner von e. Sei J1 J(e).
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. € € e el . € €
R; = S-5; .

Eine Illustration zu dieser Definition findet sich in Abschnitt 6.4. Ausgehend von einer zulissigen
Selektion S, einem Bogen el Sund einem der beiden zu egehorenden Jobs JI J(€)werden
verschiedene Teilselektionen definiert. Sy entspricht den Bogen aus S, welche mit einem Knoten
von J inzidieren. S;‘ bzw. Sj(bezeichnet die Bogen aus S; welche auf derselben Seite wie €bzw.
e( liegen. Es gilt Sy = S; E Sj(und S; C Sj( = /& Rptspricht den Bogen aus , Welche nicht
mit einem Knoten von J inzidieren. R; bzw. R j( bezeichnet alle Bogen aus Sausser denjenigen,
welche auf derselben Seite von J liegen wie € bzw. €( Es gilt R; = SE Sfund Rj( = SE S;

Lemma 6.7. Sei G=GP [Q] = &, A E, &, cfin Lager-Graph mit Priselektion .ei Si E

eine vollstandige Selektion in G und J ein Job von G. Es gilt:
(i) G[R,] istein 1-Job-Lager-Graph.
(ii) G[U] istein 1-Job-Lager-Graph fir alle U E mit R;I U.

Beweis:

Beweis von (i): Sei G[R;] =&V, A( E( £ cf Zeige, dass ed £ {reméss Definition ist
E(=E-E(Ry). Da S eine vollstindige Selektion ist in G gilt &= &£(S) Somit ist
E(=E(S)-&(Ry). Gemsss Lemma 59. gilt £¢=E(S—€°(R)) Da Ryl &£'(R,)ist
S—&’(R)) I S—R; und folglich &I £(S-Rj)dh. & &(Spa  S;i Bpd  E(Ey) 5 &,
folgt daraus £¢I & 3

Beweis von (ii): Sei G[U] = &V, A( E(, £ cF Zeige, dass g £ {Feméss Definition ist

E(=E-£E(U). Wie in Beweis von (i) gezeigt wurde, gilt E—E(RJ)T &3Da Ryl Uist
E(Ry T £(U). Folglich ist £(I £ - E(R;)und somit E¢i &

6.3. Nachbarschaftsbegriff

Im folgenden wird ein Nachbarschaftsbegriff fiir die Optimierung in disjunktiven Lager-Graphen
definiert. Der Nachbarschaftsbegriff basiert auf der Idee des Austausches von kritischen Bogen.
Zielsetzung ist, ausgehend von einer zulidssigen Selektion S, welche einen kritischen Bogen €
enthélt, eine benachbarte Selektion S( zu konstruieren, welche den Bogen € nicht enthélt. Wie
schon frither gezeigt wurde, miissen beim Austausch von kritischen Bogen in verallgemeinerten

disjunktiven Graphen im allgemeinen noch weitere Bogen ausgetauscht werden, damit die resul-
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tierende Nachbarlosung positiv azyklisch ist. Die Frage dabei ist, welche Bogen zusétzlich ausge-
tauscht werden sollen. Dieses Problem wird geldst mit Hilfe des Konzepts der 1-Job-Lager-

Graphen.

Definition 6.8. S&i G = GP[Q] = &/, A E, & ciiein Lager-Graph mit Préaselektion Q. Sei Si E
eine zulassige Selektionin G. Sei el S und e der Partner von €. Sei J1 J(€) . Bezeichne
U=j E;(RJGE e® . Durch e und J wird die folgende Nachbarselektion von S definiert:

S,(e) = UE (S-£(U)")

Die obige Definition zeigt, wie zu einer zulassigen Selektion S und einem Bogen el Szwei Nach-
barselektionen konstruiert werden. Zu jedem der beiden zu € gehorenden Jobs JT Ji (€)lasst
sich eine zugehorige Nachbarselektion S J(e) bilden. Das Vorgehen bei der Konstruktion lasst
sich wie folgt beschreiben: Gegeben ist eine zulissige Selektion S und ein Bogen el S Zunschst
werden alle Bogen, welche auf derselben Seite von J wie € liegen, aus Sentfernt, d.h. es wird die
Menge R; =S- S; gebildet. Insbesondere wird damit auch der Bogen €aus Sntfernt.
Anschliessend wird der Partner €( von € zu den verbleibenden Bogen hinzugefiigt, d.h. es wird
die Menge RJe E edgebildet. Danach wird das konjunktive Erzeugnis von RJe E eén oerechnet,
d.h. es wird die Menge U = | a(R;‘E efpestimmt. Ubildet eine Teilselektion in  Gwelche alle
disjunktiven Mengen aus &£(U) schneidet. Beachte weiter, dass der disjunktive Subgraph
Glj E;(R\;E E ed] einen konjunktiv abgeschlossenen 1-Job-Lager-Graph darstellt (vgl. Beweis des

nichsten Satzes).

Die Menge S—&(U) enthilt diejenigen Bogen aus S welche nicht in einer von Ugeschnittenen
disjunktiven Menge sind. Die Bogen aus S—¢& (U)0 schneiden alle disjunktiven Mengen, welche
nicht von U geschnitten werden (vgl. Beweis des néchsten Satzes). Die Nachbarselektion S J(E)
wird gebildet durch die Vereinigung dieser beiden Mengen, d.h. S,(e) = U E (S-£U)) S 5(€)
ist eine vollstindige Selektion, da jede disjunktive Menge D1 & entweder geschnitten wird von
U oder von S—&(U)’. Eine Illustration zur Konstruktion der beiden Nachbarlésungen S 5(e)
J1 J(e), findet sich in Abschnitt 6.4.

Im nachfolgenden Satz wird gezeigt, dass die nach dem oben beschriebenen Prinzip konstruierten
Nachbarselektionen S;(€), J1 J(e) genau dann zulissig sind in Gwenn dass konjunktive
Erzeugnis | é(R;E efpositiv azyklisch ist in G Weiter gilt in diesem Fall, dass S;(ejlen
Bogen € nicht enthilt. Somit ist die Zielsetzung erfiillt, einen Nachbarschaftsbegriff zu definie-
ren, mit welchem zu einer Selektion S und einem (kritischen) Bogen el Seine zulassige Nach-

barselektion SC konstruiert werden kann, welche € nicht enthélt.
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Satz 6.9. Sa G = GP[Q] = &/, A E, &, cfiein Lager-Graph mit Praselektion Q. Sei Si E eine
zulassige Selektionin G. Sei el S und e¢ der Partner von €. Sei JT J(€) . Bezeichne
U=j a(RJeE e® . Die folgenden beiden Aussagen sind aquivalent:

(i) U istpositivazyklischin G.

(ii) S(e) ist einezulassige Selektionin G mit el S;(e).

Beweis:

Beweis von (i) P (ii): Sei U positiv azyklisch in G.

(1) Bezeichne K = G[U] Zeige, dass Kein konjunktiv abgeschlossener, positiv azyklischer 1-
Job-Lager-Graph ist. Wegen RJi Rg und Rgi Ugilt R Ji UDaraus folgt geméss Lemma 6.7.,
dass K ein 1-Job-Lager-Graph ist. Da U positiv azyklisch ist in G, ist Kpositiv azyklisch. Auf-

grund von Lemma 5.31. ist K konjunktiv abgeschlossen.

(2) Bezeichne S¢= S—E&(U)’ Zeige, dass Seine zulissige Selektion ist in KGeméss Definition
ist £ =E&-E(U) Da  Seine vollstindige Selektion ist, gilt E=&(Shnd folglich
Ek = E(S) - &(VU). Geméiss Lemma 5.9. ist somit £ = E(S—-E(U)°) = £(StEeige erstens, dass
St eine Selektion ist in K, d.h. S(I Ex Da E, =& = £(Shund  S¢I £(S@ilt S . Ey
Zeige zweitens, dass S( vollstindig ist in K. Dies trifft zu, da &, = £(S() Zeige drittens, dass St
positiv azyklisch ist in K. Wegen R;‘i Uund Ul &(U)gilt R;‘i E(U)Folglich ist
St= S— RJE—S(U)O = SJE—S(U)O. Somit ist S¢i S; und wegen Sji Ejgilt S¢i E§Daraus
folgt geméss Satz 5.66., dass S( positiv azyklisch ist in K.

(3) Da SC eine zulidssige Selektion in K = G[U]ist, gilt gemiss Lemma 5.11., dass
S;(e)=U E S eine zulissige Selektion in G ist.

Beweis von (ii) P (i} Sei S;(€kine zuléssige Selektion in GGeméss Definition ist U i s 5(€)

Da S,(€) positiv azyklisch ist in G muss auch Upositiv azyklisch sein in G

Aus der Definition der Nachbarselektionen S;(€), J1 J(e)ist nicht explizit ersichtlich, welche
Bogen aus S tatséchlich ausgetauscht werden. Der folgende Satz beantwortet diese Frage fiir den
Fall, wo S;(€) zuldssig ist in G Fiir den Fall, wo Sj(€)unzuléssig ist, gilt geméss vorangehen-
dem Satz, dass U = | a(R;‘E efpositiv zyklisch ist in GDaraus folgt geméss Lemma 5.33.,
dass U = Eund folglich S;(€) = Bst.

Fiir den Fall, wo S;(€) zuléssig ist in G, zeigt der untenstehende Satz folgendes: Die Nachbarse-
lektion S J(e) wird aus Skonstruiert, indem die Bogen aus \TVausgetauscht werden durch ihre
Partner W. Hierbei ist die Bogenmenge W = | *H(eff)das konjunktive Erzeugnis des Partnerbo-
gens €( im disjunktiven Subgraphen H = G[j *G(Rj).] Beachte, dass | *G(Rj) | iSt,unddass H
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ein konjunktiv abgeschlossener, positiv azyklischer 1-Job-Lager-Graph ist (vgl. Beweis des Sat-

7€es).

Weiter wird gezeigt, dass Wi Eg‘, d.h. alle neu hinzugefiigten Bogen liegen auf derselben Seite
von J wie €(. Anschaulich bedeutet dies, dass bei einem Move die Operationen von Job Jalle "in
dieselbe Richtung" verschoben werden beziliglich der Ausfiihrungsreihenfolge auf den entspre-
chenden Prozessoren. Falls €( ein t-Bogen von Jist, d.h. etl E ; dann werden die Operationen

'nach rechts" verschoben, d.h. in der Reihenfolge spater ausgefiihrt, und falls etl E Jk: werden

sie "nach links" verschoben, d.h. in der Reihenfolge frither ausgefiihrt. Weiter wird aus diesem
Satz ersichtlich, dass die Ausfithrungsreihenfolgen unter den Operationen, welche nicht zum Job

J gehoren, nicht verdndert werden.

Satz 6.10. S G = GP[Q] = &, A E, &, cfiein Lager-Graph mit Préaselektion Q. Sei Si E eine
zulassige Selektionin G. Sei el S und e¢ der Partner von €. Sei JT J(€) . Bezeichne
H = GJj %(Ri)] .Sel W=} (e und W= E(W)’ —W. Falls Sy(e) zuldssigistin G, dann gilt:

(i) Sy(e)=S-WEW
(i) Wi ES und Wi E
(i) WC S=ZAundWi S

Beweis:
Sei Sj(€) zulissig in G Dann gilt geméss Satz 6.9., dass U = j é(R;E ePositiv azyklisch ist
in G.

Beweis von (i): Zeige zunéchst, dass W =] L(eq) definiert ist. Dies ist genau dann der Fall,
wenn € eine Selektion in H ist, d.h. e(l E,, Nehme an, dass € | E,,Geméss Lemma 5.12. ist
Eqn=E-£&( E(Rj))o. Da el E, muss etl &(] *G(Rj))osein. Also existiert ein
DI £( 5(R5)) mit e D Da |E(e)/=1ist D={eelDa DI &( 5(R5pit
DCj %(Rj) 1 /E. Fall 1: Sei el | %(Rg) Aufgrund der Monotonie gilt | %(Rj) I g(RJeE ed
und somit el U. Da auch e(l Ugilt |DC U|=.2Da aber ldositiv azyklisch ist in ,Gilt
gemiss Lemma, 6.4., dass |D C U| £ 1 Ein Widerspruch. Fall 2: Sei e¢l | %(Rj)Da Rj I ®d
S zuléssig ist in G, gilt geméiss Lemma 5.39., dass | E(Rj) | SFolglich ist e(1 .9Da auch
el S, gilt IDC S =2 Da aber Spositiv azyklisch ist in Ggilt gem#ss Lemma 6.4., dass
ID C § £1. Ein Widerspruch.

(4) Sei St= S—WE WZeige, dass St= | 5(R$) E WE (S—£(j 5(R)) E Wpa) zulSissig ist

in G und Rgl' S gilt gemiss Lemma 5.39., dass j%(Rj) l. SSomit ist
S=ja(R)E (S-j5(R})) und folglich S¢= (j 5(R))—W) E (S—j 5(R5) —W) E Wa
Wi E, und E, = E-£( 5(R)) gilt wegen | 5(R)T &G 5(Rvass  j (RO CW= A&
Somit gilt St=j 5(R) E WE (S—j 5(R))-W)  und weiter
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St=j 5(R)) E WE (S—j 5(R}) ~W—W). Da S zuliissig ist in G und j 5(R)) | Sgilt gemiiss

Lemma, 6.4., dass SCj E(Rﬁ) = £ Somit gilt
S¢= | G(RJ) E WE (S-] G(RJ)_J G(RJ) -W-W), d.h.
St= G(RJ) E WE (S—(&( G(RJ)) E S(V\/) )). Geméss Lemma, 5.8. ist

E(j G(RJ)) E W)’ = & G(RJ) E W) woraus die Behauptung folgt.

(5)  Zeige, dass S(=Sy(e) Da R;I' ja(RjE edgilt gemiss Lemma 5.32., dass

i E;(RjE ed =j a(j a(R\f) Eef). Da U=]j é(R;E ed positiv azyklisch ist in  Gund

J (RDTj & 6(Ry) E ed), gilt gemiiss Lemma 6.4., dass | g(j S(RPEEYC| &(R) =&
e P9 E G(R§n.
U=WE]j G(RJ)' Daraus folgt aufgrund des vorangehenden Absatzes, dass
S¢=UE (S-£(U)"), d.h. S(= S;(e)

Daraus folgt gemiss Lemma 6.3., dass | G(J G(R\;J’) E ed _j

Beweis von (ii): (1) Zeige, dass H = GJj ’E;(Rj)]ein konjunktiv abgeschlossener, positiv azykli-
scher 1-Job-Lager-Graph ist. Wegen RJI' Rj und Rj I %(Rggﬂt RJI' ] %(Rﬁl)araus folgt
geméss Lemma 6.7., dass H ein 1-Job-Lager-Graph ist. Da S eine zuldssige Selektion ist in G
und R;I' S gilt | a(RJe) | SDa Positiv azyklisch ist in  Gmuss auch | *G(Rj) I Bsitiv azy-
klisch sein in G. Somit ist H positiv azyklisch. Aufgrund von Lemma 5.31. ist H konjunktiv

abgeschlossen.

(2) Zeige, dass Wi Ej( Gemiss Definition ist W= T_'(e(DDa edl Egl(nd kin konjunktiv
abgeschlossener, positiv azyklischer 1-Job-Lager-Graph ist, gilt gemiss Korollar 5.68., dass
j1(ed T ES,dh Wi E5 Da Wi ESgilt Wi Ej

Beweis von (iii): Zeige, dass WC S= A Da Seine zuldssige Selektion istin  Gund R;I' ilt
gemiss Lemma 5.39., dass | E;(Rj)l' S Wegen S= Rj E Sjund RJI j G(Ra&t

S=j G(R\;a) E SJ Zelge erstens, dass | G(RJe) CW=ADa E_,=E-£&( G(RJ)l)nd Wi Ey
gilt WC £(] G(RJ)) = MADa | G(R;’) I &G G(Ra)gllt somit j G(RJe) C W:Ze‘%e zwel—
tens, dass SJ C W = /£ Wie eben gezeigt wurde, ist W g(Da J Eﬁnd ES 3G =4 5 = 6t
S;CW= £

(3) Zeige, dass Wi S Nehme an, es existiert ein f1 Wmit fi SDa f1 Wind W= W) =W
gilt fT £(W)’ Folglich existiert ein DT (Wit fT DSei D ={f,f(pa DT E(\Wilt
DCW?! Z£.Dafl Wund WC W= /st fi WSomit muss f(] Win. Da SC W= gilt
f(I S.Da S vollstandig ist in G, gilt SC D! A& Folglich muss fl Sein. Ein Widerspruch.

In Satz 6.9. wurde gezeigt, dass eine Nachbarselektion S;(€), J1 J(e) genau dann zulissig ist,
wenn U = | E;(Rj E elpositiv azyklisch ist in GAus dieser Bedingung ist nicht explizit ersicht-
lich, unter welchen Umsténden eine Nachbarselektion tatsdchlich zulidssig ist. Der folgende Satz

klart diese Frage, indem gezeigt wird, dass diese Bedingung dquivalent ist zur Bedingung, dass
el j 5(Ry).
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R 5 ist die Menge aller Bogen in S welche nicht mit einem Knoten von Jinzidieren, d.h.
Ry=S-S;.] g(RJ) ist das konjunktive Erzeugnis dieser Bogen, wobei gilt, dass | g(RJ) i s
da R;l Sund Szuldssig ist in G Anschaulich ausgedriickt beschreibt | E(RJ)lie "gusseren
Rahmenbedingungen', die gelten, wenn der Job J aus dem durch S beschriebenen Ablaufplan
herausgelost und wieder neu eingefiigt wird. Die "dusseren Rahmenbedingungen" ergeben sich
einerseits aus den durch die Praselektion Q vorgegebenen konjunktiven Prazedenzen und ande-

rerseits aus den Prézedenzen Rj| S welche bei der Konstruktion von S;(€)nicht verdndert wer-

den.

Der folgende Satz besagt, dass die Nachbarlosung S J(e) genau dann zulidssig ist, wenn der Bogen
€ nicht durch die "dusseren Rahmenbedingungen" | g(R ;) erzwungen wird. Falls edurch die
"susseren Rahmenbedingungen erzwungen wird, d.h. el j g(RJ) dann kann offensichtlich
keine zulédssige Nachbarselektion konstruiert werden, welche € nicht enthélt, ohne dass die "dus-

seren Rahmenbedingungen' verdndert werden.

Satz 6.11. Sei G= GP[Q] = &/, A E, &, cii ein Lager-Graph mit Praselektion Q. Sei Si E eine
zulassige Selektionin G. Sei el S und e¢ der Partner von €. Die folgenden beiden Aussagen sind
aquivalent:

(i) el jg(Ry)

(i) S;(e) ist eine zulassige Selektionin G

Beweis:
Beweis von (i) P (ii}Sei el j 5(R;)

(1) Bezeichne K = GJj g(RJ)] Zeige, dass Kein konjunktiv abgeschlossener, positiv azyklischer
1-Job-Lager-Graph ist. Da RJI' ] EE(RJ) ist Kgeméss Lemma 6.7. ein 1-Job-Lager-Graph. Da, S
zuldssig ist in G und R Ji S gilt aufgrund von Lemma 5.39., dass | a(RJ) | Sa Positiv
azyklisch ist in G, ist auch | E;(R j)positiv azyklisch in G Somit ist Kpositiv azyklisch. Geméss

Lemma 5.31. ist K konjunktiv abgeschlossen.

(2) Sei W= Ej( C Ex Zeige, dass Weine zuléssige Selektion istin K Wit eine Selektion in K
da Wi Ex Da Wi Eg(ist Weeméss Satz 5.66. positiv azyklisch in K Vbt vollstandig in K
da [D G ES| = ttirae DI &

(38) Sei SC=j (*B(RJ) E WZeige, dass Seine zuldssige Selektion ist in GDa  \Wuldssig ist in
K=Gq[j g(R 3)] , folgt aufgrund von Lemma 5.11. die Behauptung.

(4) Zeige, dass Sj(i S¢ Nehme an, dass ein f1 Sg(existiert mit fl SSei D = {f, fgie dis-
junktive Menge, welche f enthalt. Da SC vollstindig ist in G, gilt D C S(* £Da fl Siuss
gelten f(I S¢ Fall 1: Sei f¢l j (R;)Da R;i 8nd Suldssigistin ,Gilt geméiss Lemma
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5.39., dass | é(RJ)I' Sund folglich f(I SDa fl S,Le](ist f1 @&d somit |{f,f} C S =[
aber S positiv azyklisch ist in G, gilt geméss Lemma 6.4., dass [{f, f} C § £.1Ein Wider-
spruch. Fall 2: Sei fc(I W. Da Wi Ei( ist  fel Eg(F‘olglich muss fl Es?in. Da Eg C Eg( = £
gilt f1 Ej(. Da aber f1 Sj(ist, gilt f1 Ej(Ein Widerspruch. Somit ist gezeigt, dass Sj( i s¢

(5) Zeige, dass e(1 S( Geméss Voraussetzung ist el j 5(R;)Da WI E,g(gilt el Vhd folg-
lich el St Da Stvollstindig istin G muss somit (1 Sgein.

(8) Zeige, dass SJ(e) zuldssig ist in G Geméss Satz 6.9. ist dies genau dann der Fall, wenn
U=j &(RSE e® positiv azyklisch ist in G. Zeige, dass j &(R;E epositiv azyklisch ist in G
Wie gezeigt wurde, ist Sj( E e¢l S¢Da RJi j é(RJ)gilt somit R, E Sj( E et &th.

Rj E e¢l S¢ Da St zulissig ist in G, gilt geméss Lemma 5.39., dass | E;(Rj Eedi SDa S
positiv azyklisch ist in G, ist auch j é(Rg E efpositiv azyklisch in G

Beweis von (ii) P (i) Sei S;(e)ulissigin GGeméss Satz 6.9. ist dies genau dann der Fall,
wenn U = | (*B(Rg E efpositiv azyklisch istin GDa R 4 i R%ilt aufgrund der Monotonie, dass
INGHIN g(Rj Eed.Daj g(Rj E eQpositiv azyklisch ist in Gist auch | g(R;positiv azy-
klisch in G. ~

6.4. Beispiel zum Nachbarschaftsbegriff

In diesem Abschnitt werden die in den vorangehenden Abschnitten eingefiihrten Definitionen
und Konzepte anhand eines Beispiels illustriert. Es wird schrittweise gezeigt, wie in einem Lager-
Graphen zu einer gegebenen Selektion S und einem Bogen el Sdie beiden zugehdrigen Nach-

barselektionen S;(€), J1 J(€) konstruiert werden.

Zu den folgenden Abbildungen ist zu bemerken, dass disjunktive Bogen, welche in einem
bestimmten Graphen erzwungen werden, mit Sternen (*) gekennzeichnet werden, wobei ein k-

stufig erzwungener Bogen Kk Sterne erhilt.

Das verwendete Beispiel ist ein Lager-Problem P = (M, 1, 7, md, dt, d" dS) mit 4 Prozessoren
M= {P,,%,P,} und 4 Jobs J={J;, %, J,} Die Operationen der verschiedenen Jobs werden

der Reihe nach auf folgenden Prozessoren ausgefiihrt:
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Job: Operation 1: | Operation 2: | Operation 3: | Operation 4:
Jp P P, P3 P4

9 Py P, P,

I3 P3 P4

I4 P P,

Abbildung 6.1. Prozessorreihenfolge der verschiedenen Jobs

Die Zeitparameter d, dt, dN, dSsind fiir die folgenden Ausfithrungen nicht relevant und werden

deshalb weggelassen.

Sei GP der Lager-Graph zu obigen Lager-Modell P. Nehme an, dass als zuséitzliche Nebenbedin-

gung in P gefordert wird, dass die Operation J,; vor J,;ausgefithrt werden muss. Dies fiihrt

zu einer Préselektion in GP, welche einen Bogen vom hKnoten von J,,zum {Knoten von
g 11

J,q enthélt, dh. Q= {(11h, 419} Sei G =GP[Q] = &/, A E, £ a&ft entsprechende Lager-

Graph mit Praselektion Q. Die untenstehende Abbildung zeigt den Graphen G. Der in der Préise-

lektion Q enthaltene Bogen ist mit ¢, = (1.1h, 4.1%pezeichnet. Zur besseren Uebersicht ist fiir

jede disjunktive Menge nur einer der beiden disjunktiven Bogen eingezeichnet.

Abbildung 6.2. Lager-Graph G = GP[Q] mit Praselektion Q = {c,}
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Fir die folgenden Illustrationen wird als DBeispiel die zuldssige Selektion
S={ay, a, a5, by, by, €5, dy, Ty, f5} gewihlt. Die untenstehende Abbildung zeigt diese Selektion
in G.

Abbildung 6.3. Zulassige Selektion S= {a,, a,, as, by, by, ¢y, dy, fy, 5} inG

6.4.1. lllustration zu Definition 6.5.

Sei e = a; und e(e: al.(Dannei(st J(e) = {‘]tajl(e)’ ‘]head(e)} ={J,, B J= ‘]head(e)' Did;
Bogenmengen E; und Ej sind gegeben durch Ej;=E;j={a4,a, a by, b, cr8nd
Ej( =E Jh ={a;¢a,6a5¢b,;¢b,y¢ cy} . Anschaulich ausgedriickt entspricht Eg den disjunktiven
Bogen, welche "auf derselben Seite von J wie € liegen', und Ej( denjenigen Bogen, welche "auf

derselben Seite von J wie €(liegen".
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2.3t

Abbildung 6.4. Disjunktive Bogenmenge ES 3= E' 3=1{ay, a5 a5, by, by, ;@ fur J = Jhea d(e)

a3'

N

3t

I
w

H
N

e' =al
Job Jtall(e)

Abbildung 6.5. Digjunktive Bogenmenge Eg( = EJh ={a;6a,§az¢b,¢b,y¢cy} fir J= Jhead(e)
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6.4.2. lllustration zu Definition 6.6.

Betrachte die zuldssige Selektion S={aj, a,, as, by, by, €5, dy, T, fih . Gei e=a; Twisd

e(=a,;C.  Sei J=1J J; Die Teilselektion Sy ist  gegeben  durch

head(e)
S;= { ay, ay ag, bl, b2, C2} . S; entspricht de;‘ Menge aller Bogen, welche mit einem Knoten von
J e(inzidieren. Die Teilselektionen S;‘ und S; sind g;egeben durch S§= {a;, a,, a5, by, byhind

S; ={c,} . Anschaulich gesprochen ist S;‘ bzw. S; die Menge der disjunktiven Bogen von §

welche "auf der selben Seite von J wie € bzw. €e(liegen'.

Dig Teilseelektionen Rj RJe un;l Rj‘( 2ind gegeben durch Ry=S-S;={dy, .5}

N
@

P3

P>

N
N
=

1

H
N
=
B

Job Jgie)

Abbildung 6.6. Die Teilselektionen SJez {a;, a,, a3 by, by} und SJG ={cy} fur J= Jhead(e).
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dl
2.3t

P3

H
N

H
b

Job Jgie)

Abbildung 6.7. Die Teilselektion Rj: S— sJe: {cy dy, fy, o} fur J= Jhead(e)-

Ps

P>

Py

Abbildung 6.8. Die Teilselektion Rf = S—Sf = {al, a,, ag, bl, b2, dl, fl, f2} fur J = Jhead(e).
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6.4.3. Konstruktion einer Nachbarselektion, Fall 1

Betrachte die zuldssige Selektion S={aj, a,, as, by, by, €5, dy, T, fih . Gei e=a; Twisd
e(= a,(. In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie die Nachbarselektion S;(€) konstruiert wird fiir
den Fall J= ‘]head(e) =J;. Geméss Definition ist S;y(e)=U E (S—£&°(U)) wobei
U=j5(RyEed.

(1) Bestimme U =j E‘;(RJe E ed) Uist das konjunktive Erzeugnis der partiellen Selektion
RJEE etin G. Es gilt Rj E e¢= {c, dy, £, o} E { a;®as konjunktive Erzeugnis ] g(RJeE ed

wird wie folgt berechnet:
j o(RYE €9 = RYE e¢= {a,Gc,, dy, ;. T}
| G(REE €9 = | S(RTE €9 E {a,8
i (RTE 9 = | G(RTE e E {b,@
| (RTE €9 = | G(RYE e E {byg
J S(RSE e = | S(RSE €9
Somit gilt U = j S(RTE e®) = {a,¢ a6 b, ¢ b,G c,, dy, fy,f,)

(2) Bestimme die restliche Selektion S—&°(U) Die Menge & (U) = E D1 &) Dmfasst alle

Bogen, welche in einer disjunktiven Menge sind, die von U geschnitten wird. Es gilt:
£'(VU) ={a;, a;¢a, a,¢ by, by ¢ by, byg ey, cr6dy, di Gy, f16 5, 0
Da S = {al, az, a3, bl, bz, Cz, dl, fl, foo].gt SOIIllt S_ go(U) = {.a3}

3 Die Nachbarselektion S;(e)=U E (S-&°(U))ist folglich gegeben als
S;(e) ={a;¢ ay( as, by byt ¢y, dy, fy, 5} . Die Nachbarselektion S;(€) unterscheidet sich offen-
sichtlich dadurch von S, dass die Bogen {a;, a,, by, byJaus  @ntfernt wurden und durch die
Bogen { a,( a,( b;(, by,(ersetzt wurden. Anschaulich bedeutet diese Aenderung, dass die Opera-
tionen 1.1, 1.2, 1.2und 1.4auf den zugeordneten Prozessoren P1 P,2 Pgnd PHI der Aus-
fiuhrungsreihenfolge "um eine Position nach links" gertickt sind. Oder anders ausgedriickt, die
Positionen der Operationen 1.1 und 2.1, 1.2und 2.2 1l.2und 3.kowie 1.4nd 3.&urden in
der Ausfiihrungsreihenfolge vertauscht. Die folgenden Abbildungen zeigen die verschiedenen

Schritte im disjunktiven Graphen G.
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J = Jheade)

Abbildung 6.9. Zulassige Selektion S= {ay, a,, as, by, b,, ¢y, dy, 1, f5}

(-2 @
-y @@
f2

e'=al'
J = Jhead(e)

Abbildung 6.10. Partielle Selektion Rg E e¢={c, d, f;,f,} E{a;&
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J= Jhead(e)

Abbildung 6.11. Konjunktives Erzeugnis U = | g(RJeE e ={a;6a,§ b ¢b,y¢cy dy, fy, T}

J = Jhead(e)

Abbildung 6.12. Nachbarselektion S;(e) = U E (S—£°(U)) mit S-£°(U) = {ag}
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P3

Abbildung 6.13. Nachbarselektion SJ(e) = {al(, a,(, as, bl(, b2(, Co, dl, fl, f2} nach Umordnung

Gantt-Diagramme

Untenstehend wird der Uebergang von der Selektion S zur Nachbarselektion S;(€)im Gantt-Dia-

gramm gezeigt. Die Zeiten fur die verschiedenen Aktionen sind zuféllig gewéhlt. Die angeftiihrten
Ablaufpléne entsprechen den semi-aktiven Plinen beziiglich der durch S bzw. S;(€) definierten

Bearbeitungsreihenfolgen, d.h. alle Teiloperationen werden zum frithestmoglichen Zeitpunkt
gestartet.

[Chart 1] |2
e [N EEFEEEREEDHEE
Processor 4 |

Processor 3

Processor 2

Processor 1

= 10 20| 0
o DE ]

.
=]
=]
(=]
=]
=]
=]
|
(=
=]
(=]
=l
=]
(=]
(=]
=]
|
|
=]
=]

Processor 4

Processor 3
Processor 2

Processor 1

[

B

Abbildung 6.14. Gantt-Diagramme zu den Selektionen S und S;(€)
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6.4.4. Konstruktion einer Nachbarselektion, Fall 2

Betrachte die zuldssige Selektion S={aj, a,, as, by, by, €5, dy, T, fih . Gei e=a; Twisd
e(= a,(. In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie die Nachbarselektion S;(€) konstruiert wird fiir
den Fall J= ‘]tajl(e) =J,. Gemiss Definition ist Sy(e)=U E (S-£&°(U)) wobei
U=j5(RyEed.

(1) Bestimme U =j E‘;(RJe E ed) Uist das konjunktive Erzeugnis der partiellen Selektion
RIE e¢in G. Es gilt RIE e¢= {b, b,, c,} E {a,as konjunktive Erzeugnis | RIE e
J J 120 =2 I G\

wird wie folgt berechnet:

.0 €p €p

] g(RyE e = RyE et={a,§ bl, b,, ¢, }

.1, ex .0, €ex -

jg(RJEed =] s(RyE e E {a,@

.2, €p .1, Jep N

jg(RJEe§ =j s(RyE e E {d,@

. % € .2 [SIES

j g(RyE e =j s(RyE €9
Somit ist U = | (RyE e® = {a;¢ a4 by, by, C,, d, @

(2) Bestimme die restliche Selektion S—&°(U) Die Menge & (U) = E D1 £(U) Dmfasst alle

Bogen, welche in einer disjunktiven Menge sind, die von U geschnitten wird. Es gilt:
£°(U) = {ay, a6 ay, ayG by, by§ by, byg ey, cr6 dy, i @
Da S= {alv a21 a3; bl’ bz, Cz, d]_, fl’ foOlgt somit S— go(U) = {a.3, fl" f2}

3) Die Nachbarselektion S;(e)=U E (S-&°(U))ist folglich gegeben als

S;(e) ={a ¢ a5 as, by, by, €y, dy Gy, f5} . Sy(€) unterscheidet sich offensichtlich dadurch von
S, dass die Bogen {a;,a,,d;}aus Sentfernt wurden und durch die Bogen {a,( a,( d;(}
ersetzt wurden. Anschaulich bedeutet diese Aenderung, dass die Operationen 2.1, 2.2und 2.2
auf den zugeordneten Prozessoren P;, P,und P,in der Ausfithrungsreihenfolge "um eine Posi-
tion nach rechts" geriickt sind. Oder anders ausgedriickt, die Positionen der Operationen 2.1 und

11, 22 und 1.2sowie 2.2und 3.2wurden in der Ausfithrungsreihenfolge vertauscht.

Die folgenden Abbildungen zeigen die verschiedenen Schritte im disjunktiven Graphen G.
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H

3

(22)

2.1h

Abbildung 6.15. Zulassige Selektion S= {al, a,, as, bl, bz, Cos dl, fl, fz}

N
@®

H

3

2.2h

H I
- N

J = Jtaile)

Abbildung 6.16. Partielle Selektion R E e¢= {b,, b,, c,} E {a,4
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Abbildung 6.18. Nachbarselektion S;(e) = U E (S—£°(U)) mit S—&€°(U) = {ag, f;, f,}
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b2

Abbildung 6.19. Nachbarselektion SJ(e) = {al(, a,(, ag, bl, b2, Co, dl(, fl, f2} nach Umordnung

Gantt-Diagramme

Untenstehend wird der Uebergang von der Selektion S zur Nachbarselektion S;(€)im Gantt-Dia-
gramm gezeigt. Die Zeiten fur die verschiedenen Aktionen sind zuféllig gewéhlt. Die angeftiihrten
Ablaufpléne entsprechen den semi-aktiven Plinen beziiglich der durch S bzw. S;(€) definierten
Bearbeitungsreihenfolgen, d.h. alle Teiloperationen werden zum frithestmoglichen Zeitpunkt

gestartet.

je
Chart 1 -
DHEEREENEE R0

Processor 4 [:1 l l =

|

Processor 3

Processor 2

Processor 1

2]

Processor 4

Processor 3

Processor 2

Processor 1

Abbildung 6.20. Gantt-Diagramme zu den Selektionen S und S;(€)
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6.4.5. lllustration zu Satz 6.10.

Falls S,(€) zulidssig ist in G gilt gemiss Satz 6.10., dass Sy(e) = S—W E, Wyobei
H=G[j (*B(RJG)] und W= ,*_|(e<l) Weiter besagt der Satz, dass WC S= A&nd Wi, Sowie
Wi Eg( und Wi Ei Dies bedeutet, dass Wgenau die Bogen darstellt, welche zu Shinzugefiigt
werden, und W genau diejenigen, welche aus S entfernt werden. Wi Egﬁoedeutet, dass die neu
zu S hinzukommenden Bogen alle "auf der selben Seite von J wie €(liegen', und die aus Sent-

fernten Bogen "auf derselben Seite von J wie €".

Betrachte das vorangehende Beispiel mit S= {ay, a,, a5, by, by, €5, dq, f;, faind e = bgw.
e(= a,(. Fir die Ilustration wird der Fall J = Jhea d(e) \ b
wurde, ist Sj(€) zuldssig in G. Somit ist Wdefiniert, und es gilt S;(e) = SE W-W

dh. J=J gewdhlt. Wie oben gesehen

(1) Bestimme den disjunktiven Subgraphen H = GJj a(RJe).] Es gilt Rj ={c, dy, f1, £5}
Berechne das konjunktive Erzeugnis | a(R;). In diesem Beispiel (aber nicht allgemein!) gilt, dass
i &(Ry) = Ry. Folglich ist H = G[R}]

(2) Berechne das konjunktive Erzeugnis W = | *H(e(l) Es gilt:

i h(e9=1{a8
i (€8 = (e E {a,8
i f(e8 =] (eQ E {b,§
i 4(e9 =] (D E {b,8
i 11(e9 =] (e9
Somit ist W= /,(e® = {a;¢a,¢ b, ¢ b,@

€)) Bestimme die komplementére Menge W= &(W)=W Es gilt
& (W) = {a, a;¢ a,, a,§ by, b, ¢ by, b,@ und folglich W= {a,, a,, by, by}

4) Die = Nachbarselektion Sy(e) = SE W-W ist  somit gegeben  als
S)(€) = {a14 a5 ag, by b, Cp, dy, fy, Fp} . Offensichtlich ist WG S= Aund Wi Sd.h. es gilt
S;(€) -S= W und S-S,(e) = W

Die folgenden Abbildungen zeigen die verschiedenen Schritte im disjunktiven Graphen G.
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d1
2 -(—=(2)~(z) @
OnONEN &
f2

J = Jhead(e)

Abbildung 6.21. Digunktiver Graph H = G[j &(Rp)] mitj &(Ry) = {cy, dy, fy, 2}

J= Jheald(e)

Abbildung 6.22. Konjunktives Erzeugnis W = j |’i,(e(l) ={a;6a,¢b,¢b,¢ inH
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J= Jhead(e)

Abbildung 6.23. Nachbarselektion S)(e) = S—-WE W= {a,¢a,¢ag, b,;¢ b,y cy, dy, fy, fo}

6.5. Heuristik

In diesem Abschnitt wird ein iteratives Verbesserungsverfahren fiir das Lager-Problem, d.h. das
Problem der optimierten Steuerung in automatisierten Kompaktlagern, prasentiert. Das Verfah-
ren basiert auf dem vorgéngig beschriebenen Nachbarschaftsbegriff S J(e). Es handelt sich um
ein einfaches Abstiegsverfahren, bei welchem nur Nachbarlosungen akzeptiert werden, welche
die Zielfunktion verbessern. Anstelle des beschriebenen Abstiegverfahrens wire auch eine Tabu-
Methode denkbar, welche auf dem beschriebenen Nachbarschaftsbegriff basiert. Dieser Ansatz

wurde im Rahmen der vorliegenden Arbeit jedoch nicht weiter verfolgt.

Das Verbesserungsverfahren basiert auf der Idee des Austausches von kritischen disjunktiven
Bogen im Lager-Graphen G = &V, A E, &, cfIn jeder Iteration wird ausgehend von einer zulissi-
gen Selektion Si E und einem kritischen Bogen el Seine der beiden Nachbarselektionen
Sy(e), J I J(€), berechnet. Falls S j(e)zuléssig ist in  Gund die Lénge eines lingsten Weges in
G[S;(e)] kleiner ist als in G[S], wird die Nachbarlésung akzeptiert, andernfalls wird die

urspriingliche Selektion S beibehalten.
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Im folgenden wird fiir eine zulissige Selektion Si E die Lénge eines lingsten stWeges in
G(S) bezeichnet als | ;(S) und die Menge der kritischen Bogen in G(S)als L 5(S)

Algorithmus:

Gegeben: Ein Lager-Graph G = GP[Q] = &/, A E, &, cifit Priselektion  @Qnd eine zulissige
Selektion P1 Ein G

Gesucht: Eine Selektion S’ in G, fiir welche | G(S* )Jminimal ist.

0. Setze S= S° Berechne | = | c(Sund die Menge der kritischen Bogen L =L 5(S)
Falls L = A& dann setzte S = SStop.
Wiahle einen kritischen Bogen €1 L und setze L =L —¢€
2. Bestimme eine der beiden Nachbarselektionen S(= S,(€) JT J(e)
Falls SC unzuléssig ist in G, gehe zu Schritt 1.
3. Berechne | ¢= | ;(S(und die Menge der kritischen Bogen L ¢= L ()
Falls | ¢<|,dannsetze S=S¢ | =lund L =L«
Gehe zu Schritt 1.

6.6. Zulassige Startlosung

In den vorangehenden Abschnitten wurde ein iteratives Verbesserungsverfahren fiir Lager-Gra-
phen entwickelt. Bei diesem Verfahren wird vorausgesetzt, dass eine zuldssige Startlosung gege-
ben ist. In diesem Abschnitt wird das Problem der Bestimmung einer zuldssigen Startlosung
diskutiert. In Abschnitt 4.3. und Abschnitt 4.4. wurde gezeigt, wie sich das Steuerungsproblem in
einem automatisierten Kompaktlager als disjunktives Graphenproblem in einem Lager-Graphen
G mit Praselektion Q formulieren lasst. Die Préaselektion Q reprisentiert hierbei die Restriktio-
nen, welche durch die rdumlichen Nebenbedingungen in den Lagerkorridoren zu Stande kom-
men. Das Auffinden einer zuldssigen Startldsung entspricht somit dem Problem, im disjunktiven
Graphen G[ Q)] eine zulassige Selektion zu finden. In Satz 5.65. wurde gezeigt, dass das Zulassig-

keitsproblem mit Praselektion fiir disjunktive Graphen NP-hart ist.

Betrachte nun Lager-Probleme, bei welchen nur Ein- und Auslagerungen, aber keine Umlagerun-
gen ausgefithrt werden. In diesem Fall lasst sich zeigen, dass die spezielle Préselektion Q, welche
aus den raumlichen Nebenbedingungen resultiert, bestimmte strukturelle Eigenschaften auf-
weist, auf Grund welcher das Zuldssigkeitsproblem polynomial 16sbar ist. Im nachfolgenden Satz
wird gezeigt, dass bei Lager-Problemen ohne Umlagerungen genau dann eine zulissige Selektion

in G[ Q)] existiert, wenn Qpositiv azyklisch ist in G Anschaulich bedeutet dies, dass eine zulés-
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sige Selektion existiert, wenn die aus den rdumlichen Nebenbedingungen resultierenden Préze-

denzbedingungen konsistent sind.

Fir allgemeine Lager-Probleme, welche auch Umlagerungen umfassen, konnte kein polynomiales
Verfahren gefunden werden zur Bestimmung einer zuldssigen Startlosung. Es besteht die starke
Vermutung, dass das Problem NP-hart ist. Tatséchlich wurde in Satz 5.65. bewiesen, dass das
Zuléssigkeitsproblem fir Lager-Graphen bei Betrachtung beliebiger Préselektionen NP-hart ist.
Es erscheint unwahrscheinlich, dass die spezielle Struktur der Priselektionen, welche aus den
raumlichen Nebenbedingungen resultieren, diese Komplexititseigenschaft verdndern. Das Pro-
blem der zulédssigen Startlosung fir allgemeine Lager-Graphen mit Umlagerungen wurde im
Rahmen dieser Arbeit nicht weiter untersucht. Es scheint jedoch so, dass in der Praxis beim Ein-
satz geeigneter Umlagerungsstrategien das Problem der Zuldssigkeit eine§ untergeordnete Rolle
spielt und praxisrelevante Fille, wo keine zulissige Losung gefunden werden kann, eher selten

sind.

Satz 6.12. Sei P = (M, 1,7, md, dt, dh dS) ein Lager-Modell ohne Umlagerungen und

G=GP = a/, A E, &, chider zugehorige Lager-Graph. Sei Q1 E die Praselektionin G, welche aus
den raumlichen Nebenbedingungen resultiert. G[ Q] hat genau dann eine zulassige Selektion, wenn Q
positiv azyklischistin G.

Beweis:

Zeige einerseits: Falls G[ Q] eine zulédssige Selektion hat, dann muss Qpositiv azyklisch sein in
G. Sei S eine zuldssige Selektion in G[Q]. Geméss Lemma 5.11. ist Q E Seine zulsissige Selek-
tion in G. Folglich ist Q positiv azyklisch in G. Zeige andererseits: Falls Qpositiv azyklisch ist

in G, dann existiert eine zulidssige Selektion in G[Q] Sei Qpositiv azyklisch in G Qst

geméss Abschnitt 4.4. gegeben durch Q = E A C(Qinrn1 E Q%u,t ywobei
ml M
in_ L Looa o in s = aC
Qm—{(hi,tj).ll = Im,pjl P.}., ml M
out _ L. oout . s . N o C
Qn —{(hi,'[j).ll Iy J 1 1y =10 ] Pj}, ml M

Da Q positiv azyklisch ist in G, existiert eine topologische Sortierung in G(Q) d.h. eine Nume-
rierung der Knoten f:V® {1, %, [V/Jmit f(v)?! f(wir v,wli, V v!ab dass f(v) <f(w)
fiir alle Bogen (V,W)1 AE Qvon G(Q)Da jeder Job JI &in Ein- oder Auslagerungsjob ist,
hat er genau eine Ein- oder Auslagerungsoperation i auf einem Korridor-Prozessor mi MC.:
Durch die topologische Nummer f(t;) des t-Knotens von ikann somit jedem Job J1 Jeine ein-
deutige Nummer zugeordnet, welche bezeichnet wird als n(J) = f(t;) Sei (h;, tj) I Qind
bezeichne J; bzw. Jj den Job, welcher Operation ibzw. jenthilt. Da feine topologische Nume-
rierung in G(Q) ist, gilt f(h;) < f(tj.)Da G(Qdlen konjunktiven tBogen (t;, hehthilt, gilt
f(t;) <f(h,) und folglich f(t;) < f(tj) Da f(t;) = n(J;hnd f(tj) = n(Jjgilt n(J,) < n(Hir)mit
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ist gezeigt, dass fiir alle Jobs J I Jeine (paarweise verschiedene) Nummer n(J)existiert, so dass
n(J,) <n(J,) fiir alle Bogen (v, w) I Q Ordne nun die Jobs J1 in aufsteigender Reihenfolge
ihrer Nummer n(J) und numeriere sie neu in aufsteigender Reihenfolge. Daraus resultiert eine
Numerierung n¢: J® {1,%,[J|}der Jobs mit der Eigenschaft, dass n¢(J,) <n(Jfir alle
Bogen (v, w) I Q Daraus folgt geméss Satz 5.64., dass G[ QJeine zulissige Selektion besitzt.

Der vorangehende Beweis liefert ein einfaches Verfahren, wie in einem Lager-Graphen G[Q]

ohne Umlagerungen eine zulédssige Startlosung gefunden werden kann, wobei Q die aus den
raumlichen Nebenbedingungen resultierende Préselektion darstellt: Falls G(Q) positiv zyklisch
ist, existiert keine zulédssige Selektion. Andernfalls kann eine topologische Numerierung der Kno-
ten von G(Q) bestimmt werden. Die Nummern der tKnoten (oder auch der hKnoten) der Ein-

bzw. Auslagerungsoperationen der Jobs auf den Korridorprozessoren bestimmen eine eindeutige
Reihenfolge der Jobs. Eine zulédssige Selektion kann konstruiert werden, indem die Jobs in dieser

Reihenfolge abgearbeitet werden.

6.7. Numerische Resultate

In diesem Abschnitt werden numerische Testergebnisse fiir das Lager-Problem présentiert. Die
Resultate basieren auf der Problemdarstellung in disjunktiven Lager-Graphen und dem Verbesse-

rungsverfahren, welches in diesem Kapitel entwickelt wurde.

Implementation

Das Modell wurde in der Programmiersprache C++ implementiert. Aufgrund der hohen Rechen-
anforderungen bei der Evaluation von Nachbarschaftslosungen wurde dem Entwurf von effizien-
ten Datenstrukturen besondere Beachtung geschenkt. Fir die Darstellung der disjunktiven
Lager-Graphen wurden spezielle Datenstrukturen entwickelt, welche auf einer Kombination von
dynamischen Adjazenzlisten und Adjazenzmatrix-Darstellung basieren. Dadurch wurde erreicht,
dass alle relevanten Graphen-Operationen in minimaler Zeit ausgefiihrt werden kénnen. Der Test
auf Knoten- und Bogenzugehorigkeit sowie das Einfiigen und Entfernen von Knoten und Bogen
ist mit konstantem Aufwand O(1) moglich. Die Enumeration von Knoten- und Bogenmengen

bendtigt linearen Aufwand O(n), wobei ndie Kardinalitdt der Enumerationsmenge bezeichnet.

Da diese Datenstrukturen sehr speicherintensiv sind, kénnen sie nur bis zu einer gewissen Pro-
blemgrosse eingesetzt werden. Die numerischen Tests haben gezeigt, dass auf einem Rechner mit
128 MB Arbeitsspeicher Probleme bis zur Obergrenze von ungefiahr 400 Jobs bearbeitet werden
kénnen. Aus diesen Griinden wurden alternative Datenstrukturen implementiert, welche auf

einer Mengendarstellung mittels geordneter Suchbdume basieren. Diese Datenstrukturen benéti-
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gen ein Minimum an Speicherplatz, sind jedoch weniger effizient. Fiir die oben beschriebenen
Graphen-Operationen resultiert ein logarithmischer Aufwand O(log(n)) Eine generische Imple-

mentation erlaubt wahlweise das Umschalten zwischen diesen beiden Datenstrukturen. Die Tests
wurden unter Windows NT auf einem Rechner mit Prozessor Intel Pentium III, 800 MHz, und 128

MB Arbeitsspeicher durchgefiihrt.

Zur Visualisierung der Ablaufpléne (Gantt-Diagramme) wurde ein eigenstindiges Programm ent-
wickelt. Dieses wurde mit der Programmiersprache VBA 5.0 unter Microsoft Excel implementiert
und erzeugt Ablaufpline in Form von Excel-Grafiken. Das Programm erlaubt eine flexible und
graphisch hochstehende Darstellung von Gantt-Diagrammen und kann sowohl interaktiv als

auch im Batch-Modus bedient werden.

Testparameter

Fir das Verbesserungsverfahren wurde als Nachbarschaftsbegriff von den beiden moglichen
Nachbarselektionen N,(€), J1 J(€)die Selektion fiir J = ‘]hea d( §ew'ahlt (vgl. Abschnitt 6.5.).

Numerische Tests haben gezeigt, dass mit dieser Nachbarschaft im Durchschnitt leicht bessere
Resultate erzielt werden. Fur die Wahl der kritischen Bogen, welche ausgetauscht werden, wur-
den verschiedene Strategien gepriift. Als erfolgreichste Strategie stellte sich eine zufallige Wahl
der kritischen Bogen heraus. Die verschiedenen Prozessoren-Parameter wurden nach eigenem

Ermessen gewahlt.

Testdaten

Es wurden insgesamt vier verschiedene Lagerkonfigurationen getestet. Die folgende Abbildung

gibt einen Ueberblick iiber die Konfigurationen.

KO':‘;'(?: - Sektoren Ebenen l;ro (; rslzlltztroer PIL?)trZrEi}(IjD(;:) Lagerpléatze | Prozessoren
A 3 3 5 20 900 65
B 5 3 5 20 1500 105
¢ 4 4 10 20 3200 190
D 6 4 20 20 9600 522

Abbildung 6.24. Lagerkonfigurationen fir numerische Tests

Fir jede Konfiguration wurden finf Testserien mit unterschiedlicher Anzahl Jobs (d.h. Paletten
bzw. Lagerbewegungen) betrachtet. Als Lagerbewegungen wurden Einlagerungen gewihlt. Die
Testserien umfassen 25, 50, 100, 150 und 200 Paletten. Fiir jede Lagerkonfiguration und jede
Serie wurden zwanzig zufillig generierte Beispiele gepriift. In den Beispielen wurden auch Lager-

bewegungen betrachtet, welche aus mehr als drei Operationen bestehen, d.h. bei welchen einer
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oder mehrere Sektoren traversiert werden. Die Wahl der Durchfahrtskorridore erfolgte fiir jedes
Beispiel nach dem Zufallsprinzip. Fiir die Konfigurationen A und B wurden jeweils 70%drei-

stufige und 30% fiinfstufige Lagerbewegungen generiert. Eine dreistufige Einlagerung umfasst
drei Operationen und bentitzt der Reihe nach einen Korridorwagen, einen Quergangwagen und
einen Aufzug. Eine fiinfstufige Einlagerung umfasst fiinf Operationen und entspricht der Prozes-
sorabfolge Korridorwagen, Quergangwagen, Korridorwagen (Durchfahrt), Quergangwagen,
Aufzug. Fir die Konfigurationen C und D wurden 50%dreistufige, 30%finfstufige und 20%

siebenstufige Lagerbewegungen generiert.

Als Startlosung wurde jeweils ein Ablaufplan gewiahlt, bei welchem die Jobs in zufélliger Abfolge
der Reihe nach abgearbeitet werden, unter Bertiicksichtigung der rdumlichen Nebenbedingungen
in den Korridoren (vgl. Abschnitt 6.6.)

Testresultate

Die folgende Tabelle zeigt eine Uebersicht tiber die Testresultate. Als Mass fiir die erzielte Verbes-
serung der Ablaufpldne wird der Optimierungsfaktor (Ratio) angegeben. Dieser zeigt an, um wie-
viel Prozent der Makespan der Startldsung verbessert wurde, d.h.

_ Initial Makespan — Final Makespan
a Initial Makespan

Ratio

Im weiteren werden die folgenden Bezeichnungen verwendet:

Config Lagerkonfiguration

Pal Anzahl Paletten (bzw. Jobs, Lagerbewegungen) der Testserie

Proc Anzahl Prozessoren der Lagerkonfiguration

Op Anzahl Operationen der Testserie

Moves Anzahl Verbesserungsschritte im Optimierungsverfahren, d.h. Anzahl Ueber-
gange zu einer besseren Nachbarselektion

Test Moves Anzahl Nachbarselektionen, welche im Optimierungsverfahren getestet wur-
den

Sec Rechenzeit in CPU-Sekunden

Dev Ratio Standardabweichung des Optimierungsfaktors liber alle Beispiele der Testserie

Min Ratio Minimum des Optimierungsfaktors tiber alle Beispiele der Testserie

Max Ratio Maximum des Optimierungsfaktors iiber alle Beispiele der Testserie

Ratio Mittlerer Optimierungsfaktor iiber alle Beispiele der Testserie
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, Test Dev Min Max .
Config | Pal |Proc Op | Moves Moves Sec Ratioc Ratio  Ratio Ratio
25| 65 90 7 28 06| 012 006 048 | 029

50| 65 180 27 217 128 | 009 017 051 | 041
A 100 | 65 360 60 742 | 161.7 | 007 034 051 | 042
150 | 65 540 74 1206 | 1690 | 004 033 046 | 040
200 65 720 107 2078 (10811 | 005 033 050 | 042
251105 90 7 16 01] 014 000 053 | 029
50 | 105 180 13 57 41| 008 022 047 ] 038
B 100 | 105 360 43 286 [ 1940 007 030 058 | 043
150 | 105 540 61 713 | 5526 | 011 029 055 | 042
200 [ 105 720 81 1194 | 8110| 005 030 050 | 042
251190 110 7 25 02] 011 005 048 | 0.27
50 | 190 220 16 90 18| 010 014 050 ( 0.33
C 100 | 190 440 42 397 269 | 010 016 054 | 040
150 | 190 660 69 811 | 1146 | 006 029 051 | 042
200 [ 190 880 96 1227 | 10935 | 007 032 054 044
25| 522 110 5 17 01] 010 008 044 024
50 | 522 220 15 69 15 013 005 056 | 0.34
D 100 | 522 440 32 228 62| 011 022 054 | 039
150 | 522 660 54 530 7541 011 021 057 | 041
200 | 522 880 58 794 | 2038 | 006 025 049 | 037

Abbildung 6.25. Testresultate

Besprechung der Testresultate

Der mittlere Optimierungsfaktor liegt fiir alle Testserien zwischen 24% und 44% Fiir Testse-
rien mit mehr als 50 Paletten betragt er praktisch durchwegs 40% oder mehr. Der minimale
Optimierungsfaktor bewegt sich im Bereich von 0% bis 34%und der maximale Optimierungs-
faktor im Bereich von 46% bis 58% Fir grossere Beispiele verkleinert sich die Differenz zwi-

schen dem minimalen und maximalen Optimierungsfaktor tendenziell.

Offensichtlich haben Beispiele mit wenig Paletten ein kleineres Optimierungspotential als gros-
sere Beispiele. Dies ldsst sich folgendermassen erkliaren: Durch die Anzahl der Paletten (bzw.
Lagerbewegungen) wird die Anzahl der Operationen bestimmt. Wenn das Verhéltnis zwischen
den Operationen und den vorhanden Prozessoren klein ist, werden auf jedem Prozessor nur
wenige Operationen ausgefiihrt. Dadurch bestehen nur wenig Moglichkeiten, den Ablaufplan
durch eine Aenderung der Operationenreihenfolgen auf den Prozessoren zu verbessern. Zu beach-
ten ist bei diesen Ueberlegungen, dass sich die Operationen nicht gleichméssig auf die Prozesso-

ren verteilen. Aufgrund der Lager-Architektur werden auf den Korridorprozessoren nur wenig
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Operationen ausgefiihrt (ausgenommen die Durchfahrtskorridore), auf den Quergangwagen wer-

den tendenziell mehr und auf den Aufziigen am meisten Operationen ausgefihrt.

Weiter ist erkennbar, dass das Optimierungsverfahren stabiler wird, je grosser das Verhiltnis
der Operationen zu den Prozessoren ist. Die Zunahme der Stabilitat 14sst sich einerseits erkennen
an den abnehmenden Werten der Standardabweichung und andererseits an der Abnahme der Dif-
ferenz zwischen dem maximalen und minimalen Optimierungsfaktor. Dieser Effekt lasst sich
ebenfalls mit dem oben beschriebenen Zusammenhang erkliren: Wenn nur sehr wenige Operatio-
nen auf jedem Prozessor ausgefiihrt werden, existieren wenig Verdnderungsmoglichkeiten fir
den Ablaufplan. Folglich wirkt sich die Qualitidt der Startlosung stirker aus als bei grosseren

Problemen, wo die Startlésung mehr verdndert wird.

Sowohl die Anzahl der Moves als auch die Anzahl der getesteten Moves nimmt zu, je grésser die
Beispiele werden. Dies hingt ebenfalls damit zusammen, dass die Verbesserungsmoglichkeiten
um so grosser werden, je mehr Operationen pro Prozessor ausgefiihrt werden. In Beispielen, wo
das Verhéltnis der Operationen zu den Prozessoren relativ gross ist (vgl. Serie A und B mit 150
und 200 Paletten), zeigt sich eine grosse Differenz zwischen den getesteten und den tatséchlich
ausgefithrten Moves. Dies hingt damit zusammen, dass die Anzahl der kritischen Bogen wichst,

je mehr Operationen pro Prozessor ausgefiihrt werden.

Die benotigte Rechenzeit ist in wesentlichem Masse abhingig von der Anzahl der getesteten
Moves. Sie wachst auch mit zunehmender Grosse des disjunktiven Graphen, da der Aufwand fir

die Evaluation einer Nachbarselektion von Grosse des disjunktiven Graphen abhingig ist.

Zusammenfassend ldsst sich feststellen, dass die Rechenresultate ein betréchtliches Optimie-
rungspotential des Verbesserungsverfahrens aufzeigen. Dies deutet darauf hin, dass mit dem
Nachbarschaftsbegriff wichtige strukturelle Eigenschaften der disjunktiven Lager-Graphen

erfasst werden konnten.

Beispiele im Anhang

Im Anhang zu dieser Arbeit werden die Ablaufpline von zwei Testbeispielen gezeigt. Als erstes
Beispiel wird ein Problem aus Serie A mit 50 Paletten gewéhlt, bei welchem ein Optimierungsfak-
tor von 51% erzielt wird. Das zweite Beispiel stammt aus Serie B und umfasst hundert Paletten.

Der Optimierungsfaktor betragt 58%.

Fur jedes Beispiel wird der anfédngliche und der optimierte Ablaufplan gezeigt. Aufgrund der
Grosse der Ablaufplédne werden beim zweiten Beispiel nicht alle Korridorprozessoren aufgefiihrt.
Da die Korridorprozessoren nur wenige Operationen ausfithren, geht dadurch keine wesentliche

Information verloren.

Zu den Gantt-Diagrammen sei bemerkt, dass die gezeigten Ablaufpldne semi-aktiv sind, d.h. die

Operationen werden zum frithestmoglichen Zeitpunkt ausgefiihrt in Bezug auf die gegebenen
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Bearbeitungsreihenfolgen. Eine Ausnahme bilden die anfidnglichen Leerfahrten (Setup), welche
aus Grinden der Uebersichtlichkeit zum spatestmoglichen Zeitpunkt ausgefithrt werden. Die
Operationen eines Jobs (d.h. einer Lagerbewegung) sind durch dieselbe Farbe gekennzeichnet.
Die i-te Operation eines Jobs n ist mit n.i beschriftet. Leerfahrten sind als schmale Balken einge-
zeichnet. Wartezeiten in beladenem Zustand (vor einer Paletteniibergabe bzw. -libernahme) sind

durch schmale, schrig schraffierte Balken dargestellt.
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KAPITEL /

Konklusion

Automatisierte Kompaktlager bilden in der modernen Lagertechnik eine platzsparende Alterna-
tive zu herkémmlichen Zeilenregallagern. Sie verfiigen iiber ein vollautomatisiertes, mehrstufi-
ges Transportsystem bestehend aus Aufziigen, Quergangwagen und Kanalfahrzeugen. Die
grosse Zahl der individuell gesteuerten Forderprozessoren, die Architektur des Transportsystems
und die Synchronisationsbedingungen beim Lasttransfer zwischen den Prozessoren fithren zu
einer Komplexitat des Steuerungssystems, welche mit traditionellen Ansétzen kaum bewaltigbar
ist. Praktische Erfahrungen haben gezeigt, dass ein Mangel besteht an entscheidungsunterstiit-
zenden Methoden bei der Konzeption und Dimensionierung der Lager sowie beim Entwurf der
Lagersteuerung. In dieser Arbeit wurden mathematische Modelle entwickelt, welche einen Bei-
trag zur Behebung dieses Mangels leisten. Es wurden zwei Problemstellungen bearbeitet: Erstens
die Problematik der Leistungsanalyse, welche speziell in der Entwurfsphase bei der Evaluation
verschiedener Design-Alternativen eine wichtige Rolle spielt. Zweitens die Optimierung der Steue-

rung auf der Stufe der Ablaufpléne.

Fir die Leistungsanalyse wurde eine Lineares Modell entwickelt, das auf einer abstrahierten
Netzwerk-Darstellung des Lagersystems basiert, in welchem die Lagerbewegungen als Mehrgti-
terflisse dargestellt werden kénnen. Durch Flussoptimierung lasst sich die Prozessorenbela-
stung bei optimaler Allokationsstrategie abschitzen, woraus eine obere Schranke fiir die
Lagerleistung resultiert. Gegeniiber simulationsbasierten Methoden hat das Modell den wesentli-
chen Vorteil, dass es steuerungsunabhingig ist und nur auf Inputdaten beruht, welche in der
Entwurfsphase tatséchlich zur Verfiigung stehen. Im Gegensatz zu anderen Ansétzen stellen die
berechneten Leistungszahlen verldssliche Leistungsgrenzen dar, welche nicht aufgrund von ver-
einfachenden Annahmen mit Unsicherheit behaftet sind. Mit Hilfe dieser Leistungszahlen kénnen

Design-Alternativen miteinander verglichen werden hinsichtlich der zu erwartenden Lagerlei-
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stung. Weiter liefert das Modell Informationen iiber die Verteilung der Belastung auf die verschie-
den Prozessoren, wodurch die Engpass-Ressourcen des Systems erkannt werden kénnen. Daraus
lassen sich Riickschliisse auf die Dimensionierung des Lagers und die Anordnung der Transpro-
teinrichtungen machen. Schliesslich bietet das Modell aufgrund der optimierten Ressourcenallo-
kation  Unterstitzung beim Entwurf von optimierten Lager-, Routen- und

Reorganisationsstrategien. Zusammenfassend kann gesagt werden, dass das Modell in verschie-

dener Hinsicht wertvolle Beitrage leisten kann beim Entwurf automatisierter Kompaktlager.

Da das Modell auf einer abstrahierten Sichtweise der Lagerprozesse in Form von Prozessoren,
Operationen und Ressourcenallokations-Ueberlegungen basiert, diirfte es auch auf andere Verar-
beitungssysteme mit dhnlichen Eigenschaften anwendbar sein. Zunichst existieren im Bereich
der Lagertechnik diverse moderne Typen von dynamischen Kompaktlagern, welche eine dhnliche
Architektur haben wie die betrachteten Lagersysteme. Allgemein ist die Anwendbarkeit des
Modells denkbar bei Verarbeitungssystemen, in welchen fiir die Bearbeitung der Jobs verschie-
dene Prozessalternativen bzw. Prozessrouten bestehen. Darunter ist zu verstehen, dass die Bear-
beitung der Objekte eine Folge von Prozessschritten (bzw. Operationen) umfasst, wobei eine
Wahlmoglichkeit besteht, auf welchen Prozessoren die Bearbeitungsschritte ausgefiihrt werden.
Im vorliegenden Modell werden die Prozessschritte durch die Bogen des System-Graphen repra-
sentiert und die Prozessalternativen entsprechen den verschiedenen Routen von einer Quelle zu
einer Senke. Die Wahl der Prozessroute, d.h. die Allokation der Operationen auf den Prozessoren,
erfolgt durch die Festlegung der Fliisse im System-Graphen. Zusammenfassend deuten diese
Ueberlegungen darauf hin, dass fiir das entworfene Modell ein interessantes Anwendungspoten-

tial besteht sowohl innerhalb der Lagertechnik als auch in anderen Anwendungsbereichen.

Als zweite Problemstellung wurde die Optimierung der Steuerung automatisierter Kompaktlager
auf der Stufe der Ablaufpléne betrachtet. Es wurde ein Optimierungsmodell entwickelt, welches
auf einer Beschreibung der zulédssigen Ablaufpline mit Hilfe von konjunktiven und disjunktiven
Prazedenzbedingungen basiert. Es wurde gezeigt, wie sich dieses Modell als Optimierungspro-
blem in verallgemeinerten disjunktiven Graphen darstellen lasst. Die Verallgemeinerung gegen-
uber klassischen disjunktiven Graphen besteht darin, dass die disjunktiven Mengen Bogen mit
unterschiedlichen Extremitdten umfassen konnen. Die strukturellen Eigenschaften verallgemei-
nerter disjunktiver Graphen wurden ausfithrlich untersucht, wobei als wichtiges Resultat gezeigt
wurde, dass das Zulassigkeitsproblem fiir verallgemeinerte disjunktive Graphen und insbeson-
dere auch fir Lager-Graphen NP-hart ist. Eine Konsequenz dieser Tatsache ist, dass herkémmali-
che Losungsanséitze aus dem Bereich der Maschinen-Ablaufplanung und insbesondere des Job-
Shop-Problems nicht auf das Lager-Problem tibertragbar sind. Die Entwicklung eines Nachbar-
schaftsbegriffs fiir ein Verbesserungsverfahren erwies sich als anspruchsvoll und stellte eine der
zentralen Herausforderungen dieser Arbeit dar. Es konnte ein geeigneter Nachbarschaftsbegriff
entworfen werden, welcher einerseits auf dem Prinzip der erzwungenen und verbotenen Bogen

beruht und andererseits auf dem Konzept der 1-Job-Lager-Graphen. Die Idee fiir diesen Nachbar-
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schaftsbegriff entstammte dem Studium der Struktur der moéglichen Zyklen in disjunktiven
Lager-Graphen und insbesondere in konjunktiv abgeschlossenen, positiv azyklischen 1-Job-
Lager-Graphen. Mit Hilfe dieses Nachbarschaftsbegriffs wurde ein iteratives Abstiegsverfahren
entwickelt, welches auf dem Austausch von kritischen Bogenmengen beruht. Die numerischen
Resultate zeigen ein betrichtliches Optimierungspotential dieses Verfahrens, was darauf hindeu-
tet, dass mit dem Nachbarschaftsbegriff wesentliche strukturelle Eigenschaften der disjunktiven

Lager-Graphen auf adiquate Weise erfasst werden konnten.

Die weiterfiihrende Forschung zu dieser Arbeit zielt in zwei Richtungen. Einerseits wird ver-
sucht, das bestehende Abstiegsverfahren zu verbessern, insbesondere durch eine Erweiterung der
Suchstrategie (beispielsweise Tabu Search oder Simulated Annealing) und durch Verallgemeine-
rung des Nachbarschaftsbegriffs. Andererseits wird die Anwendbarkeit der entwickelten Ansétze

auf weitere Probleme untersucht.

Allgemein scheinen verallgemeinerte disjunktive Graphen einen interessanten Modellierungsan-
satz darzustellen, mit welchem gewisse Maschinenbelegungsprobleme auf adiquate Weise darge-
stellt werden koénnen. Die Optimierung in verallgemeinerten disjunktiven Graphen ist

anspruchsvoll, wie die Erfahrungen dieser Arbeit zeigen. Es ist unwahrscheinlich, dass eine all-
gemeine Losungsmethode fiir disjunktive Graphenprobleme gefunden werden kann. Der Entwurf
eines Optimierungsverfahrens fiir disjunktive Graphen bedingt typischerweise eine tiefgehende
Analyse der spezifischen Struktureigenschaften der betrachteten Graphen. Es gibt jedoch Hin-
weise dafir, dass der im Zusammenhang mit dem Lager-Problem entworfene Nachbarschaftsbe-
griff bis zu einem gewissen Mass auf andere disjunktive Graphenprobleme {iibertragbar ist.

Weitere Forschungsarbeit in dieser Richtung scheint lohnenswert.

Zum Abschluss dieser Dissertation mochte ich festhalten, dass diese Arbeit in zweifacher Hinsicht
eine Herausforderung und Bereicherung fir mich darstellte. Einerseits beinhaltete sie die Ana-
lyse und Losung von praxisrelevanten, anspruchsvollen Problemen im Bereich der Lagertechnik.
Andererseits ergaben sich aus der Modellierung und Optimierung dieser Probleme theoretische,
mathematische Fragestellungen, welche auf einer abstrahierten Ebene von eigenstindigem Inter-
esse sind. Diese Kombination und gegenseitige Inspiration von praxisbezogener Problemltsung
und theoretischer mathematischer Forschungsarbeit bildet fiir mich einen faszinierenden Aspekt

des Operations Research.
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DEFINITIONEN UND NOTATIONEN

Begriffe aus der Graphentheorie

Ein gerichteter, gewichteter Graph ist gegeben durch G = &V, E, cf Vist die Menge der Knoten,
Ei V’ V ist die Menge der Bogen und c R stellt die Bogengewichte dar. Sei e=(v,w)| E
ein Bogen von G. v und W heissen die Extremititen von €, v stellt den Start- und w den End-
knoten von € dar. Der Bogen € inzidiert mit v und w und fiihrt von v nach w. Der Startknoten
wird als tail(e) = vund der Endknoten als head(e) = Wezeichnet. Ein Bogen e = (v, wit
identischem Start- und Endknoten wird Schlinge genannt. Die Menge aller Bogen, welche aus
einem Knoten VI V hinausfilhren bzw. in diesen hineinfiihren, wird bezeichnet mit
d*(v) ={(v,w) T E} bzw. d (v) = {(u,v)T E}

Ein Subgraph von G ist ein Graph G(= &V(, E(, ctinit V(I Wnd ECI,Evobei gelten muss,
dass alle Extremititen der Bogen aus ECin V(enthalten sind, d.h. {v,w:(v,w)1 EG¢ I V¢
cel IRE( stellt dieselben Bogengewichte dar wie in G, d.h. c(, = cfiir alle el EMaufig wird
an Stelle des reduzierten Vektors c( kurzerhand C geschrieben, d.h. G(= éV( E( cfDer durch
eine Knotenteilmenge V(i V induzierte Subgraph G(= &/, E(, c(fenthilt alle Bogen aus E
welche beide Extremititen in V¢ haben, d.h. E¢= {(v,w)1 E:v,wl V¢

Ein Bogenzug in G ist eine alternierende Folge von Knoten und Bogen P = (VO, €1, Vq, Ya, €, Vr)
mit r 3 O sowie Vi I Vfir alle i=0,%, und € I Biralle i=1,Y% Hierbei muss gelten,

dass jeder Bogen vom vorangehenden zum nachfolgenden Knoten in P fithrt, d.h. € = (Vi 1 Vi)
fiir alle i = 1,%, 1. Pist geschlossen, falls r 3 1und v, = Vgandernfalls ist P offen. P ist ele-
mentar, falls P offen ist und v; * Y, firalle O£1i<j £ roder falls Feschlossen ist und v,* Y,
firalle 0£i<j£r-1Ein Weg ist ein elementarer Bogenzug. Ein Zyklus ist ein geschlossener,
elementarer Bogenzug. Ein r-Bogenzug bzw. r-Weg, r 3 0, ist ein Bogenzug bzw. Weg mit r

Bogen. Ein r-Zyklus, r 3 1, ist ein Zyklus mit r Bogen. Ein 1-Zyklus entspricht einer Schlinge.

Ein Bogenzug P = (v, €, Vq, ¥4, €, V,Jvird manchmal als Bogenfolge oder Knotenfolge darge-
stellt, d.h. P = (e, €5, %4, € )ozw. P = (v, vy, %2, vDie Schreibweise P i bEdeutet, dass

e 1 E fir alle 1£i£r. Analog bedeutet PI Vdass v,1 \firalle O£i£ Die Schreibweise
vl P bzw. el P driickt aus, dass Vein Knoten bzw. €ein Bogen von Pist, d.h. es existiert ein
j,sodass V= Vj bzw. e = gist. Sei Ofj<kf£ond W= (Vj, €41 Vi1 Ya, €,,0ip) Teilbo-
genzug von P Dann wird bisweilen geschrieben

— 1
P= (vo, €1, Vq, Ya, ej, vj,W, Vie €+ 10 Vicr 10 Y4 er,vr).

Die Lange (bzw. das Gewicht) eines Bogenzuges ist gegeben durch die Summe seiner Bogenge-

wichte, d.h. ¢(P) = § of pCe Ein Bogenzug mit positiver bzw. negativer Linge c(P) > Bzw.
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c(P) <0 wird ein positiver bzw. negativer Bogenzug genannt. Falls ein Graph einen (positiven
bzw. negativen) Zyklus enthélt, heisst er (positiv bzw. negativ) zyklisch, andernfalls (positiv bzw.

negativ) azyklisch.

Weitere Bezeichnungen

Ein Vektor c1 IRE und eine Funktion c:E® IRverden hiufig gleichwertig behandelt und die
Schreibweisen Cg = c(e) el Ealsidentisch betrachtet. Dasselbe gilt fiir einen Vektor cl IR

und eine Funktion c: 1"~ J® IRsowie die Schreibweisen c; [5G = c(i, j) = c((i, Bin Vektor
¢! RE wird manchmal als (cel R:el E)dargestellt. Fiir eine Summe der Form 8,7 £C
wird auch § { Co: el E}geschrieben. Die Potenzmenge, d.h. die Familie aller Teilmengen, einer

Menge | wird bezeichnet als Pot(l).
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Anhang I

ANHANG

Beispiele von
Ablaufplanen

Beispiel 1

¢ Lagerdimensionen: 3 Sektoren, 3 Ebenen, 5 Korridore/Sektor, 20 Lagerplatze/Korridor
¢ Jobs: 50 Einlagerungen

¢ Makespan: Startlosung 1831, optimierte Losung 897

¢ Optimierungsfaktor: 51%

Beispiel 2

¢ Lagerdimensionen: 5 Sektoren, 3 Ebenen, 5 Korridore/Sektor, 20 Lagerpléitze/Korridor
¢ Jobs: 100 Einlagerungen

¢ Makespan: Startlosung 3313, optimierte Losung 1378

¢ Optimierungsfaktor: 58%
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